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本 书 的 主题 是 空间 尺度 从 10- cm (基本 粒子 半径 ) 到 10” em 
( 字 宙 半径 ) 的 时 空 结构 。 根 据 第 一 章 和 第 三 章 解 释 的 理由 ， 全 部 论 
述 以 Einstein 广义 相对 论 为 基础 。 这 一 理论 提出 了 两 个 著名 的 关于 字 
TAME: 其 一 ， 大 质量 星体 的 最 终归 宿 是 去 缩 到 事件 视界 背后 的 包 
含 奇 点 的 “黑洞 "; 其 二 ， 我 们 的 过 去 存在 奇 点 ， 在 某 种 意义 上 ， 它 
构成 我 们 这 个 字 宙 的 开端 。 我 们 讨论 的 主要 目的 就 是 发 展 这 两 个 结 
果 。 它 们 主要 有 赖 于 两 方面 的 研究 : 首先 是 关于 时 空 的 类 时 曲线 族 和 
零 曲 线 族 性 态 的 理论 ， 其 次 是 任意 时 空中 各 种 因果 关系 本 质 的 研究 。 
我 们 将 详细 考察 这 些 主题 。 此 外 ， 我 们 建立 了 Einstein 方程 解 从 给 定 
的 初始 数据 开始 的 时 间 演 化 的 理论 。 讨 论 还 补充 考察 Einstein HH 
程 一 系列 精确 解 的 整体 性 质 ， 其 中 许多 解 显 示 出 令 人 相当 意外 的 
性 态 。 
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1 
引力 的 角色 


时 下 广 为 接受 的 物理 学 观点 认为 , 关于 宇宙 的 讨论 可 分 为 两 个 部 
分 :第 一 是 不 同 物理 领域 所 满足 的 局 域 性 定律 的 问题 , 这 些 定律 通常 
表述 为 各 种 形式 的 微分 方程 ;第 二 是 这 些 方程 的 边界 条 件 及 方程 解 的 
整体 性 质 的 问题 , 在 某 种 意义 上 这 需要 我 们 考虑 时 空 的 边界 。 这 两 部 
分 并 不 是 相互 独立 的 , 实际 上 人 们 一 直 认 为 那些 局 域 性 定律 取决 于 字 
宙 的 大 尺度 结构 。 一 般 说 来 , 这 一 观点 源 于 Mach, 最 近 又 为 Dirac 
(1938) .Sciama( 1953 ) .Dicke(1964) „Hoyle 和 Narlikar( 1964) ， 及 其 他 
学 者 所 发 展 。 我 们 将 采取 比较 中 庸 的 方式 来 讨论 :我 们 既 接 受 那 些 已 
经 实验 确证 的 局 域 物理 定律 , 同时 也 考察 它们 在 宇宙 的 大 尺度 结构 下 
意味 着 什么 。 

我 们 假定 实验 室 确立 的 物理 定律 也 适用 于 条 件 可 能 完全 不 同 的 其 
他 时 空 点 ,当然 这 是 一 种 大 胆 的 外 推 。 如 果 这 种 外 推 不 成 立 , 我 们 就 
认为 这 些 局 域 的 实验 室 定律 遭遇 了 某 种 新 的 物理 领域 , 但 其 存在 尚 不 
能 为 我 们 的 实验 所 确认 ,因为 它 在 太阳 系 尺度 的 区 域内 可 能 几乎 没 什 
么 变化 。 事 实 上 , 我 们 的 大 部 分 结果 均 与 物理 定律 的 具体 性 质 无 关 ， 
而 仅 涉 及 某 些 一 般 特 性 ,诸如 伪 Rieman 几何 的 时 空 描述 和 能 量 密度 

目前 已 知 的 物理 学 基本 相互 作用 可 分 为 四 类 : 强 的 和 弱 的 核 作 用 、 
电磁 作用 和 引力 作用 。 其 中 引力 作用 是 迄今 已 知 的 最 弱 的 相互 作用 
(两 电子 间 的 引力 与 静电 力 之 比 Cm’ ve 约 为 10“)。 尽 管 如 此 , 在 形 
成 宇宙 的 大 尺度 结构 过 程 中 , 引力 扮演 着 主要 角色 。 这 是 因为 强 作用 
和 弱 作 用 均 属 极 短程 ( ~ 10 “cm 甚至 更 短 ) 作 用 。 虽 然 电磁 力 属 长 程 ? 
作用 , 但 对 宏观 物体 ,同性 电荷 间 的 排斥 力 很 容易 被 周围 异性 电荷 间 
的 吸引 力 所 平 衡 。 而 另 一 方面 , 引力 似乎 总 是 吸引 性 的 。 因 此 ,对 是 
够 大 的 物体 , 其 所 有 粒子 的 引力 场合 加 起 来 , 将 形成 一 个 超越 所 有 其 
他 相互 作用 的 力 场 。 
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引力 不 仅 在 大 尺度 占 主导 地 位 ,而 且 以 相同 方式 作用 于 每 一 个 粒 
子 。 这 种 普 适 性 最 先 为 Galileo 所 认识 , 他 发 现任 意 两 个 物体 以 相同 
速度 下 落 。 后 来 ，Eotvis Kig Dicke 及 其 合作 者 ( Dicke (1964) ) 的 实 
验 , 都 以 极 高 的 精度 确认 了 这 一 点 。 人 们 还 发 现 光 在 引力 场 作用 下 也 
会 发 生 偏转 。 因 为 一 般 认为 没有 任何 信号 传播 得 比 光 更 快 , 这 就 意味 
着 引力 决定 了 宇宙 的 因果 结构 ， 即 引力 决定 了 哪些 时 空 事 件 彼 此 能 因 
果 关 联 。 

引力 的 这 些 特 性 导致 了 一 系列 严峻 的 问题 。 如 果 在 某 一 区 域 聚 集 
了 足够 多 的 物质 , 那么 从 区 域 向 外 发 射 的 光 将 在 引力 作用 下 发 生根 本 
的 偏转 , 最 终 光 被 拉 回 来 。 关 于 这 一 点 ，Laplace 在 1798 年 就 认识 到 
了 。 他 指出 , 一 个 密度 如 同 太阳 但 半径 是 太阳 半径 的 250 倍 的 天 体 ， 
将 产生 巨大 的 引力 场 ， 以 至 光 也 不 可 能 从 其 表面 移出。 那么 早 就 提出 
这 样 的 预言 , 确 平 令 人 惊讶 , 所 以 我 们 有 必要 把 他 的 论文 翻译 出 来 ， 
附 在 书后 。 

运用 Penrose 闭合 俘获 面 的 概念 , 我 们 可 以 更 精确 地 描述 大 质量 
物体 对 光 的 拉 回 现象 。 考 虑 包围 物体 的 某 个 球面 Z 某 一 时 刻 , 由 TF 
发 出 内 光 。 在 下 一 时 刻 i, 向 内 、 向 外 传播 的 光波 波 前 分 别 形成 球面 
Ky Fo EMRET, Z 的 球面 面积 将 小 于 T (FRR ALE 
WEW), AZ 的 球面 面积 将 大 于 F(Z 代表 的 是 向 外 传播 的 光 , 见 图 
1) ;然而 , WR .9 包围 的 是 一 个 质量 足够 大 的 物体 , WA, Z 的 球面 
面积 将 小 于 Z 这 时 久 称 为 闭合 俘获 面 。 只 要 引力 保持 吸引 性 质 ， 
即 只 要 物体 的 能 量 密度 不 变 成 负 的 , 那么 随 着 时 间 KEK, Z 的 球面 
面积 将 越 来 越 小 。 由 于 内 物质 运动 的 速度 不 可 能 超过 光速 , 因此 
这 些 物 质 将 被 局 限 在 边界 逐渐 缩小 的 区 域内 , 并 在 有 限时 间 内 缩小 到 
零 。 这 意味 着 发 生 了 什么 可 怕 的 事情 , 但 实际 上 我 们 将 证 明 , 在 此 情 
形 下 ,只 要 满足 某 些 合 理 的 条 件 , 就 必然 会 出 现时 空 奇 点 。 

我 们 可 以 把 奇 点 看 作 现 有 物理 定律 失效 的 区 域 , 或 者 也 可 以 认为 
它 代 表 了 时 空 边缘 的 一 部 分 , 不 过 ,那个 部 分 在 距离 有 限 而 不 是 无 限 
的 某 个 地 方 。 从 这 点 说 , 奇 点 还 不 是 那么 讨厌 , 但 边界 条 件 的 问题 依 
然 存在 。 换 名 话说 , 我们 不 知道 从 奇 点 会 产生 什么 结果 。 

我 们 认为 存在 这 样 两 种 情形 , 在 其 中 物质 的 充分 聚积 均 可 导致 形 
成 闭合 俘获 面 。 第 一 种 情形 是 恒 是 的 引力 抽 缩 。 对 质量 大 于 两 倍 太阳 
质量 的 恒星 ,在 核燃料 行将 耗 尽 的 时 候 , BRAY EREKE IHAA 
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图 1 某 一 时 刻 由 多发 出 闪光。 在 下 一 时 刻 i, 由 p 点 发 出 的 光 形成 以 
7 为 中 心 的 球面 .% BA A, A 分 别 是 向 内 、 向 外 传播 的 光波 波 
Ho aA, A 的 球面 面积 均 小 于 Z, 则 .7 称 为 闭合 俘获 面 。 


象 。 此 时 星体 将 替 缩 成 一 种 外 部 观察 者 无 法 看 见 的 奇 点 。 另 一 种 情形 
则 是 整个 宇宙 本 身 。 最 近 的 微波 背景 辐射 观测 表明 , 我 们 的 宇宙 所 包 
含 的 物质 足以 形成 造成 时 间 反 向 的 闭合 俘获 面 。 这 意味 着 在 过 去 ， 即 
目前 这 个 宇宙 膨胀 阶段 的 初始 时 刻 , 存在 着 奇 点 。 这 个 奇 点 原则 上 是 
可 见 的 , 它 或 许可 以 解释 为 宇宙 的 开端 。 

在 本 书 中 , 我 们 将 基于 Einstein 的 广义 相对 论 来 研究 时 空 的 大 尺 
度 结构 。 这 一 理论 的 预言 与 迄今 所 有 的 实验 都 并 行 不 悖 。 不 过 , 我 们 
的 处 理 方 式 更 一 般 化 ,以 便 宫 括 那 些 对 Einstein 理论 的 修正 ， 如 
Brans - Dicke 理论 等 。 

虽然 希望 本 书 的 大 多 数 读者 多 少 熟 悉 一 些 广义 相对 论 , 我 们 还 是 
力求 写成 一 本 自足 的 书 , 只 要 求 读 者 具备 简单 的 微 积分 .代数 和 点 集 拓 
扑 等 方面 的 知识 。 为 此 , 我 们 用 第 2 章 来 讲述 微分 几何 , 其 处 理 方式 
相当 现代 , 以 一 种 明显 与 坐标 系 无 关 的 方式 来 建立 各 种 定义 。 当 然 ， 
为 计算 方便 , 我 们 也 会 不 时 地 使 用 各 种 指标 。 我 们 还 将 最 大 程度 地 避 
免 使 用 纤维 从 概念 。 已 具有 微分 几何 知识 的 读者 可 跳 过 这 一 章 。 

在 第 3 章 , 我 们 基于 时 空 数学 模型 的 三 个 假设 , 建立 了 广义 相对 
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论 的 形式 体系 。 这 一 时 空 数学 模型 是 具有 Lorentz 符号 差 的 度 规 g 下 
的 流 形 M EH g 的 物理 意义 由 前 两 个 假设 说 明 :一 个 关于 局 部 因果 
性 , 男 一 个 关于 能 量 动量 的 局 域 守恒 性 。 这 两 个 假设 是 广义 相对 论 和 
狭义 相对 论 共有 的 , 并 为 狭义 相对 论 的 实验 证 据 所 支持 。 第 三 个 假 
R, ATEH g 的 场 方程 的 假设 , 则 没有 很 好 的 实验 基础 。 然 而 我 们 
的 大 部 分 结果 仅 依赖 于 场 方 程 的 一 个 性 质 ; 正 物质 密度 的 作用 是 吸引 
性 的 。 这 一 性 质 是 广义 相对 论 和 某 些 修正 理论 (如 Brans - Dicke 理 
论 ) 所 共有 的 。 

在 第 4 章 , 我 们 将 通过 考虑 曲率 对 类 时 和 零 测 地 线 族 的 影响 来 探 
讨 曲率 的 意义 。 这 两 种 测 地 线 族 分 别 代表 微小 粒子 和 光线 的 时 空 轨 
迹 。 曲 率 可 以 解释 为 引起 两 相 邻 测 地 线 作 相对 加 速 运动 的 引力 差 , 或 
YH. WRB - 动量 张 量 满足 某 种 正定 条 件 , 则 这 种 引力 差 的 作 
用 总 是 使 非 转动 测 地 线 族 产生 汇聚 。 由 Raychaudhuri 方程 (4. 26 ) 可 
以 证 明 , 这 样 的 结果 将 导致 测 地 线 相交 的 焦点 或 共 思 点 。 

为 了 看 清 这 些 焦点 的 意义 , 我 们 在 二 维 Euclid 空间 考虑 一 维 曲 面 
了 (图 2)。 Sp KIIA, 则 有 某 条 从 曲面 .到 p 点 的 曲线 短 于 
或 等 于 其 他 自 . 交 到 p 点 的 曲线 。 BR, 这 条 曲线 就 是 测 地 线 ， 即 直 
R, 且 正 交 于 .多 在 图 2 所 示 情 形 下 , 实际 上 存在 三 条 经 过 p HEX 


wu 





图 2 由 于 在 曲面 Bl pp 之 间 存在 焦点 gq, 直线 p 不 可 能 是 从 .到 p 
的 最 短路 线 。 事 实 上 最 短路 线 是 xp 或 yp。 
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FS 的 测 地 线 。 过 7 点 的 测 地 线 显然 不 是 从 SF A p KRHA. HK 
了 认识 这 一 点 (Milnor (1963)), 我 们 注意 到 , 邻近 的 两 条 过 4,v RA 
正 交 于 SY 的 测 地 线 与 过 点 7 的 测 地 线 交 于 Z 与 p 之 间 的 焦点 gq。 连 
接线 段 ug 与 gp, 我 们 得 到 从 S 到 p 的 曲线 , 其 长 度 等 于 直线 p。 然 
m, up 并 非 直线 , 我 们 可 以 把 它 在 4 点 的 角 “ 磨 圆 ", 得 到 从 .7 到 P 
ART rp 的 曲线 。 这 说 明 rp 不 是 从 .8 到 p 的 最 短 曲线 。 事 实 上 最 短 
曲线 是 部 ER ypo 

这 些 概念 也 可 移植 到 具有 Lorentz EH g 的 四 维 时 空 流 形 .WW 上。 
此 时 , 我 们 不 考虑 直线 而 考虑 测 地 线 。 我 们 也 不 考虑 最 短 曲 线 , 而 考 
BA p 与 类 空 曲面 .之 间 的 最 长 类 时 曲线 ( 由 于 度 规 的 Lorentz 符号 
差 , 此 时 不 存在 最 短 类 时 曲线 , 但 可 能 有 最 长 类 时 曲线 ) 。 这 种 最 长 
曲线 一 定 是 与 .截面 正 交 的 测 地 线 , 且 .多 与 p 之 间 的 所 有 正 交 于 A" 
的 测 地 线 都 不 可 能 有 焦点 。 对 零 测 地 线 也 可 证 明 类 似 结 果 。 这 些 结果 
将 在 第 8 章 用 于 证 明 一 定 条 件 下 奇 点 的 存在 性 。 

第 5 章 讨 论 Einstein 方程 的 一 系列 精确 解 。 这 些 解 均 具 严格 对 称 
性 , 因而 是 不 现实 的 。 但 它们 为 后 续 章 节 提供 了 有 用 的 例证 , 并 可 阐 
明 不 同 的 可 能 性 态 。 具 体 来 说 ,高 度 对 称 的 宇宙 学 模型 几乎 全 都 具有 
时 空 奇 点 。 长 期 以 来 , 人 们 认为 这 些 奇 点 纯粹 是 高 度 对 称 的 结果 , 它 
们 在 更 为 实际 的 模型 中 不 会 出 现 。 我 们 的 目标 之 一 就 是 要 说 明 , 事实 
并 非 如 此 。 

我 们 将 在 第 6 章 研 究 时 空 的 因果 结构 。 在 狭义 相对 论 里 ,能 因果 
影响 某 个 事件 的 事件 ， 和 受 某 个 事件 因果 影响 的 事件 , 分 别处 于 过 去 
和 未 来 光 锥 的 内 部 (如 图 3)。 但 在 广义 相对 论 里 , 决定 光 锥 的 度 规 g 
通常 是 逐 点 变化 的 , 时 空 流 形 .的 拓扑 也 不 一 定 是 Euclid 空间 R, 
由 此 产生 了 更 多 的 可 能 情形 。 例 如 ,人 们 可 以 通过 又 合 图 3 中 .| 和 
六 ; 面 上 的 对 应 点 来 产生 一 个 具有 OR? xS 拓扑 的 时 空 , 其 中 有 可 能 包 
含 闭合 的 类 时 曲线 。 这 样 一 种 曲线 的 存在 将 导致 因果 关系 的 破坏 ， 因 
为 它 允 许 我 们 回 到 过 去 。 我 们 将 主要 讨论 那 种 不 允许 出 现 因果 破坏 的 
时 空 。 在 这 种 时 空 里 , 对 任意 给 定 的 类 空 曲面 .7, 均 存 在 一 个 最 大 时 
空 区 域 ( 称 为 .的 Cauchy RE), 其 中 的 事件 总 可 以 根据 .上 的 状 
态 来 预言 。Cauchy 发 展 具有 这 样 一 种 性 质 ( 整 体 双 曲 性 ) : 如 果 其 中 
的 两 点 能 用 类 时 曲线 连接 起 来 , 那么 两 点 间 必 存在 一 条 最 长 的 类 时 曲 
线 , 这 条 曲线 将 是 一 测 地 线 。 
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时 空 的 因果 结构 可 用 于 定义 时 空 的 边界 或 边缘 。 这 种 时 空 边界 既 
代表 无 穷 远 , 也 代表 有 限 距离 上 时 空 边缘 的 一 部 分 ， 即时 空 的 奇 点 。 


时 间 


空间 





图 3 在 狭义 相对 论 里 , 某 一 事件 p 的 光 锥 是 所 有 通过 p 的 光线 的 集合 。p 的 
过 去 在 过 去 光 锥 内 , p 的 未 来 则 在 未 来 光 锥 内 。 


在 第 7 章 , 我 们 探讨 广义 相对 论 的 Cauchy 问题 。 我 们 将 说 明 , 类 
空 曲面 上 的 初始 状态 决定 了 曲面 Cauchy 发 展 的 唯一 解 ， 而 这 个 解 在 
某 种 意义 上 将 连续 依赖 于 初始 状态 。 我 们 将 这 些 内 容 列 为 一 章 是 出 于 
”完整 性 的 考虑 , 同时 也 因为 它 用 了 前 一 章 的 很 多 结果 。 但 这 一 章 不 是 
理解 后 面 章 节 所 必需 的 。 

第 8 章 将 讨论 时 空 奇 点 的 定义 。 这 有 一 定 难度 ,因为 我 们 还 不 能 
认为 这 些 奇 点 是 时 空 流 形 .的 一 部 分 。 
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这 之 后 我 们 证 明 四 个 定理 , 它们 确立 了 一 定 条 件 下 必然 出 现时 空 
奇 点 。 这 些 条 件 分 为 三 种 :首先 要 求 引力 必须 是 吸引 性 的 , 这 可 以 表 
述 为 关于 能 量 -动量 张 量 的 一 个 不 等 式 ; 其 次 要 求 某 个 区 域 有 足够 多 的 
物质 以 阻止 任何 事物 从 该 区 域 逃 移出 去 ,为 满足 这 个 条 件 ， 要 求 存在 
一 闭合 俘获 面 ， 或 要 求 整个 宇宙 在 空间 上 是 闭合 的 ; 第 三 个 要 求 是 不 
得 违反 因果 性 。 当 然 , 这 个 要 求 对 其 中 一 个 定理 是 不 必要 的 。 论 证 的 
主要 思想 是 , 利用 第 6 章 的 结果 证 明 , 某 些 点 对 之 间 必 然 存 在 最 长 类 
时 曲线 。 然 后 我 们 再 说 明 ， 如果 不 存在 奇 点 , 那么 必 存 在 焦点 , 这 说 
明 点 对 间 不 存在 最 长 曲线 。 

接 下 来 我 们 描述 Schmidt 提出 的 一 种 时 空 边界 的 构造 过 程 。 这 种 
边界 代表 某 种 时 空 奇 点 , 但 可 能 不 同 于 第 6 章 定义 的 代表 奇 点 的 因果 
边界 的 部 分 。 

在 第 9 章 , 我 们 将 说 明 , 质量 大 于 1.5 们 太阳 质量 的 恒星 , 在 其 
演化 的 最 后 阶段 , 会 满足 第 8 章 定 理 2 的 第 二 个 条 件 。 此 时 出 现 的 奇 
点 有 可 能 隐身 于 事件 视界 的 背后 ,从 而 无 法 从 外 面 看 到 。 对 外 部 观察 
者 而 言 , 恒星 原来 的 地 方 似乎 出 现 了 一 个 “黑洞 。 我 们 将 讨论 这 种 黑 
洞 的 性 质 , 说 明 它们 最 终 将 成 为 Kerr 解 中 的 某 个 状态 。 假 如 情况 确实 
如 此 , 那么 我 们 可 以 为 从 黑洞 提取 能 量 设 定 一 个 上 限 。 在 第 10 章 我 
们 将 证 明 , 第 8 章 的 定理 2 .3 的 第 二 个 条 件 , 在 时 间 反 转 的 意义 上 ， 
能 在 整个 宇宙 得 到 满足 。 从 这 个 意义 说 , 奇 点 存在 于 过 去 , 它 构成 我 
们 看 到 的 这 个 宇宙 或 其 部 分 的 开端 。 

本 书 $3.1、$3.2 A §3.3 属 基 础 的 引导 材料 。 想 弄 懂 奇 点 存在 
性 定理 的 读者 , 只 需 进一步 阅读 第 4 章 、$6.2 ~ §6.7 以 及 88.1 和 
§ 8.2。 这 些 定理 对 雪 缩 星体 的 应 用 见 $9. 1( 还 用 了 附录 B 的 结果 ); 
而 对 宇宙 整体 的 应 用 见 $ 10.1, 它 还 需要 理解 Robertson - Walker 宇宙 
模型 ( $5.3) 。 我 们 将 奇 点 本 性 的 讨论 放 在 88.1、8$8.3 ~ §8.5 和 
$ 10.2。Taub -NUT 空间 作为 例子 在 讨论 中 起 着 重要 作用 (8§ 5. 8)， 
Bianchi | 型 宇宙 模型 ( § 5.4) 也 有 一 定 意义 。 

愿意 和 我 们 一 起 讨论 黑洞 的 读者 ， 只 需 阅 读 第 4 章 、$6.2 ~ 
§6.6、§6.9 以 及 $9.1 ~ §9.3, YR, 要 明白 这 些 讨论 还 需 弄 懂 
Schwarzschild 解 ( $5.5) 和 Kerr 解 ( § 5.6)。 

最 后 ,主要 对 Einstein 方程 的 时 间 演 化 特性 感 兴趣 的 读者 只 需 阅 ? 
I §6.2~ §6.6 和 第 7 章 。 他 还 可 以 从 $5.1、§5.2 和 8$5.5 中 找到 
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有 趣 的 例子 。 
我 们 尽力 为 读者 编制 了 索引 , 用 来 导 引 书 中 引入 的 所 有 定义 及 其 
相互 关系 。 





2 
微分 几何 


下 一 章 讨论 的 .应 用 于 本 书 其 余部 分 的 时 空 结构 , 是 一 种 具有 "” 


Lorentz 度 规 和 相伴 仿 射 联络 的 流 形 。 

本 章 里 , 我 们 在 $2.1 引入 流 形 概念 。 在 $2.2 引入 向 量 和 张 量 ， 
它们 均 为 定义 在 流 形 上 的 自然 几何 对 象 。 在 $ 2.3, 通过 对 流 形 映射 
的 讨论 引出 张 量 和 子 流 形 的 诱导 映射 定义 。 在 $ 2.4, 我 们 通过 向 量 
场 定义 的 诱导 映射 的 导数 给 出 Lie 导数 定义 。 这 一 节 还 将 定义 另 一 种 
微分 算 符 ， 即 仅 依赖 于 流 形 结构 的 外 微分 , 它 将 出 现在 Stokes 定理 的 
一 般 形式 里 。 

在 §2.5, 我 们 将 引入 一 种 叫 联 络 的 附加 结构 ,并 由 联络 来 定义 
协 变 导数 和 曲率 张 量 。 在 $2.6 我 们 会 看 到 , 联络 与 流 形 的 度 规 有 关 ; 
曲率 张 量 被 分 解 为 Weyl 张 量 和 Ricci 张 量 , 这 两 个 张 量 通过 Bianchi 
恒等式 相互 联系 。 

其 余部 分 讨论 微分 几何 里 的 其 他 各 种 问题 。§2.7 讨论 超 曲 面 上 
的 诱导 度 规 和 联络 ,并 导出 Gauss - Codacci KA. §2.8 引信 度 规定 
义 的 体积 元 , 并 用 来 证 明 Gauss 定理 。 最 后 在 § 2.9, 我 们 简单 讨论 纤 
维 丛 概念 。 这 里 主要 讨论 切 丛 线性 标 架 从 和 规范 正 交 标 架 人 从。 这些 
讨论 将 使 早先 引入 的 许多 概念 在 优美 的 几何 形式 下 获得 重 构 。 $2.7 
和 $2.9 的 内 容 仅 在 以 后 的 一 两 处 用 到 , 它们 不 是 理解 本 书 的 主要 内 
容 所 必需 的 。 


2.1 RÉ 


本 质 上 说 , 流 形 是 一 种 局 部 类 似 于 Euclid 空间 的 空间 , 它 可 以 通 
过 坐标 拼 块 来 覆盖 。 这 种 结构 允许 我 们 定义 微分 , (RE A HK 
不 同 的 坐标 系 。 因 此 , 能 够 通过 流 形 结 构 来 定义 的 概念 都 是 那些 与 坐 
标 系 选择 无 关 的 概念 。 在 一 些 预 备 性 的 定义 之 后 , 我 们 将 给 出 流 形 概 
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it R" H n # Euclid 空间 , BR" 是 具有 普通 拓扑 ( 开 集 和 闭 集 均 
以 普通 方式 定义 ) 的 所 有 n W (a, x? x") (= <x <% ) 的 集 


Ao SER HR 的 下 半空 间 , Ma <0 的 及 区域。 映射 由 将 开 集 C 


CR( 或 二 R ) 映 射 到 开 集 CCR"( 或 二 R") ,如 果 开 集 C 里 像 点 b(p) 


BIEC, P,e, x”") 是 开 集 C 里 p 点 坐标 (al, Pye, x") A MK 
连续 可 微 函 数 ( 即 第 r 阶 导数 存在 并 连续 ) , 则 称 映射 $ 是 C' 类 的 。 如 
果 一 个 映射 对 所 有 r 0 均 属 C’, 则 称 映射 由 是 C* 的 。 而 C*" 映 射 指 
连续 映射 。 

我 们 说 R" 的 开 集 C 上 的 函数 /是 局 部 Lipschitz 的 , 意思 是 ,对 每 
个 具有 紧 致 闭 包 的 开 集 UC C, 存 在 一 常数 让 ,使 对 于 每 一 点 对 p,g e 
U, 有 |f(p) -K |<Klp -gq 成立。 这 里 1p | 表示 

x (p)) + (2 (p))? + + (2"(p) 71 Fe 

如 果 $(p) 的 坐标 是 p 点 坐标 的 局 部 Lipschitz 函数 ， 则 称 映射 由 是 局 
部 Lipschitz AY, 1229 Cl”. RMU, MBH o ECW, A ob(p) k 
坐标 的 (r - 1) 阶 导数 均 为 点 坐标 的 局 部 Lipschitz 函数 , 我 们 称 $(p) 
是 C” 的 。 以 下 我 们 通常 只 说 C", 但 类 似 的 定义 和 结果 对 C” 也 成 立 。 

E PER (RIR) ERA, 由 为 从 PBL PCR RER") 


的 映射 。 如 果 中 是 某 个 从 开 集 C (包含 多 ) 到 开 集 C ASA )H 
CRATE PH 多 ' 的 限制 , 则 称 映射 $8 是 C' 的 。 

一 个 n 维 C' 流 形 .就 是 一 个 带 有 C' 坐 标 卡 集 ! ,4 的 集合 
A, 或 者 说 , 就 是 坐标 卡 (U ,4$。) 的 集合 。 这 里 UU 是 .NH 的 子 集 , Qu 
是 相应 的 2%, BR" 上 开 集 的 一 一 映射 ， 它 使 得 

(OXAK M, Bl. d= UW， 

(2) 4 WM, AEZS, 则 映射 

bee bs :hel UNG) >b, (UNG) 

是 从 R 的 开 子 集 到 R 的 开 子 集 的 C 映射 (参见 图 4) 。 

每 个 M 均 为 一 局 部 坐标 邻 域 。 其 局 部 坐标 x*(a =1,…,n) 由 映 
Hb. 定义 ( 即 , Epe, Wp 点 的 坐标 就 是 $8,(p) 在 R" 的 坐标 ) 。 
条 件 (2) 要 求 的 是 , 在 两 个 局 部 坐标 邻 域 的 重 又 区 域 , 一 邻 域 的 坐标 
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是 另 一 邻 域 坐标 的 C 函数 , 反之 亦 然 。 


R” Palka N Wp) 






Gal(Y x) 
Ap 
A 


4 EDDY, My HBR, 其 坐标 通过 C 映射 d. o m 
KK 


所 谓 一 坐标 卡 集 与 给 定 的 C 坐标 卡 集 相 容 ,是 指 这 两 个 坐标 卡 
集 的 并 也 是 整个 .KN 的 C' 坐标 卡 集 。 由 所 有 与 给 定 坐标 卡 集 相 容 的 坐 
标 卡 集 组 成 的 坐标 卡 集 称 为 流 形 的 完备 坐标 卡 集 。 因 此 , 完备 坐标 卡 
集 是 覆盖 .的 所 有 可 能 坐标 系 的 集合 。 

-HW 的 拓扑 可 由 以 下 陈述 来 定义 :.W 的 开 集 由 属于 完备 坐标 卡 集 
的 那些 UU 的 并 集 组 成 。 这 种 拓扑 使 每 个 pa 映射 均 为 同 胚 。 


REH R "Beat LR", 我 们 就 可 以 像 上 面 那样 定义 带 边 的 C 
微分 流 形 。 为 此 , HARARON M ELH A RA Rt 
点 的 集合 :其 在 映射 ye 下 的 像 均 落 在 RAR 的 边界 上 。 这 里 .4 


是 一 (n -1) 维 无 界 C' 流 形 。 

这 些 定义 似乎 过 于 复杂 了 。 然 而 , 简单 的 例子 即 可 说 明 , ATH 
述 空间 , 我 们 通常 需要 不 止 一 个 坐标 邻 域 。 二 维 Euclid FH R BR 
是 一 流 形 。 直 角 坐 标 系 (x,y; -0 <x<%,-% <y<%) 能 在 一 个 坐 
标 邻 域内 覆盖 整个 平面 , 这 里 p 是 恒 等 映 射 。 极 坐标 系 (r, OARE 
标 邻 域 (r >0,0 <9<2m) ,因此 我 们 需要 至 少 两 个 这 样 的 坐标 邻 域 才 
EAKR., CEHE CEA 天平 面 上 的 点 (x,y) 和 (x +20,y) BS 
生成 的 流 形 , 这 里 (x,y) 为 邻 域 (0 <x<2m, -0 <y<m) AA 
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标 , 显然 , 我 们 需要 两 个 这 样 的 坐标 邻 域 才能 覆盖 Co Möbius 带 是 
用 类 似 方法 通过 至 合 点 (x,y) 和 (x +20, -2) 获 得 的 流 形 。 单 位 二 维 
球面 5: 可 刻画 为 由 方程 (x')* + +) =l 定义 的 尼 曲 面 。 于 
是 

(x, x; -l<x <1, -1 <x <1) 
是 分 别 在 x' >0 All x! <0 两 区 域 的 坐标 邻 域 ， 而 我 们 需要 六 个 这 样 的 
坐标 邻 域 来 覆盖 曲面 。 实 际 上 , 不 可 能 用 单一 的 坐标 邻 域 来 覆盖 9 。 
n 维 球面 5" 可 类 似 定 义 为 R EREDT 

(x)? + (x)? +e (x"*!)? =| 

的 点 集 。 

如 果 在 完备 坐标 卡 集 里 存在 这 样 的 坐标 卡 集 12W. ,由 | ,使 得 对 每 
一 个 非 空 交集 WL, 144, HE Jacobi 行列 式 | ax'/ax” | 均 为 正 ,这 里 
(at ya? yee) Cae! ae! yo x") 分 别 是 点 在 人 UU 和 U, FREER, 则 
称 流 形 是 可 定向 的 。Mébius 带 则 是 非 定 向 流 形 的 一 个 例子 。 

至 此 给 出 的 流 形 定义 是 非常 一 般 的 。 在 大 多 数 场 合 , 有 必要 再 加 
两 个 条 件 来 保证 其 局 部 性 态 的 合理 性 :. 妈 是 Hausdorff 的 ;. 妈 是 仿 紧 
的 。 

所 谓 Hausdorff 空间 , 是 说 拓扑 空间 .HN 满足 Hausdorff 可 分 性 公 
理 :对 .和 中 的 任意 不 同 两 点 P,4， 存 在 不 相交 的 开 集 WU 和 使 p EU, 
qe % 我 们 或 许 认为 , TRIGA Hausdorff 的 , 但 事实 并 非 如 此 。 例 
如 , 考虑 如 图 5 的 情形 。 当 且 仅 当 x% =y, <0 时 , KRNBAMABR 
上 的 点 如 和 刀 。 这 样 ,每 一 点 都 包含 在 同 胚 于 R' 的 开 子 集 的 某 一 ( 坐 
标 ) 邻 域内 , 但 显然 不 存在 不 相交 的 开 邻 域 VW 入 满足 ae ae 
。 这 里 a 是 x=0 的 点 , a' 是 y=0 的 点 。 


y 
(Y = Yo) (y = 0) 
图 5 一 个 非 Hausdorff 流 形 的 例子 。 其 中 两 条 直线 在 x =y <0 KRE 
BOW, 但 点 a(x =0) Ma (y= RABE, 
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如 果 每 一 点 pe .YW 均 有 一 开 邻 域 仅 与 有 限 个 集合 7 FASS, 则 称 
坐标 卡 集 1 ,4 | 是 局 部 有 限 的 ,如 果 对 的 每 一 坐标 卡 集 {% | 
均 存 在 一 局 部 有 限 的 坐标 卡 集 | |, APRS % 均 包 含 于 某 一 
U P, WER. A 为 仿 紧 的 。 一 个 连通 Hausdorff 流 形 是 仿 紧 的 ， SAM 
当 存 在 一 可 数 基 , 即 存在 一 个 由 开 集 构成 的 可 数 集合 , 使 其 中 任 一 开 
集 均 可 表示 为 集合 中 若干 开 集 的 并 (Kobayashi and Nomizu(1963), 271 
页 )。 

除非 男 有 说 明 ， 本 书 所 有 流 形 均 为 仿 紧 、 连 通 、 无 边 的 C” Haus- 
dorff 流 形 。 以 后 将 看 到 ， 当 我 们 给 .设置 了 某 种 附加 结构 ( 如 存在 
仿 射 联络 , 见 $2.4) 后 , 仿 紧 性 要 求 会 因 其 他 约束 而 自动 满足 。 

C 流 形 .WW 上 的 函数 /是 .WN 到 R' 的 映射 。 如果 在 任 一 坐标 邻 域 
上 ,的 表示 f。$。 HA Ep 点 局 部 坐标 的 C' 函数 , WKS FE 点 
ÆC (7 和) 类 的 。 如 果 对 每 一 点 pe Xf 均 为 C' RR, MWR EM 
WEA YEW C 函数 。 

我 们 以 后 要 用 到 仿 紧 流 形 的 下 面 一 个 性 质 : 对 仿 紧 C 流 形 上 任 一 
给 定 的 局 部 有 限 坐 标 卡 集 | 纪 ,由 | ,我 们 总 可 以 找到 一 组 C 函数 g, 
(例如 见 Kobayashi and Nomizu(1963) ,272 页 ), 使 

(1) 对 每 一 a, WLAO<g,<1; 

(2)g。 的 支 集 ， 即 集合 lp e .WN:g。(p) 关 01 的 闭 包 , 包含 于 相应 的 
Ua; 


(3) A pe d, AY g.(p) =1。 


这 样 一 组 函数 称 为 单位 分 解 。 具 体 地 说 , 这 一 结果 对 C” 函数 为 
FL, 但 对 解析 函数 明显 不 适用 (解析 函数 可 表示 为 每 一 点 pe M 的 某 
个 邻 域 上 的 收敛 备 级 数 , 而 且 ， 如果 它 在 任意 开 邻 域 为 零 , 则 它 处 处 
为 零 ) 。 

最 后 , 流 形 X, B 的 Cartesian 积 .wx 是 具有 由 Y, BORE 
结构 所 定义 的 自然 结构 的 流 形 :对 任意 点 pe.o qe B, 存在 分 别 包含 
Pog 的 坐标 邻 域 YY 使 点 (p,q) e Ax BAR F Ux YY 的 坐标 邻 域 ， 
Ux V 在 .Vx 组 内 具有 坐标 (x y), 这 里 * 是 点 bp 在 2 中 的 坐标 ， 
y 是 点 9 在 XY 中 的 坐标 。 


w 
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2.2 向 量 与 张 量 


张 量 场 是 流 形 结构 以 自然 方式 定义 在 流 形 上 的 几何 对 象 的 集合 。 
一 个 张 量 场 等 价 于 定义 在 流 形 每 一 点 的 张 量 , 因此 我 们 从 一 点 的 向 量 
这 个 基本 概念 出 发 , 先 定义 流 形 上 一 点 的 张 量 。 

.WN 上 的 C' 曲 线 和 A() 是 从 实 直 线 R' 的 一 个 区 间 到 .的 C 映射 。 
过 点 A(a) 与 C 曲线 A(i) 相 切 的 向 量 ( 逆 变 向 量 ) (2/%), |, 是 一 算 
符 , 它 将 点 A(to) 处 的 每 一 个 C' 函数 映射 为 数 (3/%), |, ,或 者 说 ， 
(89/4), 是 f 在 A() 方 向 上 关于 参数 1 的 导数 。 具 体 地 说 ， 


(3). | imtas) - f(A(t))} (2.1) 


曲线 参量 上 显然 服从 关系 (3/91) ,t =1, 

如 果 (x x? ++ 0") FE p 点 某 一 邻 域 的 局 部 坐标 , 则 

(2) | = Fra) A|) we) . 
ot’, to gel dt ax! Ai0) dt dx’ A(tg) 
(从 这 里 开始 , 我 们 都 采用 求 和 约定 ， 即 重复 指标 表示 对 该 指标 所 有 
值 求 和 。) 因 此 ,点 p 的 每 个 切 向 量 均 可 表示 为 坐标 导数 
(9/60x ) |p, (9/0x") |, 
的 线性 组 合 。 反 过 来 , 给 定 这 些 算 符 的 某 个 线性 组 合 V(3/6wx ) |, (这 
E V AER), 对 te[ -s,s]，, 我 们 考虑 由 x (A(1)) =x(p) + 十 
EX KIR AC), 则 曲线 在 p 点 的 切 向 量 就 是 WV (a) |,。 因 此 p 点 
的 切 向 量 构成 由 坐标 导数 (ee ) |, 生成 的 R' 上 的 向 量 空间 , 向 量 空 
间 的 结构 由 下 面 的 关系 确定 : 
(aX +BY) f=a( Xf) +B(Yf). 
EXT ATA LE X,Y, Bla, B 和 函数 / 均 成 立 。 向 量 (avev ) ,是 彼此 独 
立 的 (否则 , 至 少 存在 一 组 系数 (EV (o/a), =0, 其 中 至 少 有 一 个 
不 为 零 的 严 。 将 此 关系 应 用 到 每 一 坐标 区 上 , 则 有 
Vox‘ /ax’ = V =0, 

与 假定 矛盾 ), 故 .WN 在 p 点 的 所 有 切 向 量 所 张 成 的 空间 ， 记 为 
TC. ) 或 简 记 为 了 ,, 是 一 个 n 维 向 量 空间 。 这 个 代表 p 点 所 有 方向 
的 集合 的 空间 叫 A 在 点 的 切 向 量 空间 。 我 们 可 以 将 向 量 Ve T, A 
Ap 点 的 一 个 箭头 , 代表 在 p 点 的 切 向 量 为 V 的 曲线 A(1) 的 方向 。V 














t=t0 


E 
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的 “长 "由 曲线 参数 1 按 关系 V(1) =1 确定 。( 由 于 V 是 算 符 , 我 们 用 
粗 体 , 其 分 量 VW 和 VV 作用 于 函数 /产生 的 所 六 为 数 ， 故 用 斜体 。) 

EIE, (a=1,…,n) 为 p 点 的 n 个 线性 独立 向 量 的 任 一 集合 , 则 
向 量 Ve 7 可 写成 V=VE,, REX] V V 在 p RHE, | 
下 的 分 量 。 特 别 是 , 我 们 可 以 取 E, AEREO), 于 是 分 量 
Vi=V(x') = (dx'/di) |, 为 坐标 函数 x' 在 VV 方向 上 的 导数 。 

p 点 的 1- 形 式 ( 协 变 向 量 )w 是 p 点 向 量 空间 7, 上 的 实 值 线性 函 
wm, EX Ep 点 的 某 一 向 量 , 则 w 将 XX 映射 为 一 个 数 , 记 作 《ww, 和 X)。 
于 是 线性 性 意味 着 

(w, aX +BY) =a(w, X) +B(w,Y) 
对 所 有 a,Bs 尺 和 X,Ye7 成 立 。 对 给 定 的 工 形式 w, H(w,X) = 
CHRO 定义 的 也 的 子 空间 是 线性 的 。 由 此 , 我 们 可 将 p HELER 
wm 视 为 7 的 那样 一 对 平面 , 使 当 (w,X〉=0 时 , 向 量 XX 在 一 个 平面 ， 
而 (wo,X) =1 时 , X 在 另 一 个 平面 。 

给 定 p 点 的 基 疝 量 |E.| , 我们 可 由 下 述 条 件 定义 唯一 的 n 个 1- 形 
RIE BHRAS: E 将 任 一 向 量 X 映射 为 数 X(X 在 基 向 量 |E,| 下 的 
第 i 个 分 量 ) FEB, CE’ ,E,〉》=6",。 如 果 由 法 则 

(aw +Bn,X) =a(w,X) +B(n,X) 
对 任意 1- 形 式 @w,m, 任 意 a,BeR 和 XeT7,, 定 义 1- 形 式 的 线性 组 合 ， 
ABA, 我 们 可 以 将 |E"| 视 为 1- 形式 的 一 个 基 , 因为 p 点 的 任 一 1- 形式 
四 均 可 表示 为 w=wE , 这 里 数 w, 定 义 为 w; =《@w,E,)。 由 此 ,p 点 的 
所 有 1- 形式 在 p 点 构成 一 n 维 向 量 空间 , 即 切 向 量 空 间 7, 的 对 偶 空间 
7”。1- 形 式 的 基 |E”1 是 向 量 基 |E,| OE. MiB wel), Xe 
T,, Mw, X) 可 通过 w,X 在 对 偶 基 |E“|} ,| E,} 下 的 分 量 w;, X 由 关 
系 
(w,X) = < wj 也 XE, > =0,X'. 

来 表示 。 

A ERR S MU FAET p 点 的 1- 形式 df: 对 每 一 向 

EX, 

(df, X) =f. 
df 称 为 的 微分 。 设 (x ,x ,…,x") 是 局 部 坐标 , 则 p 点 的 微分 
(dx ,dx ,… ,dx" ) 的 集合 构成 1- 形式 的 基 , 它 与 p 点 的 向 量 基 (6/6x'， 





oo 
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3/6x”,… ,6/6wx") 构 成 对 偶 基 ,因为 
《dz ,0/0%) = 8x / ð =6',o 
由 这 组 基 , 任 一 函数 /的 微分 dy 为 
df=(%/ dx’ ) dx’, 

如 果 df 不 为 零 ,， 则 曲面 if = 常数 | 是 (n -1) 维 流 形 。 所 有 满足 
(df, X) =0 的 向 量 匀 构成 的 的 子 空间 ,由 曲面 {f= 常数 | 上 所 有 经 
过 p 点 的 曲线 的 切 向 量 组 成 。 如 果 40, M adf 还 是 曲面 的 法 线 。 

由 p 点 的 切 向 量 空间 7, 及 其 对 偶 1- 形 式 空 间 T; 可 构成 Cartesian 
积 


r 项 s 项 
即 向 量 和 1- 形式 的 有 序 集 (WW ,… ,WW ,YY ,…,Y,) ,这 里 Y, 和 分别 
为 任意 向 量 及 其 对 偶 1- 形 式 。 

P 点 的 (r,s) 型 张 量 是 Cartesian 积 IT, 的 函数 , 它 对 每 一 变 元 都 是 
线性 的 。 设 T 是 p 点 的 (7,s) 型 张 量 , THI BERM, n, Y, 
… ,YY,) 映 射 为 数 

Tn, +, W, Yie ¥,)o 

然后 , 映射 的 线性 性 质 意 味 着 
Tm, “+, y, aX +BY,Y,, =, Y) =a’ Tn, "n, X, Y, e, Y) + 

B: Tnt, "e, 9W,Y,¥,, e, Y) 
对 所 有 a,BeR' 和 X,Y eT My. 

所 有 这 种 张 量 组 成 的 空间 称 为 张 量 积 
T(P) =O OT OLT O OT, o 
r 项 s 项 

特别 地 , Tp) eT, Ti (p) =T} o 

(r,s) 型 张 量 的 加 法 由 下 面 的 法 则 定义 :(T+T') 是 p 点 的 (7,s) 

型 张 量 , 对 所 有 Y,e 7,, Wf eT; A 
(T+T), yaW4¥,,-", Y.) =T(v', NY, Y) + 
Te, .Y,, °°, Y,). 
类 似 地 , 张 量 与 标量 o ER 的 乘法 法 则 定义 为 :(eT) 是 一 张 量 , Ext 
所 有 Y; €T,, Wel, 有 
(aT) (nm, vee, 1..Y,, see Y,) za’ Ten, e, ",Y,, see Y,). 
根据 这 些 张 量 的 加 法 和 数 乘 运算 法 则 , KER T, (p) ÆR LE nH 
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向 量 空间 。 
设 XieT(i=1,…,7), d eT (j=1,…,s), 我 们 用 X,@…@X, 
Qo @-@w 来 表示 Ti (p) HTK. RHTHKBM HTK, 
六 ,Yi °°, Y BUH 
(MX Cay XC X,) Co! Yew, Y, 
类 似 地 , 设 Re T'(p) ,Se 7?(p), RIIA ROS 来 表示 T (p) HIT 
KH RHR HERM, eY ，,…,Y,,,) 映 射 为 数 
Roy WY YS ,YY,,,)o 
利用 积 @ 运 算 , p 点 的 张 量 空间 组 成 尺 上 的 代数 。 
如 果 |E,。] , (EAE TA T, 的 对 偶 基 , 则 
[E QQE, @E"@---@E"| , (a;,b; 分 别 从 1 RE n), 
是 7'(p) 的 一 个 基 。 任 一 张 量 Te T'(p) 可 由 这 组 基 表 示 为 
T =T .BE,®…OE, QE" QQE”, 
BT, | 是 T 在 对 偶 基 |E,| ,1E*| 下 的 分 量 , 它 由 下 式 给 出 : ” 
p 点 的 张 量 代数 的 各 种 关系 均 可 通过 张 量 的 分 量 来 表示 , 例如， 
(THT g, ST APET 
(aT) Bae Th g, 
( TOT ) ee tg = Tt, 了 
这 样 表达 很 方便 ,所 以 我 们 通常 用 它 来 表达 张 量 关 系 。 
RE, | MIE”) aE T, ATS 的 一 对 对 偶 基 , 则 它们 可 由 
|E, | HE KER: 


E, =®," E,, (2.2) 
这 里 p, 是 一 n xn 非 奇 异 和 矩阵 。 类 似 地 ， 
E” =°, E’, (2.3) 


这 里 D, 是 另 一 个 nxn 非 奇异 矩阵 。 由 于 1E.} ,1E"* | 是 对 偶 基 ， 
6° = (EEL) =(®", E',®,° E) =®," 四 5 
即 D, Al", BWM, Ho, = 0", D, 
KE T ERBE), E) 下 的 分 量 7"…"… RR 
Toy. =T( E”! pe E” ,E,, _ ,E,. ) ` 
它们 与 1E,1 , {E Æ FKE T WOME, 的 关系 可 表示 为 
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TO ye = Te OT | Dy (2.4) 
fE(E,| ,| 也 "1 基 下 ,具有 分 量 TO", (r,s) KET AFEA 
变 指 标 和 第 一 个 协 变 指标 的 缩 并 , 可 定义 为 (r -1,s -1) 型 张 量 
C1(T) , 它 在 相同 基 下 的 分 量 是 T”“。, 即 

CT) =T” gO OEEO OE., 
WE, 1 ,1E" | 是 另 一 对 对 偶 基 , 则 它们 定义 的 缩 并 C,(T) 是 
CUT) =T pg Ey @- QE, OE! OE 
- p“ 6° Tee cg Bye BAB! pe | . 
EQ QEQE QE 
=T “wwEQ@…GEQEQ@…GCE' =C (T), 
由 此 可 见 , 张 量 的 缩 并 C 与 定义 它们 的 基 无 关 。 类 似 地 ,我 们 可 对 任 
意 一 对 逆 变 指标 和 协 变 指标 进行 缩 并 。( 如 果 我 们 要 缩 并 两 个 逆 变 或 
协 变 指 标 , 则 得 出 的 张 量 将 依赖 于 所 用 的 基 。) 
(2,0) 型 张 量 的 对 称 部 分 是 由 下 式 定义 的 张 量 SCT) :对 所 有 n, 
mel, 


v 
5 


SCT) (mse) =T) +TM) | 
我 们 将 S(T) 的 分 量 SCT)” 记 为 7' ,于 是 
T = SIT AT], 
类 似 地 ,T 的 斜 对 称 部 分 的 分 量 记 为 
pias) = T? ca 


一 般 地 ,在 一 组 给 定 的 协 变 和 逆 变 指标 下 , 张 量 的 对 称 和 反对 称 部 分 可 
分 别 通 过 对 指标 加 圆 括 号 和 方 括 号 来 表示 。 因 此 


Para = 二 17, At a, 到 a, 的 全 部 排列 求 和 | 


和 
Pica = Tae A a, 到 ,的 全 部 排列 的 交错 和 | 。 
例如 
K? sa] a bed + KY me +R 一 天 oe ~K ogg — K° aa to 
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如 果 一 个 张 量 在 一 组 给 定 的 协 变 和 逆 变 指标 下 ,等 于 其 对 同样 指 
标的 对 称 化 部 分 , 则 它 是 对 称 的 ;同样 ,如 果 一 个 张 量 等 于 其 反对 称 化 


部 分 , 则 它 是 反对 称 的 。 例 如 ,对 (2,0) 型 张 量 T, 若 Tu = 十 (Tu + 


Ta) , 则 工 是 对 称 的 (我 们 也 可 将 其 表示 为 71 =0)。 

张 量 的 一 个 特别 重要 的 子 集 是 (0,4) 型 张 量 的 集合 , 它 对 所 有 q 
个 位 置 (因此 qan) 均 是 反对 称 的 。 这 样 的 张 量 称 为 4- 形式。 如 果 A 
和 了 分别 为 P- 形 式 和 9- 形 式 ,我 们 可 定义 (p+9g)- 形 式 AAB。 这 里 人 
是 斜 对 称 张 量 积 @; 即 ,AAB 是 (0,p +9) 型 张 量 ,其 分 量 由 

(A AB) atens =A fant Bonup 

确定 。 这 个 法 则 意味 着 (AAB) =( -1)”(BAA)。 利 用 这 种 乘积 运 
算 , 所 有 形式 组 成 的 空间 ( 即 对 所 有 的 bp, 由 p- 形 式 构 成 的 空间 ,包括 
1- 形 式 , 定 义 标量 为 0- 形 式 ) 构 成 形式 的 Grassmann 代数 。 设 1E"| 是 
1- 形 式 的 基 , 那 么 形式 E" 人 …AE"(a, 从 1 到 nn) 是 p- 形 式 的 基 , 因 为 
任何 p- 形 式 A 均 能 表达 为 A =A, E A AE XE Aug = 41. 。 

至 此 ,我 们 考虑 了 定义 在 流 形 某 一 点 的 张 量 集合 。. AREER VK 
一 组 局 部 坐标 1x'| 在 YH 的 每 一 点 p 定义 了 向 量 的 基 | (9/6x') |,] 和 
1- 形 式 的 对 偶 基 | (dr) |,} ,从 而 也 定义 了 NW 的 每 一 点 p E (r,s) 型 张 
量 的 基 。 这 样 一 个 张 量 基 称 为 张 量 的 坐标 基 。 集 合 六 C 色 上 的 (r,s) 
型 C 张 量 场 T 是 五 (P) 的 元 素 对 每 -点 pe 的 赋值 , 它 使 张 量 工 在 
开 子 集 多 上 定义 的 任 一 坐标 基 下 的 分 量 均 为 C 函数 。 

一 般 情 况 下 ,我 们 不 需要 张 量 的 坐标 基 。 就 是 说 ,对 六 上 给 定 的 
任 一 向 量 基 |E.} 和 对 偶 的 1- 形式 基 |E*i ,在 和 内 不 一 定 存在 任何 开 
集 ,都 能 有 局 部 坐标 系 1x"| ,使 E, = ovax",， E = dx*。 然 而 ,如 果 我 们 
使 用 坐标 基 , 则 会 得 到 某 些 具体 的 结果 。 特 别 是 ,对 任 一 函数 f, 满 足 关 
REES) =E (ES) RENFEK Paak =P f/ax ox, MER 
们 将 坐标 基 E, = 0/ dx" TRA ARE E, = 0/ ax" ,将 (2.2) , (2.3) 
式 用 到 x" ,x" , 便 有 


DP, = 和， D“, = 4 
Ox OX 


显然 ,通过 给 定 函 数 E, (E, 对 于 坐标 基 | 9/6x'| 的 分 量 ) ,一般 的 基 了 


LE, | 可 由 坐标 基 {evex | RAR. RE, (2.2) SEW E, = 已 :avexe 形 
式 ,(2.3) 式 化 为 E, = E" dx" 形式 ,这 里 矩阵 E, 与 矩阵 E 对 偶 。 
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2.3 流 形 的 映射 


在 这 一 节 里 ,我 们 通过 CRIB RNR SKE “RA”. 
“ 漫 人 ”和 有 关 的 张 量 映 射 。 前 两 个 概念 在 以 后 子 流 形 研究 中 相当 有 
用 ,而 张 量 映 射 的 概念 则 在 曲线 族 性 态 研究 和 流 形 的 对 称 性 研究 方面 
扮演 着 重要 角色 。 
M n SE Ci 流 形 AE n HEC’ 流 形 . 的 映射 $, 如 果 在 .和 
.和 用" 的 任意 局 部 坐标 系 下 ,. 妈 "上 的 像 点 $(p) 的 坐标 是 .UN 上 p 点 坐标 
的 C' 函数 , 则 称 它 为 C" 映射 (r<k,r<k"')。 因 为 映射 一 般 是 多 到 一 而 
不 是 一 一 的 (例如 , 当 n>n’ 时 ,映射 不 可 能 是 一 一 的 ) ,所 以 一 般 没 有 
逆 上 映射。 如 果 C 映射 确 有 逆 映射 , 则 逆 映 射 一 般 不 是 C' 的 (例如 ,如 
R p EH xx 定义 的 RR 一 R' 映射 , 则 $8 在 x=0 点 是 不 可 微 的 ) 。 
如 果 f 是 .UW' 上 函数 , 则 映射 $ 在 .XY 上 定义 了 这 样 一 个 函数 gb S, 
EEE p 点 的 值 等 于 f 在 $4(p) 的 值 , 即 
由 Ap) =f(o(p)). (2.5) 
因此 , 由 将 点 从 A 映射 到 .WN ', m o ERRA .NWN ' 线性 地 映射 
到 .如 
MRA) BoA pe AN-FHA MEE .KW "的 像 曲线 
pCA(E)) 过 gl(p) 点 。 如 果 r 宕 1, 则 像 曲线 在 4$(p) 点 的 切 向 量 记 为 
p. (A/a), |) ,我 们 可 将 其 视 为 向 量 (3/9), |, Ed FRR. BR, 
中 .是 T,(.H ) 到 TT,,(.U ') 的 线性 上 映射。 根据 (2.5) 式 和 向 量 作为 方 
向 导数 的 定义 (2. 1) 式 ,向 量 映 射 $, 可 通过 如 下 关系 来 刻画 :对 olp) 
点 的 每 一 个 C'(r 宇 1) 函数 和 p AM XA 
XbA) |, =O. XA) laoo (2.6) 
利用 .HY 到 .U' ASR ob. ,对 r=1 情形 ,我 们 可 由 如 下 条 件 
定义 从 Tio (. ') 到 7T*(.H ) 的 线性 1- 形式 映射 由 :向 量 - 1- 形 式 
的 缩 并 在 映射 下 保持 不 变 ,这 样 ,1- 形 式 4 es Tio 就 被 映射 到 小 "Ae 
T? ,这 里 ,对 任意 向 量 Xe7， 
(p° A,X) |, =(A,O.X) lyo 
由 此 得 
* (df) =d(o"f). (2.7) 
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映射 $, 和 由 "可 通过 如 下 规则 分 别 扩展 为 78 A RAA o et 
映射 和 7 '“ 到 . 奴 的 协 变 向 量 映 射 : 由 :Te7T(Cp) 一 小 Te 
T3(b(p)) , 这 里 对 任 一 9 € Th), 

T(b* asa) 1, =O. TOM W) Loe 
和 由 :TeTm(b(p)) 一 由 TeT(p)， 
其 中 对 任 一 X,e 7,， 

中 下 (XI X) |, =T. Xip. X.) looo 

“rel, MR. (T, (A ) ) 的 维 数 为 ,我 们 称 .UN 到 .NN "的 C' 映 
射 由 在 p 点 的 秩 为 s。 若 在 p 点 s=n( 故 nn'), 则 称 由 是 单 射 的 ,从 
而 7 内 没有 张 量 可 通过 四 ,映射 到 零 ; 知 s=n'( 故 n=n'), 则 称 $ 是 
满 射 的 。 

如 果 一 个 C' 映射 g(r 宇 0) 及 其 逆 映 射 均 为 C" 映射 , 则 称 由 AR 
入 有 映射。 就 是 说 ,对 每 一 点 pe .NW, 均 存在 一 邻 域 W, 使 逆 映 射 $” 在 
由 (2 ) 上 的 限制 也 是 C" 映射 ,这 意味 着 nn’, hha eR BCE FE (Spivak 
(1965) 41), 4Srelit, 由 为 浸 人 当 且 仅 当 它 在 每 一 点 PE .UW 均 为 
单 射 ;从 而 由 ,是 也 MAR 6. (7,) CTi HW. ROCA) RH 
M' 的 nn 维 温 入 子 流 形 。 这 个 子 流 形 可 以 自 相交 , 即 由 不 必 是 AR 
$b(.H ) 的 一 一 映射 ,虽然 它 在 .NH 的 足够 小 邻 域 的 限制 是 一 一 的 。 如 
果 淄 入 在 诱导 拓扑 下 与 其 像 同 及 , 则 称 它 为 杠 入 。 因 此 , 租 入 是 一 一 的 
浸入 ;但 不 是 所 有 一 一 的 浸入 均 为 退 入 ,参见 图 6。 映射 o RARR 
射 ,如 果 它 在 任意 紧 集 . 尼 CM BWER (A) BEY. BOGE, 
— WER AA. MERA p FEROCAJ M’ 的 nn PER 
入 子 流 形 。 

BR 是 一 一 C 映射 , 且 其 道 由 是. 妈 到 .NU 的 C' 映射 ,我 
NPO EAHA 的 C 微分 同 胚 。 在 此 情形 下 ,nm =n’ HAG rd” 
时 由 不 仅 是 单 射 ,还 是 满 射 ; 反 之 , 隐 困 数 定理 表明 ,如 果 由 .是 p 点 的 
单 射 和 满 射 , 则 存在 p 点 的 某 个 开 邻 域 4 使 $6:2W 4$ U ) 是 一 微分 同 
Eo Alt, aR p, Æ T, 到 7 的 同 构 , 则 4 是 p 点 附近 的 局 部 微分 
lA 

BRT p Æ C (r= 1) SAAR AT, p, H T, (A) BR 
Top CA) PTD KET] CARRA Ti (.N')。 因 此 ,对 任意 7， 
s, PATA ER X, eT,, eT, 定义 T(p) 到 7T'(4$(p)) 的 映射 4,: 
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图 6 R 内 非 说 入 的 R 的 一 一 浸入。 这 个 映射 通过 将 曲线 y = 
sin( 1/x) 的 光滑 部 分 全 加 到 曲线 | (y,0); - % <y <11 而 获得 。 


T(W ,0 XX), = 
PTCP a (GD Wb. Xb X,) lgo 
这 个 从 .WwW 上 的 (r,s) 型 张 量 到 .WW ' 上 的 (r;,s) 型 张 量 的 映射 ,保留 了 张 
量 代 数 的 各 种 对 称 性 和 关系 ,就 是 说 , 由 .IT 的 缩 并 等 于 由 . (T 
缩 并 ) 。 


2.4 外 微分 与 Lie 导数 


我 们 将 研究 流 形 上 的 三 种 微分 算 符 , 前 两 种 纯 由 流 形 结构 定义 ,第 
三 种 ( 见 $2.5) 通 过 给 流 形 附加 结构 来 定义 。 

外 微分 算 符 d 将 r- 形 式 场 线性 映射 到 (r+1)- 形 式 场 。 当 它 作 用 
到 0- 形 式 场 ( 即 函数 )f 时 ,给 出 由 下 式 定义 的 1- 形式 场 of (参见 
§ 2.2): 


nN 
a 


(df,X) =Xf 对 所 有 向 量 场 X。 (2.8) 
当 作 用 到 ~ 形式 场 
A =A,,..gdx" A da? A+ Adz? 
时 , 则 产生 下 式 定义 的 (r+1)- 形 式 场 dA 
dA = dA. A dxf Adx’ A Adaf, (2.9) 


hee 


为 说 明 这 个 (r+1)- 形 式 场 与 定义 所 用 的 坐标 系 {x“| 无 关 , 我 们 考虑 另 
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一 组 坐标 1x“ | 。 这 时 
A =A jyrg de® Adxz Ae Adx’, 
其 中 分 量 44 由 
gz" ax? ax? 


Agi aa A 
albleed ax’ ax? ox? abd 
给 出 。 因 此 ,由 这 些 坐 标定 义 的 (r+1) -形式 场 dA 为 
dA =d4 peda" Ada! A= Ada" 


ox” ox 
= d| 一 一 一 一 Ë Ay 
x" ax? d 
= Oe Ox. K JA Ada” Ad” No Adax 
Ox" x? ox 





b d 
Ta rap Aaa Nda" Ada” Adx® Aee Ada? +e tee 
X OX OX X 


= dA p.a Adz? Adz’ Av A dx’, 
这 是 因为 Fx*/6x" ox RF a File’ 对 称 ,而 dx” A dx" 是 斜 对 称 的 。 注 
意 , 这 个 定义 仅 对 形式 有 效 ; 当 用 张 量 积 奉 代 A 积 时 , 它 将 与 所 用 的 坐 
标 系 有 关 。 利 用 关系 dg) =gdf+fdg( 它 对 任意 函数 f,g 均 成 立 ) , 则 
JHE r-É R A MB, A d(AAB)=dAAB+(-1)'A AdB, H 
(2.8) 式 可 知 ,df 在 局 部 坐标 下 可 写成 df= (air )dx ,于 是 d(df) = 
(Efax dee!) dx' A dx! =0, 因 为 第 一 项 是 对 称 的 ,而 第 二 项 是 斜 对 称 的 。 
类 似 地 ,由 (2.9) 式 可 知 ， 
d(dA) =0 

对 所 有 -形式 场 A 成 立 。 

4b: A>M fe C(re2) RT AE EW C'( ke2) ERA % 
时 ,由 (2.7) 式 , 算 符 d 与 流 形 映射 可 交换 : 

dh A)=g" (dA). 

在 这 个 意义 上 ,两 个 算 符 是 对 易 的 (等 价 于 偏 导数 的 链 式 法 则 ) 。 

算 符 d 自然 出 现在 流 形 的 Stokes 定理 的 一 般 形式 里 。 我 们 首先 定 
X n- 形 式 的 积分 : 令 .HN 是 可 定向 且 带 边 9.WN 的 n 维 紧 致 流 形 , | 为 
有 限定 向 坐标 卡 集 { U, pal 的 单位 分 解 ,那么 如 果 A 是 .WN 上 的 nn- 形 
式 场 , 则 A 在 .WN 上 的 积分 定义 为 


一 -1 1 20 n 
[A = (n!) 二 人 Khan dx?---dx", (2.10) 





24 2 PLAT 


这 里 , Ay... 是 A 在 坐标 邻 域 Y, 内 关于 局 部 坐标 的 分 量 ,等 号 右边 是 
R 的 开 集 由 ( 弘 ) 上 的 普通 多 重 积分 。 由 此 ,通过 局 部 坐标 将 A ERI 
形式 映射 到 R USER 上 进行 标准 的 重 积分 运算 ,就 得 到 该 形式 在 
.UM 上 的 积分 。 单 位 分 解 的 存在 保证 了 这 种 运算 的 整体 有 效 性 。 

积分 (2. 10) 是 确定 的 ,因为 如 果 选 择 另 一 组 坐标 卡 集 | h, pel 及 
其 单位 分 解 19s1 ,我 们 可 得 积分 


(n!) >| pA varany dr! da” ede" , 
p Vel 76) 
这 里 ,x BAM Rin, EB RRP ORR 
RCN KH EBX ATE, BTA SE AR 
(nt) 之 > hn yy Ie A da dx de", 
第 二 个 表 式 可 写成 
(nt) > > baun ypfeDeAvarnn de! da? dz。 

比较 形式 A 和 R" 上 重 积分 的 变换 法 则 ,两 表达 式 在 每 一 点 均 相 等 , 故 

[A 与 所 选择 的 坐标 卡 集 和 单位 分 解 无 关 。 
” JES, TTA AT EA, UR ob EE aC (re 1) ROTA 

胚 , 那 么 积分 是 微分 同 胚 下 的 不 变量 : 

[,o.4 = [Ac 


运用 算 符 d, 我 们 可 将 一 般 的 Stokes EKRU T : it BR. aH 
(n 一 1)- 形 式 场 , 则 


[B= [aB. 

它 可 由 上 述 定义 来 证 明 ( 例 如 , 见 Spivak(1965 ) ) 。 本 质 上 说 , 它 是 微 
积分 基本 定理 的 一 般 形 式 。 为 了 进行 左边 的 积分 ,我 们 需要 给 .4 的 
边界 OM 定义 方向 ,规定 如 下 : 若 仅 是 .入 的 定向 坐标 卡 集 的 一 个 坐 
标 邻 域 且 与 o 1 相交 , 则 由 OA WANE Mb. (WNW) E R Wax =0 
平面 内 ,和 (2 mn. ) 在 x <0 的 下 面 。 于 是 坐标 (x? ,x ,…,x") 在 9.N 
的 邻 域 % ma 和 内 是 定向 的 。 我 们 还 可 以 证 明 这 也 为 9.N 定义 了 一 
个 定向 坐标 卡 集 。 

由 流 形 结构 自然 定义 的 另 一 种 微分 是 Lie 微分 。 考 虑 .WW 上任 一 
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C'(rz>1l) 向 量 场 X。 根 据 常 微分 方程 的 基本 定理 (Burkill(1956 ) ) ,过 
.NH 的 每 一 点 p 存在 唯一 一 条 极 大 值 曲线 入 (t) ,使 (0) =p, 且 曲线 在 
KACO) MDB AX hao Æ lx) 是 局 部 坐标 ,从 而 曲线 A(t) RA 
tp x'(t) At XADE OX A a 
dx'/dt = X° (x' (t), x" (t) ) 

HT aa. ARARA X 的 过 初始 点 了 的 积分 曲线 。 
对 .的 每 一 点 9, 存在 g 的 开 邻 域 UY 和 >0, 同 时 对 WY 的 每 一 点 p 沿 
积分 曲线 也 取 一 参数 距离 ;, 那 么 只 要 1il <e 时 ,我 们 总 可 以 通过 和 来 
定义 一 族 微分 同 肛 6:0 MW (事实 上 ,由 构成 一 个 单 参数 局 部 微分 
同 胚 群 ,因为 对 1l,lsl,l+sl<e, 有 中 ,= 中 。 由 = 中 。 四 ,因此 ， 
p =p.) ,从 而 和 是 恒 等 映射 )。 这 个 微分 同 胚 将 p 点 的 每 个 (7,s) 
KEY T RIA $,-T| 4.5) 0 

KEH T KF X W Lie 导数 LxT 定义 为 这 一 张 量 场 族 关于 上 的 
负 导 数 在 上 =0 的 值 , 即 


.1 
LxT|, =lim--{T|, -$,-T l,l 


从 由 ,的 性 质 可 知 

(1)LxT 保持 张 量 型 不 变 , 即 , 如 果 了 是 (r,s) 型 张 量 场 , 则 LT 也 
是 (r,s) 型 张 量 场 ， 

(2) Ly T 线性 地 映射 张 量 ,并 保持 其 缩 并 不 变 ; 和 普通 微 积分 一 
样 ,我 们 可 以 证 明 Leibniz 法 则 : 

(3) 对 任意 张 量 S,T,Lx(S@T) =LxS@T +S@LxT。 

直接 由 定义 : 

(4) Lyf = 好, 这 里 了 是 任 一 函数 。 

在 映射 $, 下 ,点 9 = 中 -,(P) 被 映射 到 点 po Bob, MT, 到 也 的 
映射 。 因 此 ,从 (2.6) 知 

(h. nfl, =¥(o/f ) lo 

WSR | x | HE p 点 邻 域 的 局 部 坐标 , 则 $,.Y 在 p 点 的 坐标 分 量 为 


(4,-¥)'|, =p Yli =¥ |, —2(2'(p)) 


* ax’ (q) 
_2='(6.(4)) 


Y 
ax (q) | 


qo 


现在 
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dx (由 (9))》 _ x| 
dt pila) ? 
因此 
d/a (中 (9)) _ ax! 
xl ax! (q) Nh, ox |, 
故 
(LY) = -£ (4. Y)‘I,. ay Ay, (2.11) 


我 们 可 将 上 式 重 写 , 即 对 所 有 C RASA 
(LxY)f=X(Y ) - YAP) 0 
有 时 我 们 将 LxY 记 为 [ X,Y] , 即 
LyY = -LyX =[X,Y] =-[Y,X]. 

WRAAE X,Y 的 Lie 导数 为 零 , 则 称 这 些 向 量 场 是 可 对 易 
的 。 在 此 情形 下 ,我们 由 p ABR, n X 的 积分 曲线 经 过 参数 距离 
i, 再 沿 Y 的 积分 曲线 经 过 参数 距离 * ,或 者 , 先 沿 Y 的 积分 曲线 经 过 参 
数 距 离 ; ,再 沿 X 的 积分 曲线 经 过 参数 距离 1, 最 后 将 到 达 同 一 点 (如 图 
7)。 因 此 ,由 给 定点 p HRW X,Y 的 积分 曲线 所 能 达到 的 所 有 点 的 集 
合 , 将 形成 一 个 经 过 p 点 的 浸入 的 二 维 子 流 形 。 

为 得 到 1- 形 式 四 的 Lie 导数 的 分 量 ,我 们 先 通过 缩 并 关系 ( Lie 导 
数 性 质 (3) ) 


t 
© 


Ly (oY) =Lyw@Y + a@LyY 

得 到 (由 Lie 导数 性 质 (2) ) 

Llw, Y) =(Lyw,Y) +(0,L,Y), 
这 里 X,Y 是 两 任意 C' 向 量 场 ;然后 取 Y 为 基 向 量 E,。 这 样 ,在 
E, = 9/6x' 下 ,我们 得 坐标 分 量 为 

(Ly) ; = (dw,/dx’) X + w,( aX'/ax') , 
这 是 因为 (2. 11) 式 意味 着 

(Ly (6/ax') Y = -X/x , 

类 似 地 ,要 得 到 任意 (r,?) 型 C(rz=1l) 张 量 场 了 的 Lie 导数 的 分 量 ,我 
们 先 将 微分 Leibniz 法 则 用 于 

Lx (TQE'®Q:  QE'QE, Q QE, ) , 

30 然后 对 所 有 指标 进行 缩 并 ,最 后 得 到 的 分 量 为 
(LT) ig = (OT yg OB X T” AX ax! — 
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pay(Gix( Dp)) 
= $x(Gs¥(P)) 





图 7 可 对 易 向 量 场 X,Y Mp 点 出 发 沿 不 同 路 径 分 别 到 达 $x (p) oyl) 
点 的 变换 。 连 续 运 用 这 些 变换 可 以 走 遍 二 维 曲面 所 有 点 。 


(所 有 上 指标 ) +T” “yof /ex +( 所 有 下 指标 ) 。 (2. 12) 

由 (2.7) 式 ,任意 Lie 导数 与 d 对 易 , 即 对 任意 p- 形 式 场 mw， 

d(Lx®) =Lx( dw)。 

从 这 些 公式 及 其 几何 解释 可 知 , (r,s) 型 张 量 场 了 的 Lie 导数 
LyT |, 不 仅 依赖 于 向 量 场 和 在 P 点 的 方向 ,还 依赖 于 在 相 邻 点 的 方 
向 。 因 此 ,这 样 的 两 个 由 流 形 结构 定义 的 微分 算 符 局 限 性 太 强 ,不 可 能 
用 作 在 流 形 上 建立 物理 量 的 场 方程 所 需要 的 偏 导数 概念 的 推广 ; 算 符 
d 仅 作 用 于 形式 ,而 普通 的 偏 导数 是 一 个 方向 导数 ,与 Lie 导数 不 同 的 
是 , 它 仅 依 赖 于 我 们 所 考虑 的 点 的 方向 。 通 过 在 流 形 上 引入 附加 结构 ， 
我 们 可 获得 这 样 一 种 推广 了 的 导数 , 即 协 变 导数 。 下 一 节 就 讨论 这 个 
问题 。 
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我 们 在 流 形 上 引入 的 附加 结构 是 .WW 上 的 ( 仿 射 ) 联 络 。. WU 的 p 点 
上 的 联络 VY 是 一 运算 法 则 , 它 为 p 点 的 每 个 向 量 场 X 赋 以 微分 算 符 
Vx ,将 任 一 C'(r 宇 1) 向 量 场 Y 映射 为 向 量 场 VxY。 这 里 ， 
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(1) VxY 是 以 X 为 变 元 的 张 量 , 即 , 对 任意 函数 f,g AC 向 量 场 

X,Y,Z, 

VixeyZ=f VxZ +g VYZ; 
(这 相当 于 要 求 导数 Vx 仅 依赖 于 和 TE p 点 的 方向 ); 
(2) VxY Xt Y 是 线性 的 , 即 对 任意 C 向 量 场 Y,Z 和 a,BeR'， 
V,(aY +BZ) =a VxY +B VxZ; 
(3) 对 任 一 C 函数 f 和 C' 向量 场 Y， 
Vx(f ¥) =XCDY+A VY., 

3! 这 样 ，VxY 是 Y( 关 于 VY) 在 p 点 的 科 方 向 的 协 变 导数 。 由 性 质 
(1) ,我 们 可 将 Y 的 协 变 导数 VY 定义 为 (1,1) 型 张 量 场 , 当 它 与 X 缩 
并 后 产生 向 量 YY。 于 是 有 

(3)© VY) =df@Y +f VY. 
C 流 形 AMEK C (>r+2) 联 络 是 一 运算 法 则 , 它 为 每 一 点 赋 以 
联络 V ,使 得 如 果 立 是 . 始 上 的 C ” 向 量 场 , 则 VY 是 C' KEY, 
在 邻 域 YE, AEE CEEE) 及 其 对 偶 的 1- 形式 基 
(E) ,我 们 可 将 VY 的 分 量 写 为 Y,, ,这 样 ， 
VY =Y" ,E’@E,. 
在 邻 域 W 上 ,联络 由 nm 个 C' RR T 确定 。T'. 定义 为 
T=(E’, VE.) © VE,=T".F'OE,. 
对 任 一 C' 向 量 场 Y， 
VY = V(YE,) =dY@E, + YT’,E’@E,. 
因此 , VY 在 坐标 基 | 9/69x”| , ide) 下 的 分 量 为 
Y° p =0Y°/0x’ +T" Yo 
PRT", 的 变换 性 质 由 联络 性 质 (1) ,(2) ,(3) 确 定 ;因为 如 果 
E, =®,°E,,E° = 中" FE’, 
Ty. =(E*, Vp, Er) = (中 E’, Voi (®.“E,)) = 
p” D, (E, (°) +, T? 4.) 6 
我 们 可 将 它 重 写 为 
Pye = D, (E,(®,") + P'O, Tn) o 
特别 地 ,如 果 基 是 由 坐标 ix“*} ,1x” | 定义 的 坐标 基 , 则 变换 法 则 为 
Pye = 人 ee SE), 
Ox" \ ax Ox OX OX 
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由 于 存在 E, (中 ,“) 项 ,T", 不 能 像 张 量 的 分 量 那样 变换 。 但 如 果 VY 
和 VY 是 不 同 联络 获得 的 协 变 导数 , 则 
vy - $Y=(P’, -I",,) YE OE, 


为 一 张 量 。 因 此 , 差 (T",。 -T",) 是 张 量 的 分 量 。 

协 变 导 数 的 定义 可 通过 如 下 法 则 扩展 到 任意 C(r>1) 张 量 场 ( 试 “ 
比较 Lie 导数 法 则 ): ， 

(1) 若 T 是 (9,s) 型 C 张 量 场 , 则 VE Æg, +1) Co 张 量 场 ; 

(2) VY 是 线性 的 ,并 可 与 缩 并 对 易 ; 

(3) 对 任意 张 量 场 $,T, Leibniz 法 则 成 立 , 即 

V(SQT) = VSOT +S@ VT; 

(4) 对 函数 有 W= df. 

我 们 将 VT 的 分 量 写 为 ( Ve,7T)”。。 HTP gh 因为 由 性 质 
(2) ,(3) 可 导出 

VE, E = -J",,E’, 
这 里 iE"| EE | 的 对 偶 基 ,运用 类 似 于 推导 (2. 12) 式 的 方法 ,可 得 
VT 的 坐标 分 量 为 
TA og = aT /Ox + TT 

+ 《所 有 上 指标 ) -DT g (所 有 下 指标 )。 (2.13) 
作为 特例 ,分 量 为 5", 的 单位 张 量 EOE 的 协 变 导数 为 零 ,所 以 分 量 
FS, 574 2B? , 8i 67,287) », (PSN) 的 一 般 单位 张 量 的 协 变 导 
数 也 为 零 。 

METER C 曲线 入 (1) 定义 的 C(r>1) 张 量 场 ,我 们 可 将 下 沿 
曲线 和 (1) 的 协 变 导数 DT/91 定义 为 VT, 这 里 工 是 将 TT 扩展 到 A 
的 某 一 开 邻 域 的 任意 C 张 量 场 。DT/31 是 沿 曲线 A(t) 定 义 的 CORK 
量 场 ,与 扩展 焉 无关。 用 分 量 表示 , 如 果 X 是 曲线 和 (i) 的 切 向 量 , 则 
DIO [ai=T ws 人。 特别 地 ,我 们 可 选择 局 部 坐标 使 A(t) AB 
$R a(t), X° =dx*/dt, 于 是 对 向 量 场 Y 有 

DY’/9t = aY’/at +T", Ydx’/dt, (2. 14) 

如 果 DT/at =0, WERKE T 是 沿 A 平行 移动 的 。 给 定 具 有 端点 
Pq 的 曲线 A(1) , 常 微分 方程 解 的 理论 证 明 ,如 果 联 络 V 至少 是 C-! 
的 ,那么 我 们 将 任意 给 定 张 量 由 p 出 发 沿 A 作 平行 移动 , 即 可 得 到 4 点 


2 





z 
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的 唯一 张 量 。 因 此 , 沿 曲线 A 的 平行 移动 是 从 T'(p) BIT, (gq) 的 线性 映 
射 , 它 保持 所 有 张 量 积 和 张 量 缩 并 不 变 。 因 此 ,在 特殊 情形 下 ,如 果 我 
们 沿 给 定 曲 线 从 p 点 到 g 点 平行 移动 向 量 的 基 , 它 就 决定 了 从 也 BT, 
的 一 个 同 构 。( 如 果 曲 线 存在 自 相 交 , p,4 可 以 是 同一 点 。) 
一 种 特殊 情形 是 考虑 沿 曲线 A 的 切 向 量 自身 的 协 变 导数 。 如 果 
D/ a 
VX = al ar), 
平行 于 ( 3/64),, 即 如 果 存 在 函数 / (AERA) HEX" Xo =f X, UB 
曲线 A() 为 测 地 上 曲线 。 对 这 种 曲线 ,我 们 可 以 沿 曲 线 找 一 个 新 参数 


v(t) fË 
ala), 5% 


这 个 参数 称 为 仿 射 参数 。 相 伴 的 切 向 量 V = (9/3v), 平行 于 和 ,但 其 
大 小 由 V(v) = 1 确定 ; 它 满足 方程 


E dx? a dx’ dx’ 
VV =0 全 gy HP a dp 


第 二 个 表达 式 是 局 部 坐标 表示 ,可 以 通过 将 (2. 14) 式 用 于 向 量 V 来 获 
得 。 测 地 曲线 的 仿 射 参数 确定 到 一 个 加 数 和 一 个 乘积 因子 , 即 确定 到 
变换 ”= az +b ZE a,b 为 常数 。 我 们 可 自由 选择 ,相当 于 自由 选择 
初始 点 A(0) ;也 可 以 自由 选择 a, 相当 于 自由 地 以 一 个 常数 标 度 因子 
来 对 向 量 V 进行 归 一 化 ,V' = (1/a)V。 任 一 由 这 些 仿 射 参数 得 到 的 
参数 化 曲线 都 称 为 测 地 线 。 

给 定 一 C'(r 宇 0) 联 络 ,将 标准 的 常 微分 方程 存在 性 定理 应 用 于 
(2.15) 式 , 则 对 . 女 任意 一 点 P K p RAYE X,, .WY 存在 以 p 为 始点 、 
LAX, 为 初始 方向 的 极 大 测 地 线 Ax(v) , 即 A(0) =p, (0/av), l-0 =XX,。 
WR ral- , 则 这 条 测 地 线 是 唯一 的 , 且 连 续 地 依赖 于 P AIX, WE 
r=1 , 则 它 可 微 地 依赖 于 P AX, ,这 意味 着 ,如 果 r 宇 1 ,我 们 可 定义 一 C- 
映射 exp:7, 一 .WN, 这 里 对 每 一 和 es 也 ,exp(X) 是 .4 内 沿 测 地 线 Ax IE 
点 一 个 单位 参数 距离 的 点 。 这 种 映射 不 一 定 对 所 有 Xe T, 有 定义 ， 
因为 测 地 线 Ax(z) 不 一 定 对 所 有 ”有 定义 。 如 果 "确实 取 遍 所 有 值 ， 
则 称 测 地 线 Ax(v) 是 完备 测 地 线 。 如 果 . 妈 上 所 有 测 地 线 均 为 完备 的 ， 
即 如 果 exp Xt. M 每 一 点 p 的 所 有 7 均 有 定义 , 则 称 流 形 .是 测 地 完 
备 的 。 





=0, (2.15) 
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不 论 . 妈 完 备 与 否 ,映射 exp, 在 疡 点 的 秩 都 是 m。 因 此 ,根据 隐 函 
数 定 理 (Spivak (1965 ) ) ,分 别 存 在 T, WERI RR A A 内 p 
点 的 开 邻 域 .用 ,使 映射 exp FE A BA, AY COTTA. APPR, 
BRA p 点 的 正规 邻 域 。 我 们 还 可 进一步 选择 A, 为 凸 的 , 即 A, ARE 
意 一 点 9 ,总 能 通过 完全 包含 在 A, 内 的 唯一 一 条 从 4 出 发 的 测 地 线 ， 
与 .内 其 他 任意 一 点 7 连接 起 来 。 在 凸 正规 邻 域 .f° 内 ,我 们 可 选取 
任 一 点 ge./ 来 定义 坐标 (x ,… ,x") ,然后 选择 7, 的 一 个 基 |E,| ,并 
通过 关系 7 =exp(x"E,) 定 义 信 内 点 7 的 坐标 ( 即 在 基 |E,| 下 将 7 的 
点 exp (r) ERRA r) X, (aax), =E, Ty 1g =0 (由 
(2.15) 式 )。 这 种 坐标 称 为 基于 g 的 正规 坐标 .Geroch(1968c ) 曾 用 正 
规 邻 域 的 存在 性 来 证 明 具 有 C 联络 的 、 连 通 的 C Hausdorff 流 形 7 
具有 可 数 基 。 因 此 我 们 可 从 流 形 上 C 联络 的 存在 来 推断 CRB A 
紧 性 。 在 这 些 邻 域内 , 测 地 线 的 “正规 ”局 部 性 态 与 测 地 线 在 一 般 空间 
里 的 大 范围 性 态 有 着 截然 不 同 的 性 质 。 在 一 般 空 间 里 ,一 方面 ,任意 两 
点 间 一 般 不 可 能 通过 测 地 线 来 连接 , 另 一 方面 ,经 过 某 点 的 某 些 测 地 线 
可 能 在 另 一 点 "聚焦 ” 。 以 后 我 们 会 遇 到 这 两 种 性 态 的 事例 。 
给 定 C 联络 Y ,我 们 可 根据 关系 
T(X,Y) = WY- V.X-[X,Y] 
来 定义 (1,2) 型 C… KEHAT, RE X,Y 是 任意 两 个 C 向 量 场 。 这 
个 张 量 称 为 挠 率 张 量 。 在 坐标 基 下 ,其 分 量 为 
Tp =U -To 
我 们 将 只 研究 无 挠 联络 , 即 假定 T=0。 在 此 情形 下 ,联络 的 坐标 分 量 
WEEL a =T';, 所 以 这 种 联络 经 常 被 称 为 对 称 联络 。 联 络 是 无 挠 的 , 当 
且 仅 当 对 所 有 函数 1 有 J.; =f.;。 从 测 地 线 方程 (2. 15) 可 知 ,无 挠 联络 
完全 取决 于 .WNW 上 测 地 线 的 性 态 。 
当 挠 率 为 零 ,任意 C` 向 量 场 X,Y 的 协 变 导数 与 其 Lie 导数 有 如 
下 关系 : 
[X,Y] = VY- VX & (LxY)”=Y ,XY -X° Y’, (2.16) 
而 对 任意 (7,s) 型 C" KEH T, RIE 
(LxT) teed og = Tes eg X _ TH oY j- 
(所 有 上 指标 ) +T pX a + (所 有 下 指标 )。 (2.17) 
容易 证 明 , 外 导数 也 与 协 变 导 数 有 关 : 
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dA =A, .dz Adx® A+++ A dxe (dA) oaea = O JPA iaca] 
这 里 A 是 任意 p- 形 式 。 由 此 ,与 外 导数 或 Lie 导数 有 关 的 方程 总 可 以 
用 协 变 导数 来 表达 。 然 而 ,由 定义 知 ,Lie 导数 和 外 导数 与 联络 无 关 。 
如 果 我 们 从 给 定 p 点 出 发 沿 曲 线 y 平行 移动 向 量 X, ,最 后 再 回 到 
P 点 ,一 般 会 得 到 一 个 不 同 于 XX, 的 向 量 X',。 如 果 由 p 点 出 发 取 不 同 
的 曲线 y 作 平 行 移动 , 则 在 p 点 得 到 的 新 向 量 一 般 也 会 不 同 于 习 和 
X',。 平 行 移动 的 这 种 非 可 积 性 对 应 于 协 变 导 数 并 不 总 是 可 交换 的 事 
实 。Riemann( 曲率 ) 张 量 为 这 种 不 可 交换 性 提供 了 一 个 度量 。 给 定 
C 向 量 场 X,Y,Z, 我 们 用 C' 联络 定义 一 个 C 向 量 场 
R(X,Y)Z: 
R(X,Y)Z= Vi(VyZ) - Vy(VxZ) - VixyyZo (2.18) 
于 是 ,R(X,Y)Z XF X,Y,Z 是 线性 的 ,还 可 以 证 明 ,R(X,Y)Z 在 p 
RAMA X,Y,Z 在 p 点 的 值 , 即 它 是 一 个 (3,1) 型 C'…' 张 量 
场 。 为 了 将 (2. 18) 式 写成 分 量 形式 ,我 们 将 向 量 Z 的 二 阶 协 变 导数 
VVZ 定义 为 VZ 的 协 变 导 数 V(VZ) ; 它 有 分 量 
Zi = (Z°) ico 
于 是 (2. 18) 式 可 写成 
R° pa X VIZ? = (Z° Y°) X (ZN) YY -2 (YX XY) 
= (Z° d -Z° aD XY, 
RE, IAE |E, |, |E} 下 的 Riemann KEDER a HAAR pa 
(E’,R(E,,E,)E,)€@%. HFX, YETENE, KR 
Z° -2° =R paf (2.19) 
通过 Riemann 张 量 刻画 了 2Z 的 二 阶 协 变 导 数 的 非 对 易 性 。 
由 于 以 下 关系 
Vx(W OVyZ) = Vin © VyZ + © Vx VyZ 
nN, VxVyZ) =X( <n, Vy2Z)) -< Van, VyZ) 
对 任意 C”1- 形 式 场 伞 和 向 量 场 X,Y,Z 均 成 立 ,所 以 (2. 18) 式 意味 着 
(E’ ,R(E,,E,)E,) =E,( (E°, V,,E,)) -E,((E’, Ve. E) ) - 
(Ve E’, Ve Es) + (V E’, Ve, Ep) - (E°, Vig e Es) 0 
以 坐标 基 为 基 ,我 们 就 得 到 用 联络 的 坐标 分 量 表示 的 Riemann 张 量 的 
坐标 分 量 
Re pa = OT" að -Tox H -To (2.20) 


wy 
a 
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由 这 些 定义 式 可 以 证 明 , 除 对 称 性 


R° pa = -Ri © Ri =00 (2. 21a) 
之 外 ,曲率 张 量 还 有 如 下 对 称 性 
R'a 50 OR cg tR ne tR ca = 00 (2. 21b) 
类 似 地 ,Riemann 张 量 的 一 阶 协 变 导 数 满足 Bianchi 恒等式 
R’ stene) =0 © R" mease +R reca +R tate =00 (2.22) 


现在 很 清楚 , 仅 当 在 .W 的 所 有 点 上 R",s =0 时 ,向 量 沿 任意 闭 曲 线 的 
平行 移动 才 是 局 部 可 积 的 ( 即 对 每 一 点 p e. M, X', 必然 与 XX, 相同 )。 
在 此 情形 下 ,我 们 说 联络 是 平 直 的 。 
通过 缩 并 曲率 张 量 ,我 们 可 以 定义 Ricci 张 量 为 具有 分 量 
Ry = R° pad 
的 (0,2) 型 张 量 。 
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点 pe.WN 上 的 度 规 张 量 g 是 p 点 的 一 个 (0,2 ) PIKE, BW 
上 的 C 度 规 就 是 一 个 C” 对 称 张 量 场 g。p 点 的 度 规 g 为 每 一 向 量 
Xe TRAE TKN” (1g X,X) 1)? HELT HE X,Y eT, 之 间 的 
“HARRIZ” 

g(X,Y) 

(lg(X,X) + g(¥,¥) |)? 
这 里 9(X,X) - g(Y,Y) 40; #9(X,Y)=0, WHAM X,Y BE 
交 的 。 

g 在 基 |E,| 下 的 分 量 为 ” 

9.,=9(E,,E,) =9(E,,E,), 

即 分 量 为 基 向 量 E, RAR. SR A RE | evax*} , 则 
g =9,,dx"@dx" 。 (2.23) 

由 度 规定 义 的 切 空 间 的 大 小 可 以 通过 路 径 长 度 与 流 形 的 大 小 联系 
ERK. C MPE C 的 曲线 y(t) 上 点 p=y(a) 与 点 9 =y(5) 之 间 的 路 
径 长 度 定义 为 





L= [ gcara, azan) \ dt, (2.24) 
XE, a/at 为 曲线 y(t) 的 切 向 量 ,g( 93/91,6/691) 在 曲线 y(i) 的 所 有 点 





w 
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有 相同 的 符号 。 我 们 可 将 (2. 23 ) 和 (2. 24) 式 象征 性 地 表示 为 

ds? = 9,,dx' dx’, 
在 经 典 教科 书 里 , 它 代表 坐标 位 移 x' 一 x' + dx 所 确定 的 “无 限 小 ” 
弧 长 。 

如 果 对 所 有 向 量 Ye 7, ,不 存在 非 零 向 量 XeT 使 g(X,Y) =0， 
则 称 度 规 在 p 点 是 非 退 化 的 。 如 果 用 分 量 表示 ,所谓 度 规 g 非 退化 是 
指 其 分 量 矩 阵 (gw ) 是非 奇异 的 。 从 现在 起 ,我 们 总 假定 度 规 张 量 是 非 
退化 的 。 于 是 ,通过 关系 

I". =6°, 

( 即 分 量 和 矩阵 (9 ) 是 矩阵 (gw ) 的 逆 ) ,我 们 可 以 在 1E"| 的 对 偶 基 |E,| 
下 定义 分 量 为 g” 的 唯一 (2,0) 型 对 称 张 量 。 显 然 ,矩阵 (g*) 也 是 非 
奇异 的 。 因 此 , 张 量 g” 和 g,, 可 用 来 确定 协 变 张 量变 元 和 逆 变 张 量变 
元 之 间 的 同 构 ,或 者 说 ,用 来 “提升 或 降低 指标 "。 这 样 , 若 X" 是 道 变 
向 量 的 分 量 , 则 X。 是 唯一 相伴 的 协 变 向 量 分 量 ,这 里 站 gX, 
=g"X; 类 似 地 , 对 (0,2) 型 张 量 Tu, 我 们 可 伴 以 唯一 张 量 
T, =9°Ta, T? =9°T u, T” =g"“g”7,。 我 们 通常 把 这 些 相 伴 的 协 变 
和 逆 变 张 量 视 为 同一 几何 对 象 的 表示 (特别 是 ,对 偶 基 下 的 ga, 8 和 
9 可 视 为 同一 几何 对 象 g 的 表示 ) ,尽管 在 某 些 情形 下 我 们 有 不 止 一 
个 度 规 ,并 且 需 要 仔细 区 分 用 哪个 度 规 来 提升 或 降低 指标 。 

度 规 g E p 点 的 符号 差 是 矩阵 (g, ) 在 p 点 的 正本 征 值 的 数目 减 
去 负 本 征 值 的 数目 . 若 g 是 非 退 化 且 连 续 的 , 则 符号 差 在 .WN 上 是 一 党 
数 ;通过 适当 选取 基 {E, | ,任意 一 点 p 的 度 规 分 量 均 可 化 为 如 下 形式 

Ja =diag( +1, 4+1,--, +1,—1,.…,—1), 
te 
了 (n+s) 项 a (ns) 


这 里 s 是 8g 的 符号 差 ,n 是 .NK 的 维 数 。 在 此 情形 下 , 基 向 量 构成 p 点 的 
规范 正 交集 合 , 即 每 一 基 向 量 均 为 与 其 他 基 向 量 正 交 的 单位 向 量 。 

符号 差 为 n 的 度 规 称 为 正定 度 规 。 对 正定 度 规 ,g(X,X)=0 > 
X =0, 其 正则 形式 为 

Ja =diag( +1,---, +1), 
到 

在 “ 度 规 "一 词 的 拓扑 意义 下 ,正定 度 规 也 是 空间 的 “度量 ”。 

符号 差 为 (n -2) 的 度 规 称 为 Lorentz 度 规 。 其 正则 形式 为 
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Gy =diag( +1,…,+1l,-1)。 
TT 

对 具有 Lorentz 度 规 的 7, 其 在 p 点 的 非 零 向 量 可 分 为 三 类 :向量 
XET, MgX, X) 为 负 、 零 和 正 ,分 别 被 称 为 类 时 的 、 零 的 和 类 空 的 。 
零 向 量 构成 7 的 双 光 锥 , 它 将 类 时 向 量 与 类 空 向 量 分 离开 来 ( 见 图 
8). WAR X,Y 是 p 点 同一 半 光 锥 内 的 任意 两 个 非 类 空 ( 即 类 时 或 零 
的 ) 向 量 , 则 9(X,Y) <0, 等 号 仅 当 外 和 YY 为 平行 零 向 量 时 成 立 ( 即 当 
X =aY AY, g(X,Y) =0)。 





图 8 由 Lorentz 度 规定 义 的 零 锥 。 


任意 仿 紧 C 流 形 都 容许 C 正定 度 规 ( 即 定义 在 整个 A EKRE 
规 )。 为 了 看 清 这 一 点 , 令 j 太 | 为 局 部 有 限 坐 标 卡 集 {2. ,由 | 的 单位 分 
解 ,然后 我 们 用 
9(X,Y) = Apa). X, (ha). Y) 


来 定义 g, 这 里 (,) 是 Euclid 空间 R" 的 自然 标 积 。 这 样 ,我 们 可 通过 
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”把 Euclid 空间 映射 到 A, 而 用 坐标 卡 集 来 确定 度 规 。 这 样 的 度 规 在 
坐标 卡 集 变化 时 显然 不 是 不 变量 ,因此 .上 存在 很 多 正定 的 度 规 。 
与 此 形成 对 比 的 是 , SARC 流 形容 许 不 为 零 的 C ” 线 
素 场 时 , 它 才 可 能 容许 存在 C Lorenz 度 规 。 所 谓 线 素 场 , 是 指 为 M 
的 每 一 点 p 赋 以 一 对 相等 且 相 反 的 向 量 (X, -XX) ,就 是 说 , 线 素 场 就 
像 是 符号 未 定 的 向 量 场 。 为 了 看 清 这 一 点 , 令 名 为 定义 在 流 形 上 的 
C” 正定 度 规 , 然 后 我 们 由 


g(Y,Z) =9(¥,Z) -2 
来 定义 每 一 点 p 的 Lorentz 度 规 g, XX Ep 点 的 向 量 对 (X, —X) op 
的 一 个 向 量 。( 注 意 :由 于 出 现 偶数 次 ,所 以 选 和 或 -和 是 无 关 紧要 
的 。) 于 是 ,9( 和 ,X) = -9(X,X) FA, WR Y, ZE FSX ER, 
它们 在 g 下 也 与 X 正 交 , 并 有 g(Y,Z) =9(Y,Z)。 因 此 ,名 的 规范 正 
交 基 也 是 g 的 规范 正 交 基 。 由 于 名 不 是 唯一 的 ,因此 ,如 果 在 . 妈 上 存 
”在 某 个 Lorentz 度 规 , 则 必然 存在 多 个 这 样 的 度 规 。 反 之 , 若 g 是 给 定 
的 Lorentz 度 规 ,我 们 来 考虑 方程 9X = A9,,XY ,这 里 名 是 任意 正定 度 
规 。 这 个 方程 有 一 个 负 的 和 (n -1) 个 正 的 本 征 值 ,于 是 , 负 本 征 值 对 
应 的 本 征 向 量 场 X 将 是 确定 到 一 个 符号 和 一 个 规范 因子 的 局 部 向 量 
场 ;我 们 可 通过 关系 gu 和 和 = -1 来 规范 ,从 而 也 就 在 .WN 上 定义 了 一 
个 线 素 场 。 
事实 上 , 任 一 非 紧 流 形 均 容许 有 一 线 素 场 。 而 紧 流 形 当 且 仅 当 其 
Euler 不 变量 为 零 时 才 容 许 线 素 场 ( 例 如 , 环 面 T 容许 但 球面 S RA 
许 ) 。 以 后 将 证 明 , 仅 当 流 形 是 非 紧 的 , 它 才 能 当 作 合 理 的 时 空 模型 ， 
Kh. MESHES Lorentz 度 规 。 
至 此 , 度 规 张 量 和 联络 一 直 是 作为 流 形 .xz 的 分 立 结构 引入 的 。 
然而 ,对 . 上 给 定 的 度 规 g, 在 g 的 协 变 导数 为 零 , 即 
abe =0 (2. 25) 
的 条 件 下 ,可 在 .& 上 定义 唯一 的 无 乒 联 络 。 在 这 个 联络 下 ,向量 的 平 
行 移动 将 保持 g 所 定义 的 标 积 不 变 ,特别 是 ,向 量 的 大 小 是 一 不 变量 。 
例如 , 若 3/3t 是 某 测 地 线 的 切 向 量 , 则 gCaor, a/a) 沿 测 地 线 是 常数 。 
根据 (2. 25 ) 式 ,我 们 有 
X(g(¥,Z)) = Vx(g(¥,Z)) = Vxg(Y,Z) +9(V,Y,Z) + 
9(Y，VxZ) =g(VxY,Z) +g(Y, VyZ) 
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对 任意 C 向 量 场 X,Y,Z 成 立 。 加 上 Y(9(Z,X) ) 的 类 似 表 达 式 ,再 
BLA Z(9(X,Y) ) 的 类 似 表达 式 , 可 得 


ICZ, WY) = 六 | -Z(9(X,Y)) +¥(g(Z,X)) +X(g(¥,Z)) + 


g(Z,(K,Y]) +9(Y,(Z,X]) -9(X,[Y,Z])}. 
选择 和,Y,Z 为 基 向 量 , 我 们 就 可 以 用 度 规 分 量 ga = 9 (E,,E,) 的 导数 
和 基 向 量 的 Lie 导数 来 表示 联络 的 分 量 
Py. =9(E,, VE, E.) = Gaal wo 
特别 地 , 如果 我 们 用 坐标 基 , 则 这 些 Lie 导数 都 为 零 , 这 样 就 得 到 通常 
的 联络 的 坐标 分 量 的 Christoffel 关系 


T= + Bg /6x + 09,./0x — ag,./ax"} 。 (2.26) 


从 现在 开始 ,我 们 假定 .HN 上 的 联络 是 由 C" 度 规 g 确定 的 唯一 的 
C0”! 无 挠 联络 。 借 助 这 个 联络 ,我 们 可 在 g 点 的 邻 域内 用 9 点 向 量 的 
规范 正 交 基 来 定义 正规 坐标 系 ( $ 2. 5) 。 在 这 种 坐标 系 下 ,g 在 g 点 的 
分 量 gu 为 +6,, ,而 联络 的 分 量 T", 在 9 点 为 零 。 我 们 以 后 提 到 “正规 
坐标 均 指 用 规范 正 交 基 定义 的 正规 坐标 。 

由 度 规定 义 的 联络 的 Riemann KE C 张 量 , 它 除了 具有 对 称 
性 (2.21) 之 外 ,还 具有 对 称 性 

R aed =0 © Riya -Rias (2. 27a) 
作为 (2. 21) 和 (2. 27a) 的 推论 , Riemann 张 量 对 指标 对 |obj , | ed | 也 是 
对 称 的 , 即 


Rosea = Rodado (2. 27b) 
这 意味 着 Ricci 张 量 是 对 称 的 : 
Ra = Rao (2. 27c) 
曲率 标量 RR 是 Ricci 张 量 的 缩 并 : 


R =R*, = R° pag" o 
由 于 这 些 对 称 性 ,Ry An (e - 1) MBSE URE E n È 


.7 HER, Hep En (n+ 1) 个 可 由 Ricei 张 量 的 分 量 来 表示 。 若 n= 
1, 则 Rage =0; 车 n=2, 则 Roa 有 一 个 独立 分 量 ,其 实 就 是 函数 R; 若 
n=3, 则 曲率 张 量 完全 由 Ricci 张 量 确定 ; 若 ”> 3 , 则 曲率 张 量 的 其 余 
分 量 可 由 Weyl 张 量 Cuu 来 表示 。Weyl KE Cuu 定义 为 





> 
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2 2 
Coated = Ratea +> 719 Rae +I Raja! * Trad) (n 22) R99alo 


上 式 等 号 右边 后 两 项 包含 了 曲率 张 量 的 对 称 性 (2. 21 ) 和 (2. 27) ,因此 
Caa 也 具有 这 些 对 称 性 。 除 此 之 外 ,我 们 很 容易 证 明 
C had =0, 
就 是 说 ,我 们 可 以 将 Weyl 张 量 视 为 曲率 张 量 的 一 部 分 ,其 所 有 缩 并 均 
Weyl 张 量 的 另 一 个 特征 在 于 它 是 一 个 共 形 不 变量 。 我 们 说 g 和 
是 共 形 的 ,意思 是 对 某 些 适当 可 微 的 非 零 函 数 0 ,有 
£= 0g, (2. 28) 
于 是 ,对 p 点 的 任意 向 量 X,Y,V,W， 
g( X,Y) _ (X,Y) 
9(V,W) 6(V,W)’ 


所 以 ,在 共 形 变换 下 ,向量 间 的 角度 和 长 度 比 均 保 持 不 变 。 特 别 是 ,7 
的 零 光 锥 结构 在 共 形 变换 下 也 保持 不 变 ,因为 分 别 有 
g(X,X) >0, =0, <0 = 9(X,X) >0, =0, <0, 
由 于 度 规 分 量 之 间 有 关系 
ĝa =V ga, 9 =A", 
故 由 度 规 (2. 28 ) 定 义 的 联络 的 坐标 分 量 之 间 有 关系 
I", =I" +O (ans a 0 2a- -gu9" 3]。 
计算 名 的 Riemann 张 量 ,我 们 得 
R® 一 QR” a +5" 0" 5, ， 
这 里 ， 0%, =407'(0") 9" -2(07') (T) 98", ; 
这 个 方程 里 的 协 变 导数 是 那些 由 度 规 g 确定 的 协 变 导数 。 于 是 有 ( 假 
SE n>2) 
RY, =O R+ (n-2)07'(0"') ag" - (n -2) TAOTE) 98", 
和 Co =O" seas 
最 后 这 个 方程 说 明 Weyl 张 量 是 共 形 不 变 的 。 这 些 关 系 式 意味 着 
R=Q FR-2n- DATO (nl)(n-4) 0 n,Q 
(2. 30) 
将 Riemann 张 量 分 解 为 Ricei EAI Weyl 张 量 之 后 ,我们 可 用 Bianchi 





(2. 29) 





2.6 EH 39 


恒等式 (2. 22 ) 导出 Ricci 张 量 和 Weyl 张 量 之 间 的 微分 关系 ; 缩 并 
(2. 22) 式 ,得 


R’ pedia = Ra. 一 Rica ’ (2. 31) 
再 缩 并 ,得 43 
a 1 
R cya 一 2 Ro 
根据 Weyl 张 量 的 定义 ,我 们 可 将 (2. 31) 式 改写 为 如 下 形式 (者 n>3) 
a -3 1 
C eda = 2 | Rytase] -zp TR ) (2. 32) 


若 n<<4, 则 (2. 31) 式 包含 了 Bianchi 恒等式 (2. 22) 的 所 有 信息 ,所 以 ， 
如 果 nn=4, 则 (2. 32) 式 等 价 于 这 些 恒等式 。 

如 果 一 个 微分 同 胚 $:. WY 一 .HN 将 度 规 映射 到 自身 , 即 在 每 一 点 
上 ,4 ,8g 等 于 g, 则 称 该 微分 同 胚 是 等 距 的 。 由 此 知 ,上 映射 $,:7, 一 
Typ) 保持 标 积 不 变 ,因为 

9( X,Y) |, =6.9(6.X, $.Y) |g) =9( 中 和, 由.Y) on。 

| 如果 由 向 量 场 K 生成 的 微分 同 胚 $, 的 局 部 单 参 数 群 是 等 距 变 换 

群 ( 即 对 每 一 个 1, 变换 由 是 等 距 变 换 ) , 则 称 向 量 场 K 为 Killing 向 量 
场 。 度 规 关 于 K 的 Lie 导数 为 


.1 
Lyg = lim- (g-¢,.8) =0, 


这 是 因为 对 每 一 个 t, g =$,.9。 但 由 (2.17) 式 ,Lx96 = 2K, W 
Killing 向 量 场 K 满足 Killing 方程 

K, + Ky. =0。 (2. 33) 
反之 ,如 果 K 是 满足 Killing 方程 的 向 量 场 ,那么 Lxg =0, 故 


‘ d 
dagl, = gl, +f gr(de-8) l,a 
t d ， 
= gl, + f (be... g), |, 


p + [(o-. “6..8) lode" 


s= 


[ 
ve 





= g p [bee Enola. «de! = glo 
因此 ,K 是 Killing 向 量 场 当日 仅 当 它 满足 Killing 方程 。 于 是 我 们 可 局 
部 地 选择 坐标 x = Cx" ,站 (v=1,…,n — 1), fE K = ax*/at = 68", HEI + 
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坐标 下 ,Killing 方程 具有 形式 
Ja dt =0 S Gy =Ia(%") o 
一 般 空 间 不 有 具 任 何 对 称 性 ,也 就 不 容许 任何 Killing 向 量 场 。 但 特 
定 的 空间 可 能 容许 -个 线性 独立 的 Killing 向 量 场 K,(a =1,…,r)。 我 
们 将 看 到 ,在 这 样 的 空间 里 ,所 有 Killing 向 量 场 的 集合 构成 R 上 的 + 维 


Lie 代数 ,其 代数 积 由 Lie 括号 [ , ] 给 出 ( 见 (2. 16) 式 ) ,这 里 0<r< 广 n 


(n+1)。( 如 果 度 规 是 退化 的 ,上 限 还 可 能 更 大 。) 由 这 些 向 量 场 生成 
的 局 部 微分 同 胚 群 是 流 形 .WN 上 等 距 变 换 的 r HE Lie 群 。. 妈 的 完全 的 
等 距 变换 群 可 以 包括 某 些 非 Kiling 向 量 场 生成 的 离散 等 距 变 换 ( 如 平 
面 的 反射 变换 ) ;空间 对 称 性 都 由 完全 的 等 距 变 换 群 刻画 。 


2.7 超 曲面 


ES 是 (m-1) 维 流 形 , 0S >AM BRA WUE TS BR OCS ) 
是 . 女 上 的 超 曲面 。 若 pe SY , 则 在 映射 9, 下 , T, TET, 内 的 像 是 过 
原点 的 (n -1) 维 平面 。 因 此 ,存在 某 个 非 零 形式 mneT "使 对 任 一 
向 量 Xe7, 有 (Cn,9,X〉=0。 除 了 一 个 符号 和 归 一 化 因子 ,形式 n 是 
唯一 的 。 若 0(.) 由 方程 f=0( 这 里 dfz#0) 局 部 地 确定 , 则 m 可 局 部 
地 看 作 df。 如 果 OCS ) 在 .WW 上 是 双 侧 的 , 则 可 将 n RAEC ) 上 
处 处 不 为 零 的 FBR SY 和 .NH 均 为 可 定向 流 形 时 , 正 是 这 种 情 
形 。 在 此 情形 下 , n 方向 的 选择 与 9( .9 A 的 取向 有 关 : 若 1xi| 是 
RRA. 的 定向 坐标 卡 集 的 局 部 坐标 ,并 使 OY ) 局 部 地 满足 方程 x! 
=0 和 n=adx' ,这 里 a>0, 则 (x*?,…,x") 为 9(.) 的 定向 局 部 坐标 。 

WR g 是 .W 的 度 规 , 则 相信 将 诱导 出 S WEH Oo g, 在 这 里 ,如 
条 和 Ye 了 7 , 则 99(X,Y) 1 =9(9.X,g,Y) | 。 这 个 度 规 有 时 称 
为 的 第 一 基本 型 。 如 果 g 正定 , 则 度 规 og 也 正定 。 但 如 果 g 是 
Lorentz 型 的 , 则 68"g 为 

(a) Lorentz 型 的 ,如 果 ghna, >0 (在 此 情形 下 , 称 OC. ) 为 类 
时 超 曲面 ) ; 

(b) 退化 的 , 如 果 g"n,n, =0 (在 此 情形 下 , 称 OY ) 为 零 超 曲 
面 ); 

(c) 正定 的 ,如 果 多 mm <0 (在 此 情形 下 , 称 OY) 为 类 空 超 





2.7 超 曲 面 41 


曲面 ) 。 

为 看 清 这 一 点 ,我 们 考虑 向 量 N srg”. ESMAS OY) AD 
的 向 量 正 交 , 即 与 T 的 子 空间 有 = 0,(7,) 里 的 所 有 向 量 正 交 。 首 先 
假定 N 本 身 不 在 子 空间 内 ,于 是 ,如 果 (E,,…,E,) 是 7 的 一 个 基 , 那 
么 (N,0.(E,),…,9,(EE,)) 是 线性 独立 的 ,因而 也 是 Ty) 的 一 个 基 。 
在 这 个 基 下 ,g 的 分 量 为 

g(N,N) 0 g(N,N) 0 

gu o 9(0.08,) ,0.(8,))| -| 0 6° 9(E;,E,)}° 
因为 已 假定 g 是 非 退 化 的 ,这 就 说 明 g(N,N) zz0。 若 g 是 正定 
的 , 则 g(N,N) 必 然 是 正定 的 ,从 而 诱导 度 规 9' g 也 是 正定 的 。 若 g 
是 Lorentz 型 的 ,而 g(N,N) =9%n,n, <0, 则 9*g 必然 是 正定 的 , 因为 
g 分 量 的 矩阵 仅 有 一 个 负 本 征 值 。 类 似 地 ,车 g(N,N) =g*n,n, >0, 
则 9"g A Lorentz 度 规 。 现 在 假定 N 与 OCS ) 相 切 , 则 必 存 在 某 非 零 
HE XeT, fF O.(X) =N, 但 对 所 有 YeT, 有 9(N,9.Y) =0, 这 意 

KREO’ g(X,Y) =0。 因 此 9"g 是 退化 的 。 同 样 , 令 Y 等 于 处 ,有 

g(N,N) =g" n,n, =0, 

WR g” nn, #0, RTT AE IB sk n 归 一 化 到 单位 长 度 , 即 
g”nsns = +1。 在 此 情形 下 ,映射 0 Ty, OT, TET" yy) 的 (n 一 1) 维 
子 空间 H'a (CH 6(p) 上 所 有 满足 g"n。w, =0 的 形式 o 组 成 ) 上 是 
一 一 的 ,因为 "ma=0 且 不 在 天 内。 因此, 逆 映射 (6 )! 是 从 7 
BA”, 上 的 满 射 5., 从 而 也 是 到 7” 内 的 映射 。 

这 个 映射 可 按 通 党 方式 扩展 为 .> 的 协 变 张 量 到 .WwW 上 的 OCS ) 
的 协 变 张 量 的 映射 。 由 于 已 经 有 了 S POCS ) MEEKER RH 
6. ,我 们 可 将 OP EH SF BOS ) 的 任意 张 量 的 映射 6.。 这 个 映射 
具有 这 样 的 性 质 : 对 所 有 指标 ,6.T 对 有 零 缩 并 , 即 对 于 任 一 张 量 
Tel (YS) ,A 

(OT) an, =0 和 (ELT) gn, =0。 

我 们 由 h =6, (0 g) 7 OCS) be M—PR h, MAER 

的 n 来 表示 ( 记 住 gn,n, = £1), 
ha = 9 FMM, 5 


这 是 因为 它 隐 含 着 9 h=06"'g H hagn, =0, 
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KE h, =g"h 是 一 个 投影 算 符 , 即 iv h= hh,。 它 将 向 量 Xe 
7 投影 到 它 在 与 OCS ) 相 切 的 Typ 的 子 空间 万 =g. (7,) 内 的 部 分 : 
X° =h, X +n'n,X’, 
HPAIURRX SoS) BHNMBa. AE, h, 还 将 形式 
WE T* ap) 投影 到 它 在 子 空间 H* olp) 的 部 分 : 
Wy =h’ w, +n,n'w,. 
类 似 地 ,我 们 可 将 任意 张 量 Te7'(6(p) ) 投 影 到 它 在 空间 
H (0(p) ) = Hy, O OH OH” 0, ©" OH gp) 
r 项 s 项 
的 部 分 , 即 它 在 所 有 指标 都 与 n 垂直 的 部 分 。 
映射 O. FET, 到 Ay.) 的 一 一 映射 。 于 是 ,我 们 先 用 如, HET) 投 
影 到 Hap ,然后 用 逆 映 射 (9) ; ,就 定义 了 一 个 从 Ts BT, 的 映射 0” 
“”。 由 于 已 经 有 了 从 OCS ) 的 形式 到 S 的 形式 的 映射 9 ,我 们 可 将 
O 的 定义 扩展 为 从 OCF ) 的 任意 型 张 量 到 7 的 张 量 的 映射 6., 它 具 
有 这 样 的 性 质 : 对 任意 张 量 TeT(p), 有 (6,T) =T; 对 任意 张 量 T 
eH 有.(9(p)), 有 06.90"T) =T, MRS WKEA OCS) A H, MIKE 


在 映射 6. 和 6 下 相互 对 应 ,我 们 就 认为 两 个 张 量 是 相同 的 。 特 别 地 ， 
我 们 就 可 以 把 h 看 作 OCS ) 的 诱导 度 规 。 

如 果 二 是 单位 法 向 量 n 在 6(.7 ) 的 某 个 开 邻 域 上 的 扩展 , 则 
OCS) EH 





Xab =h, h’ Toa 

定义 的 张 量 x 称 为 .7 的 第 二 基本 型 。 它 与 n WIREX, AAR, 的 
投影 将 协 变 导数 限制 在 OY ) 的 切 向 上 。 场 二 可 局 部 地 表示 为 = 
ad 的 形式 ,这 里 /和 a 是 .WY 上 的 函数 ,在 90(.) 上 /=0。 于 是 x D 
然 是 对 称 的 ,因为 f=fiw MS ahi =0。 

:上 的 诱导 度 规 h =o g 定义 了 .上 的 联络 。 我 们 将 用 双 竖 线 
“ 1” 来 表示 这 个 联络 下 的 协 变 微分 。 对 任 一 张 量 Te Hi， 

rT . ST” ghey hh hë hh”, 

这 里 了 是 在 OY) LETH. ANELIR, A 
为 这 些 h 将 协 变 微分 限制 在 了 98(.) 的 切 向 上 。 为 说 明 这 个 公式 是 对 
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的 ,我 们 仅 需 证 明 诱导 度 规 的 协 变 导 数 为 零 , 且 挠 率 张 量 为 零 。 之 所 以 “ 
如 此 ,是 因为 
hus lc = (gy FRA) a! a h, h”. =0, 
All Sia =K a fag Hh hoe =f a0 
诱导 度 规 h 的 曲率 张 量 Rs 可 以 像 下 面 那样 与 96(.Y ) 上 的 曲率 
KE R a 和 第 二 基本 型 xX 联系 起 来 。 若 YeH 是 80(.7 ) 上 向 量 场 , 则 
R” aY =Y ae Y" jao 
现在 
Y" gae = (FY pa) eH (Y he Ki) ht high’, 
= Yo gh" Wn TY ant hh’, h F Y wn, h? hah, 
和 了 元 Wy (FR) Wy Vin gly = — PR Wy, 
HF OCS) b Yna, =0, Alt 
R” aY" = (Ry h", h, Wa EXX FXX a) Y, 
上 式 对 所 有 Ye H 成立 ,所 以 
R” pa =R phe hy h’ h'a tx". Xia FX a Xieo (2.34) 
此 即 著名 的 Gauss 方程 。 
将 方程 对 指标 a,c 缩 并 ,然后 乘 以 AM ,我 们 可 得 到 诱导 度 规 的 曲 
率 标量 R': 
R'=RF2Ryn'n’ + (y",) FX Xan (2, 35) 
我 们 还 可 以 导出 第 二 基本 型 与 S ) 上 的 曲率 张 量 Rs 之 间 的 
男 一 个 关系 。 为 此 , 减 去 表达 式 
Xa) lè 三 (n* ahia) eh’, 


和 (X's) la = (元 aht, h“.) ya h‘, , 
得 到 Xo a -X ae = Ryn h'y. (2. 36) 
此 即 著名 的 Codacci 方程 。 


2.8 体积 元 与 Gauss 定理 
WR |E | Æ 1- 形式 的 基 , 则 可 用 它 来 构造 -形式 
e=n! EAE AAE, 
如 果 |E" | (通过 E” =" EB’ 与 1E| 联系) 是 1 形式 的 另 一 个 基 , 则 这 


D 
oo 
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个 基 下 的 普 形式 se' 与 有 如 下 关系 
g' = det(®", e, 
因此 形式 不 是 唯一 的 。 然 而 ,我 们 可 用 度 规 的 存在 性 来 定义 (在 给 定 
基 下 ) 形 式 
n= Igite 
这 里 9g= det(g. ) 。 这 个 形式 有 分 量 
Nasa FN! 19138! al aE o 
只 要 det(O",) >0, 则 g 的 变换 律 恰好 能 消去 行列 式 det( @" 。)。 因 
此 ,如 果 . 是 定向 的 , 则 定义 在 定向 坐标 卡 集 的 坐标 基 上 的 n- 形 式 场 
nn 部 是 相同 的 。 就 是 说 ,只 要 给 了 M 的 定向 ,我 们 就 可 以 在 .NW 上 定 
义 唯 一 的 nk- 形 式 场 n, BEN n- 形 式 。 
逆 变 反对 称 张 量 
nE ag gg Deyn 
有 分 量 
neta - yr ad Igi tal, 8-54), 
这 里 s 是 g 的 符号 差 ( 故 度 规 分量 和 矩阵 (g) 的 负 特 征 值 数 目 为 


1 、 、 
了 (mn -s) ) 。 因 此 这 些 张 量 满足 关系 
E = ( _ ) "on! 5" (6844, 5 (2. 37) 


Christoffel 关系 意味 着 Naa 和 nv 关于 度 规定 义 的 联络 的 协 变 导 数 
为 零 , 即 ， 
ne =0 = Nab---dye © 
利用 正则 = 形式 ,我 们 可 将 壮 维 子 流 形 和 的 (在 度 规 g 下 的 ) 体 
定义 为 十。 这 样 可 作为 .Y 上 的 正定 的 体积 测度 。 我 们 通常 
也 在 这 个 意义 上 使 用 它 , 并 记 为 gs。 注意 ,d 在 这 里 不 代表 外 微分 算 
符 ,dv RE. CEA. ASE . 妈 上 的 函数 , 则 我 们 可 定义 它 在 K 
上 相对 于 这 个 体积 测度 的 积 
六 证 = 末了 
”在 局 部 定向 坐标 |x”"| 下 , 它 可 以 表示 为 重 积 
[ fig | dx! da?--dx", 
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这 个 积分 是 坐标 变换 下 的 不 变量 。 
若 站 是 .W 上 的 向 量 场 , 它 与 m 的 缩 并 将 是 (n -1)- 形 式 场 X n, 
这 里 
(X. n) bd =X Nasao 
这 个 (n -1)- 形 式 可 在 任何 (n -1) 维 紧 致 定向 子 流 形 y 上 进行 积分 。 
我 们 将 这 个 积分 写成 


|, Xo, = ih Xn, 

这 里 ,可 以 认为 正则 形式 n ETRE XY 上 定义 了 一 个 取 值 为 体积 测 
度 的 形式 do,。 若 XY 的 取向 由 法 向 形式 n 的 方向 给 定 , 则 do, TR 
RA ndo, XE do 是 子 流 形 XY 上 的 正定 体积 测度 。 除 非 n。 是 归 一 
化 的 ,否则 体积 测度 do 不 是 唯一 的 。 如 果 n EM 的 度 规 g 下 归 一 
化 为 单位 长 , 即 nng” = +1, 则 do 等 于 上 的 诱导 度 规 所 定义 的 体 
积 测 度 (为 看 清 这 一 点 ,只 需要 简单 选 定 一 组 正 交 基 , 并 以 ng” 作为 
其 中 的 一 个 基 向 量 )。 

借助 正则 形式 ,我 们 可 从 Stokes 定理 导出 Gauss 公式 :对 .N 的 任 
一 紧 致 n ETUE V, 


hy Yao = chy Xn i), AX. 
但 是 ， 
(ACX W) Janae =O) ng cond) se] 
= (= Eg 0" Maser Xs 


L 


_ Ca) -二 (na | sm 
一 ( 一 ) . nil Nade Most Xu 
= Naad [sO 6 9X”, 
-1 
=n Nade X g> 


其 中 两 次 运用 了 (2. 37) 式 。 因 此 ， 
[ dc = f|, Zaw 


XHE— EH X 均 成 立 ; 此 即 Gauss 定理 。 注 意 ,保证 这 一 定理 成 立 的 ” 
的 定 问 由 正规 形式 [1 按 下 述 方式 给 定 : 当 X 久 为 指向 W 外 的 向 量 时 ， 
<n, X> HE. MRE g {E ghn, <0, 则 向 量 g*n, 指向 多 的 内 部 。 
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2.9 纤维 从 


流 形 .W 的 某 些 几 何 性 质 可 以 很 方便 地 通过 构造 一 种 所 谓 纤维 从 
的 流 形 来 研究 。 在 局 部 上 ,纤维 从 是 流 形 与 某 一 适当 空间 的 直 积 。 本 
节 我 们 将 给 出 纤维 从 的 定义 ,并 考虑 以 后 用 的 四 个 实例 ; 切 从 T(.Y )， 
IKEM TCA ) ,线性 标 架 从 (或 称 基 从 )L(.W ) 和 规范 正 交 标 架 从 
OLM Yo 

C 流 形 .N 上 的 C AGSk) EA CRI & 和 一 个 C 满 身 
m:E> 流 形 E 称 为 全 空间 ,. 为 底 空 间 ,T 为 投影 。 在 不 会 出 现 
误解 的 地 方 , 我们 将 从 简 记 为 &。 一 般 情形 下 ,点 pe a KER 

T "(Pp) 无 须 与 .W 的 另 一 点 ge .WN 的 逆 像 9.'(g) 同 胚 。 从 的 最 简单 
的 例子 是 积 从 (. Ux A, Mn) XB ARE MIE ,投影 站 定义 为 对 
Ape M, ve A, w(p,v) =p. W0, WR CRA S, SRRAR 
R' , 则 可 构造 圆柱 面 C* 作为 底 空间 S' 上 的 积 从 。 

局 部 积 从 也 称 纤维 从 。 因 此 ,所 谓 带 纤维 多 的 纤维 从 是 指 , 对 .1 
上 每 一 点 ge.W, 存 在 邻 域 W% 使 7 (ID Ux F TAA. IX IAAT 
理解 为 ,对 每 一 点 pe 多 ,存在 mn” (p) 到 多 的 微分 同 胚 四 ,使 (4u) = 
(alu) ,so ) RE MAYER ET y FE—TP GET TALE bi! (WD Ux FH 
于 .WN 是 仿 紧 的 ,我 们 可 通过 开 集 MV, 来 选择 .W 的 局 部 有 限 覆 盖 。 如 
果 缴 和 池 是 两 个 这 样 的 覆盖 中 的 元 素 , 则 对 每 一 点 pe (NG), 
映射 

(Hap) (be, ) 
是 F SUA BABAR. BUR pe]. WAR wo (p) DIRE ABTA 
到 F (RIK). BIA, Mobius 带 是 S' 上 带 R 纤维 的 纤维 从 ,我 们 
需要 两 个 开 集 U, MY RAHE U xR 的 覆盖 。 这 个 例子 说 明 ,如 果 
某 个 流 形 在 局 部 上 是 两 个 其 他 流 形 的 直 积 ,一 般 来 说 它 不 一 定 是 一 个 
积 流 形 。 正 因为 这 一 点 ,纤维 从 的 概念 才 那 么 重要 。 

WATOA) E C 流 形 .NW 上 的 纤维 从 , 它 以 集合 6= UT, 为 自 
然 的 流 形 结构 ,并 有 从 6 到 .4 的 自然 投影 。 因 此 投影 rH T, 的 每 一 
点 映射 为 p。 在 6 上 , 流 形 结构 由 局 部 坐标 1z'| 按 下 述 方式 定义 : 令 
ix 是 .NW 上 开 集 多 的 局 部 坐标 , 则 任 一 向 量 Ve 7T( 对 任 一 点 p e) 
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可 表示 为 V=Ye《ar l,o T (U) WEER REXA lz) = lV Lo 
通过 坐标 邻 域 % Es ZI PA RE LT & 的 
C 坐标 卡 集 , 它 使 8 成 为 一 个 (mw 维 ) CI 流 形 。 为 检验 这 一 点 ,我 
们 仅 需 注意 ,在 交集 ( 纹 几 约 ) 里 , 某 点 的 坐标 |x'。| 是 同一 点 的 另 一 坐 
fit xg | 的 C 函数 ,而 某 向 量 场 的 分 量 1V'。| 是 同一 向 量 场 的 分 量 
(V AI C ”函数 。 因 此 ,在 下 (U OU) E, BER aal) ERR ag] 
的 C RR 

MEn (p) RE T, AIE n 维 向 量 空 间 。 向 量 空间 的 结构 在 
映射 8。,:7, 一 R" 下 保持 不 变 。 映 射 dap 由 $s (4%) =V (u) AE, B 
Pao Fp 点 的 向 量 映 入 其 在 坐标 |x"。| 下 的 分 量 。 若 1x"s| 是 另 一 局 部 
坐标 , 则 映射 ($8。,) bpp |) He R" 到 自身 的 线性 映射 ,因此 这 个 映射 
是 一 般 线 性 群 GL(n,R) (全 体 非 奇异 n xn 矩阵 构成 的 群 ) 的 一 个 
元 素 。 

用 同样 的 方法 ,我 们 可 以 定义 .WNW 上 的 (r,s) 型 张 量 从 , 记 为 
全 (.W )。 我 们 先 构造 集合 E= U Tp) ,将 投影 n ELAH Tp) A 
的 每 一 点 映射 到 p, 然后 对 .N 的 任 一 坐标 邻 域 Hf x} = 
lx ,7 将 局 部 坐标 1z | REA m (90) ,其 中 1x 是 点 p 的 坐标 ， 
17" sl 是 了 的 坐标 分 量 (就 是 说 ,T=7?,.,60/9x*@…@dx'1,)。 
这 就 使 ERA a" E CRE TCA ) 内 的 任 一 点 4 对 应 
于 mw) 的 唯一 一 个 (r,s) 型 张 量 T。 

线性 标 架 从 (或 基 从 )L(.W E C 纤维 从 ,其 定义 如 下 :全 空间 
EHA 的 所 有 点 的 所 有 基 组 成 ,这 是 由 每 一 点 Pe. 的 所 有 非 零 线 
性 独立 的 n 元 组 向 量 |E,1 (E, e 7,(a=1,…,n)) 组 成 的 集合 。 投 影 a 
是 将 p 点 的 基 映 射 到 p 点 的 自然 投影 。 如 果 1x'| 是 开 集 WC.N 的 局 部 
坐标 , 则 





fz} = fa", E, Et, E") 
Em (2 ) 的 局 部 坐标 ,其 中 E! 是 向 量 E, 在 坐标 基 avax 下 的 第 j 
个 分 量 。 一 般 线性 群 GL(n,R) 按 下 述 方式 作用 于 L(.N ) :车 |E,| 是 
点 Pe.N 的 基 , 则 AeGL(n,R) 映 射 u= 1p,E,| 到 
A(u) = 1p, AEs} o 
当 .W 上 存在 符号 差 为 的 度 规 g 时 ,我 们 可 定义 L(.N ) 的 子 从 
一 一 规范 正 交 标 架 从 OCM), EB. A 的 所 有 点 P( 在 度 规 g 下 ) 的 规 
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范 正 交 基 组 成 。0(. ) 受 CL(n,R) 的 子 群 0 ( 方 (n+5), 方 (ns) ) 


的 作用 ,该 子 群 由 非 奇异 实 抢 阵 4。 构成 ,并 满足 
AGrAag = Goa» 
这 里 C,. 是 矩阵 


diag( +1,+1,.…,+1,—-1,.…,—1)。 
一 -一 一 一 


FS 
1 1 

一 项 一 (n -9) 项 
7 (nts) i z” 5) 项 


它 将 (p,E,) e 0(.H ) 映 射 到 (p,46,E,) e 0O0(.NU )。 在 Lorentz 度 规 
(Bl s=n-2) FFE O(n -1,1) KH n 维 Lorentz 群 。 

从 的 C' 截面 是 一 C' 映射 O: 4-6, fir O#.W 上 的 恒 等 映 
射 。 因 此 ,截面 就 是 通过 C 映射 将 纤维 mn (p) 的 元 素 O(p) MA a 
的 每 一 点 p。 切 从 7(.H ) 的 截面 是 .WN 上 的 向 量 场 ;7'(.Y ) 的 截面 是 
.WM 上 的 (r,s) 型 张 量 场 ;L(.W ) 的 截面 是 .NHN 上 的 n 个 在 每 一 点 都 线性 
独立 的 非 零 问 量 场 的 集合 {E,| ;而 OC. 7 ) 的 截面 是 .WN 上 一 组 规范 正 
交 向 量 场 。 

由 于 零 向 量 和 零 张 量 分 别 在 T(.H ) 和 Tr(.W ) 上 定义 了 截面 ,所 
以 这 些 纤维 从 总 是 容许 有 截面 的 。 如 果 .WY 是 可 定向 非 紧 流 形 , 或 是 
Euler 数 为 零 的 紧 致 流 形 , 则 存在 处 处 不 为 零 的 向 量 场 ,从 而 存在 
TOA ) 的 处 处 不 为 零 的 截面 。 从 L(.W ) 和 OCA ) 可 能 容许 也 可 能 
不 容许 有 截面 。 例 如 ,L( 5S) 不 容许 有 截面 ,但 L(R") 容许 有 截面 。 如 
RL. A ) 容 许 有 截面 , 则 称 A 是 可 平行 化 的 。Geroch ( 1968c ) 曾 证 
明 , 当 且 仅 当 非 紧 的 四 维 Lorentz WE A 是 可 平行 化 的 , 它 才 容 许 有 
旋 量 结构 。 

FAST AEA L(. 7) 的 语言 ,我 们 能 以 优美 的 几何 方式 描述 .4 的 联 
络 。.W 的 联络 可 视 为 使 向 量 沿 .W 的 任 一 曲线 y(t) 平 行 移动 的 一 套 
规则 。 因 此 , 阁 和 E11 是 点 p=y(i) 的 一 个 基 , 即 1p,E, | 是 L(.Y ) 的 一 
点 4, 则 通过 沿 y() 平 行 移动 基 |E,| ,我 们 可 唯一 地 得 到 其 他 任何 一 
点 7Y(?) 的 基 , 即 在 纤维 (y(t)) 上 得 到 唯一 的 一 点 7(1)。 因 此 
LOA ) 上 存在 唯一 曲线 y(1) , 称 为 y(t) 的 提升 ,并 有 

(1)7(5) =U; 

(2) a(¥(t)) =y(t); 

(3) AR y(t) REE . 妈 上 沿 曲线 y(1) 平 行 移动 。 
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在 局 部 坐标 |z*| 下 ,曲线 y(t) 由 [x (y(t) ) E(t) | 给 定 ,这 里 
dE, CO ir de) -0。 
dt » dt 

考虑 纤维 从 L(.H ) 在 4 点 的 切 空 间 T, ACOA). ER Bie 
{ 0/02" lul ,由 所 有 过 p 点 的 曲线 yC) 的 提升 的 切 向 量 和 (39791) |, | 
张 成 的 n 维 子 空间 , 称 为 切 空间 7,(L(.W ) ) 的 水 平子 空间 H,。 在 局 
部 坐标 系 下 ， 
8 _d&"(y(t)) a dEn a 





ðt dt ox" dt 9E,,' 

因此 总 的 坐标 基 为 19/9x" -Ep T ,8/0E,,'| © 这 样 ,的 联络 决定 了 
L(.U ) 每 一 点 的 切 空间 的 水 平子 空间 。 反 之 ,.H 的 联络 可 通过 在 点 
eL(.H ) 给 定 满足 以 下 条 件 的 T,(L(.H ) ) 的 n 维 子 空 间 来 定义 ;: 

(1) 若 AeGL(n,R ), 则 映射 4, :7,(L(.W )) 一 Ti (LOW) H 
水 平子 空间 H, 上 映射 到 Hy As 

(2), 不 包含 属于 垂直 子 空间 V, 的 非 零 向 量 。 
这 里 ,垂直 子 空间 V, EXHAR m (alu) ) 的 曲线 的 切 向 量 张 成 的 
也 (LCA )) 的 ww 维 子 空间 。 在 局 部 坐标 系 下 ,V, 由 向 量 | a/0k,' | 3K 
Ro EAO) ERKE T, Æ H, AV, HAA. 

投影 映射 5:L(.H ) 一 .YH 诱导 一 个 线性 满 射 下 , :7T, (LO) ) 
Taw CA) fia. (V,) =0, 且 T. 在 也 的 限制 为 到 了 的 一 一 到 上 
BU, DORE, wR ,是 Ti CAR H, 上 的 线性 映射 。 因 此 ,对 
任 一 向 量 XeT,(.W ) 和 点 LET (p), 存在 唯一 的 向 量 及 e 及 , , 即 所 
WX 的 水 平 提升 ,使 7, (X) HX. HE AHR y(1) 和 在 
T CyCo) ) 内 的 初始 点 ,我 们 可 构造 L(.Y ) 的 唯一 曲线 了 (1) ,这 里 
7( 四 经 过 ,其 切 向 量 是 .WW 上 y(t) 的 切 向 量 的 水 平 提升 。 因 此 一 旦 
知道 了 L(.W ) 在 每 一 点 的 水 平子 空间 ,我 们 就 可 定义 基 在 .W 中 沿 曲 
线 y(i) 的 平行 移动 ;然后 ,我 们 还 可 以 通过 计算 张 量 场 T 在 平行 移动 
后 的 基 下 的 分 量 对 4 的 普通 导数 , 来 定义 张 量 场 T 沿 曲线 y(1) 的 协 变 
导数 。 

WR .存在 协 变 导数 为 零 的 度 规 g, 则 可 将 规范 正 交 标 架 平 行 移 
动 到 规范 正 交 标 架 。 这 样 ,水 平子 空间 在 L(.W ) 内 与 0(.W ) 相 切 并 
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定义 0(.W ) 的 联络 。 

类 似 地 ,通过 向 量 和 张 量 的 平行 移动 ,.U 的 联络 分 别 定义 了 
T(.W ) 和 T'(.W ) 的 切 空间 的 维 水 平子 空间 。 这 些 水 平子 空间 分 别 
有 坐标 基 





[on vr i 
和 
[5 - - (TEH aT + ORA FABER) 


TE pae = PH EID a ah 


5 LC. HREH, or 将 这 些 水 平子 空 ERT., OM). 
同样 ,我 们 可 通过 m, 的 逆 给 出 任 一 向 量 X © 7 的 唯一 的 水 平 提升 
及 e7,。 在 7T(.N) 的 特殊 情形 下 ,uw 本 身 对 应 于 唯一 向 量 
W e Ti (A) BATERKA ELE TOA) ERAR KEAR 
两 。 在 局 部 坐标 [x", VIT, 

Wa 
这 个 向 量 场 可 解释 如 下 :而 的 过 w= (P,X) e TCA ) 的 积分 曲线 是 .WN 
在 p 点 的 切 向 量 为 X 的 测 地 线 的 水 平 提升 。 因 此 向 量 场 而 代表 了 . M 
的 所 有 测 地 线 。 特 别 地 ,所 有 过 点 pe . 妈 的 测 地 线 族 就 是 而 的 过 纤维 
TCT A ) 的 积分 曲线 族 。 曲 线 在 .N 内 至 少 在 p 点 自 相交 , 但 
曲线 在 TC 4 ) 内 则 处 处 不 相交 。 


un 
in 





3 
广义 相对 论 


为 了 讨论 奇 点 的 出 现 和 广义 相对 论 可 能 遭遇 的 失败 ,我 们 必须 精 *S 


确 地 表述 理论 ,并 指出 它 在 多 大 程度 上 是 独一无二 的 。 因 此 ,呈现 在 大 
家 面前 的 理论 ,是 一 系列 关于 时 空 数学 模型 的 基本 假设 。 

我 们 在 $ 3. 1 引入 数学 模型 ,在 $3. 2 引入 关于 局 部 因果 性 和 局 域 
能 量 守恒 的 前 两 个 假设 。 这 两 个 假设 是 广义 相对 论 和 狭义 相对 论 共 有 
的 ,因而 可 以 认为 经 过 了 许多 旨 在 检验 狭义 相对 论 的 实验 的 验证 。 
$ 3. 3 推导 物质 场 的 方程 ,并 从 Lagrangian 函数 导出 能 量 - 动量 张 量 。 

§ 3.4 提出 第 三 个 假设 , 即 Einstein 的 场 方程 。 它 不 像 前 两 个 假设 
那样 有 很 好 的 实验 基础 ,但 我 们 会 看 到 ,任何 其 他 可 能 的 方程 似乎 多 少 
都 有 一 些 不 良性 质 ,要 么 就 需要 存在 额外 的 尚未 经 实验 检验 的 场 。 


3.1 时 空 流 形 


我 们 用 于 描述 时 空 ( 即 全 部 事件 的 集合 ) 的 数学 模型 ,是 一 个 (. Ng) 
对 ,其 中 .WW 是 连通 的 四 维 Hausdorff C” 流 形 ,g 是 .HN 的 Lorentz 度 规 
( 即 符号 差 为 +2 的 度 规 ) 。 

如 果 两 个 模型 (.4A,g) 和 (.N ',g') 等 距 , 就 是 说 ,存在 微分 同 肛 0: 
>." ,将 度 规 g 变换 为 g', 即 9, g = 8g', 我 们 就 把 它们 看 作 等 价 的 。 
于 是 严格 说 来 ,时 空 模型 不 只 是 一 个 (.N,g) ,而 是 与 (.N,g) 等 价 的 所 
有 (.W',g') 对 组 成 的 整个 等 价 类 。 通 常 ,我 们 只 讨论 这 个 等 价 类 中 的 
一 个 代表 (. 4,8) ,但 这 种 (.,g) 对 只 能 确定 到 一 种 等 价 关系 的 事实 
在 某 些 情形 下 是 非常 重要 的 ,特别 在 第 7 章 关 于 Cauchy 问题 的 讨论 中 
更 是 如 此 。 


由 于 我 们 对 不 连通 分 支 毫 无 概念 ,因此 我 们 总 是 将 流 形 A 取 为 ; 


连通 的 。 取 为 Hausdorff 流 形 是 因为 它 似乎 与 我 们 日 常 经 验 一 致 。 但 
在 第 5 章 ,我 们 将 考虑 一 个 无 须 这 一 条 件 的 例子 。Hausdorff 条 件 连同 
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存在 Lorentz 度 规 ,意味 着 . b 是 仿 紧 的 (Geroch (1968c) ) 。 

流 形 自然 对 应 于 我 们 直觉 观念 下 的 空间 和 时 间 的 连续 性 。 迄 今 
ik, n 介子 散射 实验 (Foley 等 (1967) ) 已 经 在 小 到 10 5 om 的 距离 上 
确认 了 这 种 连续 性 。 但 我 们 很 难 将 它 延 伸 到 更 小 的 尺度 ,因为 那 要 求 
粒子 具有 极 高 的 能 量 ,以 至 可 能 产生 若干 其 他 粒子 ,对 实验 结果 造成 干 
扰 。 因 此 ,时 空 的 流 形 模型 在 距离 小 于 107" cm 的 尺度 上 也 许 是 不 合 
适 的 ,此 时 我 们 应 当 用 时 空 在 那个 尺度 具有 某 种 其 他 结构 的 理论 。 但 
不 能 认为 这 种 流 形 图 像 的 失效 会 影响 广义 相对 论 ,除非 典型 的 引力 作 
用 尺度 已 小 到 这 个 量 级 。 这 种 情形 大 概要 到 密度 约 为 108g cm -3 时 才 
会 出 现 , 但 这 种 极端 条 件 已 经 超出 我 们 目前 的 知识 范围 了 。 即 便 如 此 ， 
利用 时 空 的 流 形 模型 ,加 上 某 些 合理 的 假设 ,我 们 将 在 第 8 ~ 10 章 证 
明 ,广义 相对 论 也 必然 出 现 破裂 。 问 题 可 能 出 在 场 方程 ,也 可 能 是 度 规 
需要 量子 化 ,还 可 能 是 流 形 结构 本 身 已 被 破坏 了 。 

EH g 使 我 们 能 将 一 点 p e .HN 上 的 非 零 向 量 划分 为 三 类 ; 视 
9(X, 入) 为 负 、 正 或 零 ,分 别称 非 零 向 量 Xe 了 7, 为 类 时 的 、 类 空 的 或 零 
的 (比较 图 5)。 

度 规 的 可 微 阶 r 应 足以 满足 我 们 需要 定义 的 场 方程 。 这 一 点 可 在 
分 布 意义 上 定义 ,只 要 度 规 的 坐标 分 量 ga 和 9%" 都 是 连续 的 ,并 有 相 
对 于 局 部 坐标 的 局 部 平方 可 积 的 广义 一 阶 导数 。(R" 上 的 一 组 函数 
fa ÆR 上 函数 的 广义 导数 ,是 指 对 尺 上 任 一 具有 紧 支 集 的 C* 函数 
少 ,有 


| fpd'x =- | fl px") dx) 


8 但 这 个 条 件 太 弱 ,因为 它 既 不 能 保证 测 地 线 的 存在 性 ,也 不 能 保证 其 唯 
一 性 ,而 这 是 C” 度 规 所 要 求 的 。( 对 C*” 度 规 来 说 ,其 坐标 分 量 的 一 
阶 坐 标 导数 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , 见 $2. 1。) 事 实 上 ,对 本 书 大 部 分 
内 容 , 我 们 都 假定 度 规 至 少 是 C 的 ,这 允许 我 们 在 每 一 点 定义 场 方程 
(包含 度 规 的 二 阶 导数 )。 在 § 8. 4, 我 们 将 度 规 条 件 放 宽 至 C ,并 证 
明 它 不 会 影响 与 奇 点 出 现 相关 的 结果 。 

在 第 7 章 ,为 说 明 场 方程 的 时 间 演 化 取决 于 适当 的 初始 条 件 ,我 们 
将 采用 不 同 的 可 微 性 条 件 。 在 那里 ,我 们 要 求 度 规 分量 及 其 一 阶 到 m 
(m 之 4) 阶 的 广义 导数 均 为 局 部 平方 可 积 的 。 如 果 度 规 是 Ct 的 ,这 当 
然 是 正确 的 。 
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实际 上 , 度 规 的 可 微 阶 也 许 并 没有 多 少 物理 意义 。 因 为 我 们 不 可 
能 对 度 规 作 精 确 测量 ,总 会 有 些许 误差 ,所 以 我 们 不 可 能 确定 在 它 的 各 
阶 导 数 中 实际 存在 的 不 连续 性 。 因 此 ,我 们 总 能 用 C” 度 规 来 代表 我 们 
的 测量 。 

如 果 假 定 度 规 是 C 的 , 则 流 形 的 坐标 卡 集 必然 是 C*! 的 。 由 于 
我 们 总 能 在 C'(s > 1) 坐标 卡 集 上 找到 某 个 解析 的 坐标 卡子 集 ( Whit- 
ney (1936), 参见 Munkres (1954) ) ,因此 , 没 必 要 从 一 开始 就 假定 坐 
标 卡 集 是 解析 的 ,尽管 当 度 规 为 C” 时 我 们 从 物理 上 只 能 确定 CT 的 
坐标 卡 集 。 

我 们 还 必须 为 模型 (.N, 8g) 增设 某 种 条 件 以 保证 它 包含 了 所 有 非 
奇 性 的 时 空 点 。 如 果 存 在 等 距 CRA p MoM, WRC 型 
(HA, g XIED HR; MRAKA KCA, g), RA 
DRK ' 的 点 也 看 作 时空 点 。 因 此 ,我 们 必须 要 求 模 型 (.N,g) 是 不 
可 C' 扩展 的 ,就 是 说 ,在 1(.W ) 不 等 于 .NW ' 的 地 方 不 存在 (.N,g) 的 C 
FECA’, g')。 

作为 不 是 不 可 扩展 的 (. WU ,g) 对 的 例子 ,我 们 来 考虑 x 轴 去 掉 了 
a, = -1 到 x,= +1 之 间 线 段 的 二 维 Euclid 空间 。 一 种 显而易见 的 扩 
展 方法 是 简单 恢复 丢失 的 点 。 当 然 我 们 也 可 以 这 样 来 扩展 :再 取 同 一 
空间 (. 妈 ,8g, ) ,然后 将 |x1 | <1 在 x 轴 上 的 底 边 与 jx | <1 在 x ME 
的 顶 边 又 合 起 来 ,将 12 | <1 在 x 轴 上 的 项 边 与 |x,| <1 在 x, 轴 上 的 
底 边 全 合 起 来 ,这 样 得 到 的 空间 (. 妈 ,g; ) 固然 是 不 可 扩展 的 ,但 也 是 不 
完备 的 ,因为 丢失 了 点 = +1, y =0。 我 们 找 不 回 这 些 点 ,因为 我 们 
已 非常 过 分 地 把 x 轴 顶 边 和 底 边 在 不 同 的 叶 面 上 扩展 了 。 然 而 ,如 果 
取 由 1 <x, <2, -1<y <1 EXHI M WEY, TT (Meg, ly) 
对 并 还 原点 x) = 1, yy =0。 这 个 例子 促使 我 们 对 不 可 扩展 性 作出 更 强 
的 定义 ;如果 .多 内 不 存在 带 非 紧 致 闭 包 的 开 集 WUC.U, 使 (WW,g|y) 对 
RATE. ,g') 且 WY 的 像 的 闭 包 是 紧 致 的 ,那么 我 们 称 (.N,g) 对 是 
C 局 部 不 可 扩展 的 。 


3.2 物质 场 


“WV 上 存在 各 种 不 同 的 场 , 像 电 磁场 .中 微 子 场 等 ,它们 描述 了 时 空 
的 物质 成 分 。 这 些 场所 服从 的 方程 可 表示 为 .NW 上 张 量 关系 。 在 这 些 
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关系 中 ,所 有 关于 位 置 的 导数 均 为 度 规 g 定义 下 关于 对 称 联络 的 协 变 
导数 。 之 所 以 如 此 是 因为 由 流 形 结构 定义 的 唯一 关系 是 张 量 关系 ,而 
迄今 所 定义 的 唯一 联络 也 是 由 度 规 给 定 的 。 如 果 .WN 还 存在 另 一 个 联 
络 , 则 这 两 个 联络 之 间 的 差 将 是 一 个 张 量 , 我 们 可 将 它 视 为 男 一 个 物理 
场 。 类 似 地 ,. WN 上 的 另 一 种 度 规 也 可 视 为 某 个 物理 场 。( 物质 场 方程 
有 时 表示 为 .UW 上 的 旋 量 关系 。 但 本 书 不 涉及 这 种 关系 ,因为 它们 对 
我 们 要 考虑 的 问题 不 是 必需 的 。 事 实 上 ,所 有 旋 量 方程 均 可 代 以 更 为 
复杂 的 张 量 方程 ,例如 , 见 Ruse (1937) 。) 

我 们 获得 的 理论 取决 于 我 们 让 它 包 容 什么 样 的 物质 场 。 我 们 当然 
应 该 包括 所 有 实验 观察 到 的 那些 场 ,但 我 们 也 可 以 假定 存在 某 种 尚未 
测 知 的 场 。 例 如 ,Brans 和 Dicke (Dicke( 1964) , 附录 7) 就 假定 存在 一 
种 与 能 量 - 动量 张 量 的 迹 有 弱 耦 合 的 长 程 标量 场 。 按 Dicke (1964, , 附 
录 2) 给 出 的 形式 ,我 们 可 将 Brans - Dicke 理论 简单 地 看 作 带 有 附加 标 
量 场 的 广义 相对 论 。 这 种 标量 场 是 否 已 经 在 实验 上 观察 到 了 ,目前 仍 
在 争论 中 。 

我 们 将 理论 所 包含 的 物质 场记 为 平 ,,““，,, 这 里 下 标 (i) 代 表 所 
考虑 场 的 序数 。 下 述 两 个 关于 Yo’. 所 满足 的 方程 的 本 性 的 假 
设 ,是 狭义 相对 论 和 广义 相对 论 共有 的 。 





假设 (a) :局 域 因果 性 

支配 物质 场 的 方程 必 将 满足 如 下 一 点 :如 果 WW 是 凸 正规 邻 域 ,p 和 
4 为 多 上 的 点 ,那么 p, 4 间 能 传递 信号 的 条 件 是 , 当 且 仅 当 p, 9 能 用 
一 条 完全 处 于 2 内 的 C 曲线 连接 起 来 。 这 条 曲线 的 切 向 量 处 处 不 为 
零 ,并 且 不 是 类 时 曲线 就 是 零 曲线 ,我 们 称 这 种 曲线 为 非 类 空 曲线 。 
(在 相对 论 表 述 中 ,我 们 排除 了 各 种 沿 类 空 曲线 运动 的 超 光速 粒子 的 
可 能 性 。) 信 号 是 由 p 传 到 4 还 是 由 g 传 到 p, 取 决 于 WY 的 时 间 方 向 。 
至 于 能 否 在 所 有 时 空 点 赋 以 一 致 的 时 间 方 向 ,这 个 问题 将 在 $6.2 考 

这 一 假设 更 为 准确 的 表述 可 通过 物质 场 的 Cauchy 问题 来 给 出 。 
S pe UET p 点 的 每 一 条 非 类 空 曲线 均 在 WN 内 与 类 空 面 x* =0 相交 。 
© F EHTEL x =0 上 所 有 由 多 内 自己 点 出 发 的 非 类 空 曲线 到 达 的 那 
些 点 的 集合 。 于 是 我 们 要 求 物质 场 在 p 点 的 值 必须 由 场 及 其 直到 某 个 
有 限 阶 的 导数 在 .多 上 的 值 唯一 确定 ,而 不 是 由 场 在 .多 连续 收缩 所 能 
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达到 的 任意 真子 集 上 的 值 唯一 确定 。( 对 Cauchy 问题 更 充分 的 讨论 见 
第 7 章 。) 

正 是 这 个 假设 将 度 规 与 . 妈 上 的 其 他 场 区 别 开 来 ,并 赋 以 独特 的 
几何 性 质 。 如 果 1x" | 是 YW 内 p 点 附近 的 正规 坐标 ,那么 vA 了 点 出 
发 的 非 类 空 曲线 可 到 达 的 那些 点 ,其 坐标 满足 

(x!)? + (x7)? +(x)? - (0°)? <0, 

这 在 直觉 上 是 显而易见 的 (证 明 见 第 4 章 )。 这 些 点 的 边界 由 p 点 的 
零 锥 在 指数 映射 下 的 像 组 成 ,也 就 是 经 过 p 点 的 所 有 零 测 地 线 的 集合 
因此 ,通过 观察 娜 些 点 可 与 p 点 交流 ,我 们 就 可 确定 T, 内 的 零 锥 N,. 
一 旦 NV, 已 知 ,我 们 就 可 将 p 点 的 度 规 确定 到 某 个 共 形 因子 。 这 一 点 可 
由 以 下 看 出 : 令 X,Ys7 了 分别 是 类 时 和 类 空 向 量 , 方 程 

g(X+AY,X+AY) =g(X,X) +2ag(X,Y) +A20(Y,Y) =0 
在 g(X,X) <0 和 9(Y,Y) >0 时 有 两 实 根 fA. AN, AH, m 
A1,A 可 定 。 但 

AiA2 =9(X,X)/G(Y,Y). 

因此 ,类 时 向 量 和 类 空间 量 的 长 度 比 可 由 零 锥 确定 。 于 是 ,车 W 和 ZZ 
Æ p 点 的 任意 两 个 非 零 向 量 , 则 


g(W,Z) = (9 WW) +9(Z,Z) -9(W+Z,W+Z)). 


上 式 右边 每 一 项 的 长 度 均 可 与 和 或 Y 的 长 度 相 比 , 故 g(W,2)/g(X, X) 
也 可 确定 。( 若 W+Z 为 零 向 量 , 则 我 们 可 用 含 W +22Z eres 
式 。) 这 样 ,通过 对 局 域 因 果 性 的 观察 ,我 们 能 把 度 规 测定 到 一 个 共 形 
因子 。 实 际 上 ,利用 任何 信号 不 能 快 过 电磁 辐射 这 一 "RRR RI 
容易 进行 这 种 测量 。 这 说 明光 必然 沿 零 测 地 线 运动 。 然 而 ,这 是 电磁 
场所 满足 的 一 组 特定 方程 的 结果 ,而 不 是 相对 论 本 身 的 结果 。 我 们 还 
将 在 第 6 章 对 因果 性 作 进一步 讨论 。 我 们 将 特别 证 明 , 因 果 关 系 以 及 
其 他 一 些 结果 可 用 来 确定 A 的 拓扑 结构 。 度 规 的 共 形 因子 可 由 下 述 
假设 (6) 确定 。 这 样 ,理论 的 所 有 要 素 在 物理 上 都 是 可 观察 的 。 


假设 (5) :能 量 和 动量 的 局 域 守恒 

支配 物质 场 的 方程 应 满足 :存在 一 个 对 称 张 量 7”, 即 能 量 -动量 张 
量 , 它 取决 于 场 . 场 的 协 变 导 数 和 度 规 , 旦 具有 如 下 性 质 : 

(i) T° 在 开 集 多 上 为 零 , 当 且 仅 当 所 有 物质 场 在 WEE; 
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(ii) T° 服从 方程 
T”, =0。 (3.1) 
条 件 (i) 表 达 了 所 有 的 场 都 有 能 量 的 原则 。 人 们 或 许 会 以 如 下 理 
由 来 反对 “ 仅 当 ”; 可 能 存在 两 个 非 零 场 ,其 中 一 个 的 能 量 - 动量 张 量 
正好 与 另 一 个 的 相抵 消 。 这 种 可 能 性 与 负 能 量 的 存在 性 有 关 ,我 们 将 
在 83.3 讨论 。 
如 果 度 规 容许 Killing 向 量 场 K, 则 可 积分 方程 (3, 1 ) 来 得 到 守恒 
律 。 为 看 清 这 一 点 ,我 们 定义 向 量 卫 ,其 分 量 为 P =T°K,, FH, 
P a =T” K, +T”K, a0 
由 守恒 方程 ,上 式 第 一 项 为 零 。 由 于 7“ 对 称 且 2K,,,, = Zrxgu =0( 因 
A K Æ Killing 向 量 ) ,第 二 项 也 为 零 。 因 此 ,车 多 是 带 边 9 儿 的 紧 致 可 
定向 区 域 , 则 由 Gauss 定理 ( §2.7), 
| Pa = f Pado =0, (3.2) 
上 式 可 解释 为 ,能 量 -动量 张 量 的 K ER LA a 
当 度 规 同 狭义 相对 论 的 情形 一 样 是 平 直 的 , 则 我 们 可 取 坐 标 
{x"| ,使 度 规 分 量 为 g,, =e,6,,( 不 求 和 ) ,这 里 6 是 Kronecker 8, 如果 
a=4, 则 6, 为 -1; 如 果 a=1,2,3, 则 e, 为 +1。 于 是 向 量 
L=a/ax" (a=1,2,3,4) 
为 Killing 向 量 ( 它 们 生成 四 个 平移 ) ,并 有 
Mea" Se Ae (不 求 和 ; a,B =1,2,3,4) 
(它们 生成 时 空中 的 六 个 “旋转 ”)。 这 些 等 距 变 换 构 成 平 直 时 空 的 等 
距 变 换 的 10 参数 Lie 群 ,也 就 是 非 均匀 Lorentz 群 。 它 们 可 用 来 定义 服 
从 (3.2) 式 的 10 个 向 量 PY 和 Pr。 我 们 可 认为 P 代表 能 量 流 ,P,P,P 
为 线性 动量 流 的 三 个 分 量 ， P 可 解释 为 角 动 量 流 。 
如 果 度 规 不 是 平 直 的 ,那么 一 般 不 存在 Killing 向 量 , 上 述 积分 守 


“ 恒 律 也 就 不 成 立 。 但 在 9 点 的 适当 邻 域内 ,我 们 可 引入 法 向 坐标 jz | ， 


于 是 在 9 点 , 度 规 的 分 量 gu 为 e.6,( 不 求 和 ) ,联络 的 分 量 T" ,。 为 零 。 
我 们 可 在 4 点 取 一 邻 域 多 ,其 中 gs AT", 与 它们 在 4 点 的 值 差 一 任 
意 小 量 , 于 是 Leos) 和 Mos) 在 多 上 并 不 严格 为 零 ,而 是 在 那个 邻 域 多 
内 与 零 差 一 任意 小 量 。 因 此 ， 
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[io 和 doy 


在 一 阶 近似 下 仍 将 为 零 ,就 是 说 ,在 时 空 小 区 域内 仍 有 近似 的 能 量 \ 动 
量 和 角 动 量 守恒 。 利 用 这 一 点 可 证 明 , 对 孤立 的 小 物体 来 说 ,只 要 其 内 
部 物质 的 能 量 密度 非 负 , 则 它 将 大 致 沿 与 其 内 部 构造 无 关 的 类 时 测 地 
线 运动 (关于 相对 论 里 小 物体 运动 的 讨论 , 见 Dixon (1970) ) 。 这 可 看 
作 是 Galileo 原理 , 即 所 有 物体 等 速 下 落 。 用 Newton 力学 的 话 来 说 ,就 
是 所 有 物体 的 惯性 质量 (F = ma 中 的 m) 和 被 动 的 引力 质量 (引力 场 作 
用 其 上 的 质量 ) 均 相等 。 这 一 点 已 分 别 为 E6tvos 和 Dicke 的 高 精度 实 
验 (Dicke (1964) ) 所 证 实 。 

假设 (a) 使 我 们 能 将 每 一 点 的 度 规 确定 到 某 个 共 形 因子 。 利 用 假 
设 (5) 可 将 不 同 点 的 这 些 共 形 因子 联系 起 来 ,因为 守恒 方程 7”,, =0 
IEH = O° g 导出 的 联络 一 般 并 不 成 立 。 实 现 这 些 因子 间 联 系 的 
一 个 方法 是 观察 小 “试验 "粒子 的 轨迹 ,并 由 此 确定 类 时 测 地 曲线 。 这 
样 , WR y(t) 是 具有 切 向 量 K = (8/31), 的 曲线 , 那么 从 (2.29) 式 
可 得 


a 


ox - ox +2070, KK’ -Q (RKG, 90.40 


因为 y(?) 是 时 空 度 规 g 下 的 测 地 线 , 故 K*(D/9t)K"! =0, 于 是 
KOK" 一 - (K°K"g_,) Kg" (log 2)... (3.3) 


知道 了 共 形 结构 ,我们 就 可 选 一 个 代表 度 规 共 形 等 价 类 的 度 规 旬 ,并 对 
任 一 “试验 "粒子 计算 (3.3) 式 左边 的 项 。 这 样 ,(3.3) 式 右边 的 项 就 可 
将 (log0),; 确定 到 加 一 个 KO, 乘积 项 。 通 过 考虑 另 一 条 其 切 向 量 
K" 不 与 KR 平行 的 曲线 y'(i) ,我 们 可 确定 (logQ ) ,从 而 可 将 各 处 的 Q 
确定 到 一 个 常数 乘积 因子 。 这 个 常数 因子 用 于 规定 我 们 的 测量 单位 ， 
可 任意 选取 。 

当然 ,这 并 非 实际 测量 共 形 因子 的 方法 ,我 们 只 是 要 利用 如 下 事 
实 :时 空中 存在 大 量 相似 系统 (如 原子 中 的 电子 态 ) ,其 内 部 运动 决定 
了 一 系列 沿 类 时 曲线 的 事件 ,这 些 曲 线 代表 着 它们 在 时 空中 的 位 置 。 
事件 间 的 间隔 ,似乎 独立 于 其 过 去 的 历史 ,因为 两 个 相 邻 系统 测量 的 间 
隔 都 是 一 致 的 。 如 果 能 将 这 些 系统 与 外 部 物质 场 有 效 地 隔离 开 来 ( 故 
它们 必然 沿 测 地 线 运动 ) ,并 假定 其 内 部 运动 与 时 空 曲率 无 关 , 则 它 唯 
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一 依赖 的 就 是 度 规 了 。 因 此 ,一 条 曲线 上 相继 发 生 的 两 事件 之 间 的 曲 
线 长 ,对 任意 曲线 上 每 一 对 相继 发 生 的 事件 来 说 都 是 相同 的 。 如 果 将 
此 弧 长 取 作 测量 单位 , 则 可 确定 时 空 任 一 点 的 共 形 因子 。 

事实 上 ,我 们 也 许 无 法 将 系统 与 其 外 部 物质 场 隔 离开 来 。 于 是 ,在 
Brans - Dicke 理论 里 就 出 现 了 一 处 处 不 为 零 的 标量 场 。 然 而 , 共 形 因 
子 仍 可 在 守恒 方程 7”,, =0 成 立 的 必要 条 件 下 确定 。 从 这 一 点 说 ,能 
R -动量 张 量 7 的 性 态 决定 着 共 形 因子 。 


3.3 Lagrangian 表述 


对 一 组 给 定 的 场 , 假 设 (2) 的 条 件 (i) 和 (ii) 并 未 告诉 我 们 如 何 构 
造 其 能 量 -动量 张 量 ,也 没 说 明 它 是 否 唯一 。 实 际 上 我 们 主要 依靠 对 
能 量 和 动量 的 直觉 认识 。 不 过 , 对 场 方程 可 从 Lagrangian 函数 导出 的 
情形 ,能 量 - 动量 张 量 有 确定 且 唯 一 的 表达 式 。 
i L 是 Lagrangian 函数 , 它 是 度 规 . 场 亚 ,*…、， 及 其 一 阶 协 变 导 
数 的 某 个 标量 函数 。 假 定 在 四 维 紧 臻 区域 多 内 ,作用 量 
I= L Ldv 


在 场 的 变 分 下 是 稳定 的 ， 则 我 们 可 得 到 各 种 场 的 方程 。 所 谓 乡 内 场 
Pot’. a 的 变 分 是 指 一 族 单 参数 场 W,, (u,r) ,这 里 ue ( -s,s)， 
re.W, 使 

(i) W, (0,7) =ẸŅ (7), 

(ii) Wy (ur) = Wy (7) “re M-Z, 
Haw, (u,r)/au| o 记 为 awo TE 


ob 


a 
tv 





u=0 


avy” TA Po" 5 aa) 


AE, Po a EB 的 协 变 导 数 的 分 量 。 HHCAW ae) = 
(AV. a) BRIA RAH 


5 eg — e. eo E tena) = 


ðL ) a. 
一 一 一 一 一 一 ATY dv, 
(see d;e ye © tea] ” 
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这 个 表达 式 的 第 一 项 可 写 为 
[w = Í Qdo., 
其 中 Q 是 一 向 量 ,其 分 量 为 
We re 
上 述 积分 为 零 ， 这 是 因为 条 件 (ii) 相当 于 说 AW, EMAIL EHF. 
因此 ,为 使 91/9u1,.。 对 整个 体积 多 上 的 所 有 变 分 为 零 , 其 充分 必要 条 
件 就 是 Euler - Lagrange 方程 
aL à al _ 
AW wg (w), ° 3.4) 
MATA i 成立 。 这 些 就 是 场 方程 。 
考虑 由 度 规 变化 引起 的 作用 量变 化 ,我 们 就 可 从 Lagrangian 函数 
得 到 能 量 -动量 张 量 。 假 定 变 分 (ur) EHV? a RERE, 
但 改变 度 规 的 分 量 gu , 则 有 


al 
ðu u=0 


ok Le 
Aa" P de 





ðL 


_ ðL a.b oF 
= LI 2, IF, mi ACH ede) 十 re do + 





[e Ags. (3.5) 


最 后 一 项 的 出 现 是 因为 体积 测度 do 依赖 于 度 规 ,所 以 度 规 变化 时 它 也 
会 改变 。 为 了 估计 这 一 项 ,我 们 应 该 记得 ,dv 实际 上 是 分 量 为 ww = 
( -9g) “41 61。 666.64 的 4- 形 式 (41) ,这 里 9g=det(gu)。 因 此 ， 


ON abed 一 de 


-+ 0g la 2a 3g 4 
-0) 7- 4! 8 6,6.6,, 
agy 2 9 ag [a d) 


= -H -9g) 797g 4! 8'8 Snt 





l 
=59”n bed o 
a( dv) 1 iw 
=~g"dv, 
H dJa 29 ” 


(3.5) 式 第 一 项 的 出 现 是 因为 , 即使 AW! AS, 
ACW aye) HAR WE, AL EY A S| RE a, 的 
变化 。 因 为 两 联络 之 差 如 同 张 量 一 样 变 换 ,ATF". 可 视 为 一 张 量 的 分 
量 。 它 们 与 度 规 分 量 的 变 分 之 间 存 在 如 下 关系 : 
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ATS, =g" | (Aga) c+ (Ada) a = (Adie) sale 


(导出 上 式 最 简单 的 方法 ,是 注意 到 它 是 一 种 张 量 关系 ,因而 必然 在 任 

意 坐 标 系 下 成 立 。 特 别 是 ,我 们 可 选取 p 点 的 正规 坐标 系 。 在 此 坐标 

RE MET, 和 分 量 g, 的 坐标 导数 在 p 点 为 零 。 这 就 证 明 以 上 公 于 

在 p 点 成 立 。) 利 用 这 个 关系 ,A 亦 四"…… ae 可 通过 (Ag ) ,s 和 通常 的 

分 部 积分 来 表示 ( 用 分 部 积分 得 到 只 含 Ag, 的 被 积 函数 ) ,于 是 ,可 将 

91/9u 写 为 

六 | (7“Agu)du， 

这 里 T” 是 某 个 对 称 张 量 的 分 量 , 通 常 将 它 作为 场 的 能 量 - 动量 张 量 。 

9 (这 个 张 量 和 所 谓 正则 能 量 -动量 张 量 之 间 关 系 , 见 Rosenfeld(1940) 。) 
TEA Patt. a 服从 的 场 方程 的 结果 ,这 个 能 量 - 动量 张 量 满足 
守恒 方程 。 假 定 有 一 微分 同 胚 b:. M> M, CERT 多 内 部 的 任何 地 
方 均 为 恒 等 映 射 。 于 是 ,由 微分 映射 下 的 积分 不 变性 可 得 


-ly,,.1 ife 
r= [r 7 ailem T4! ka aL? (Lm) o 


因此 alm- (im)) = 0。 
HORS TAL $ h EEA X CALLE Z KARRA) 生成, 则 有 
gil ixin) = 0. 


但 





] 
ahha = X Lie - (sp ) )* 


c.. d;e 
Ly? «adv + FS T Lugaw. 
第 一 项 为 零 是 场 方 程 的 结果 。 对 第 二 项 ,Lxgw =2X ab) 0 故 
[PY LG) do = 2) (CTPX,) a = T” pX.) dvs 


右边 第 一 项 可 化 为 沿 多 边界 的 积分 , 它 等 于 零 ,因为 X 在 边界 上 为 零 ; 
于 是 第 二 项 对 任意 X 也 必 为 零 ,因此 有 T°, =0。 
现在 我 们 举 几 个 以 后 用 得 着 的 场 的 Lagrangian 函数 的 例子 。 
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例 工 :标量 场 少 
标量 场 可 代表 像 n 介子 的 粒子 ,其 Lagranian 函数 为 
1 a Im > 
= AV ibid -FEY 

这 里 m, h ABB. Euler - Lagrange 方程 (3. 4) 为 

vino” - =0, 
能 量 -动量 张 量 为 

Ta = Paba ~ 59a ( Hag + Sy") 。 (3.6) 


例 2: 电 磁场 
电磁 场 由 1- 形 式 A( 所 谓 势 函 数 ) 来 描述 , 它 被 确定 到 加 减 一 个 标 
量 函 数 的 梯度 。Lagrangian 函数 为 


1 ac 
L= -16n of ud g", 


HEERKE F EL 2d A, BY Fa =24 (5,0) 0 Æ A, , M Euler - La- 
grange 方程 (3. 4) 为 

F ag" =0, 
ES Fia =0( 即 方程 dF =d(dA) =0) 构 成 无 源 电磁 场 的 Maxwell Fy 
程 组 。 能 量 - 动量 张 量 为 


1 c 1 pa 
Ta = gg FFI” - IF Fug g") o (3.7) 


例 3: 荷 电 标 量 场 

这 实际 上 是 两 个 实 标量 场 y, My, 的 组 合 。 两 个 标量 场 组 合成 复 
WEH y =p +p, EVR n PTA a 介子 的 粒子 。 标 量 场 和 
电磁 场 的 总 Lagrangian 函数 为 


L= - 方 (水 。 +icAh) 9” (Ys ied) - Aw; FaFa" g”, 
这 里 。 是 常数 ,是 y WRH. MRE yp 和 te 

Pag” — ny +ieA,g” (2y,, +ieA,p) +ieA, sg =0, 
RARER 

机 Fe ~iep (Ds iA) tie DC, +ieAy) =0。 
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能 量 -动量 张 量 为 
Ty =F baths +H) +3 — Pp ieAnh + ied, Y + 


-. Las 1 a - 
Ü aie p -p p ieA y) tgal eE g ‘ +e AA + LG. 0 


例 4 SHAS AB ht 

这 里 采用 一 种 特别 的 方法 。 我 们 用 密度 函数 p 和 类 时 曲线 汇 ( 即 
所 谓 流 线 ) 来 描述 流体 。 所 谓 曲 线 汇 是 指 其 曲线 通过 e 的 每 一 点 的 
KHR. E 乡 是 一 足够 小 的 紧 致 区 域 , 则 我 们 可 用 微分 同 胚 
y:la,b] xN -> 儿 来 表示 这 个 曲线 汇 ,这 里 [a,5] 是 R 上 某 一 闭 区 
间 , .为 某 个 三 维 带 边 流 形 。 如 果 曲 线 的 切 向 量 W = (a/t), , 
tela,b) ,处 处 都 是 类 时 的 , 则 称 这 些 曲 线 为 类 时 曲线 。 定 义 切 向 量 V 
AV =(-9(W,W)) OW, Bo(V,V) = -1。 流体 的 流向 量 定义 为 
j=pV ,并 要 求 它 是 守恒 的 , 即 产 ,=0。 规 定 了 作为 p 的 函数 的 弹性 势 
能 (或 内 能 )s 之 后 ,流体 行为 也 就 确定 了 。Lagrangian 函数 取 为 

L= ~p(l+e)。 
当 流 线 改变 , p 被 调整 以 保持 7 守恒 时 ,我 们 要 求 作用 量 I 是 稳定 的 。 
流 线 的 变 分 是 一 微分 映射 y:( -6,6 ) xla, b] x VF, EE 
y(0, [a,b], 4) =y({a,b6),.4) 
HE. 4-2 ES ylu,la,b], 4) =y([a,b], 4) (ue(-8,8))o 
TEA AW =LxW ,这 里 向 量 K 为 K =(a/au),. KP i ETA AE 
分 作用 下 流 线 上 某 点 的 位 移 。 由 此 ， 
AV! = V4 K -KV -V VK, a Vo 
利用 (AG) =0= (AP) 。 这 -事实 ,我 们 有 
(Ap) a V” + ApV, +p, AV’ +p(AV') ,, =0, 
代入 AV 并 沿 流 线 积分 ,得 
Ap = (pK). +K, VV 

因此 ,作用 量 积分 的 变 分 为 


fon 
© 





| 77 SAUK a + PKn VV (1 + RE) ha, 
SL = leli oS) eo) or rr je 
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这 里 VEV V, WREAK 为 零 , 则 有 


(u +p) V° =-p,l(9" + WV), 
这 里 =p(1 +e) 是 能 量 密度 ,p =p (de/dp) 是 压强 。 因 此 ,作为 流 线 


的 加 速度 矢量 的 V 由 垂直 于 流 线 的 压力 梯度 决定 。 
为 了 得 到 能 量 -动量 张 量 ,我 们 对 度 规 变 分 。 注 意 到 流 的 守恒 可 
表示 为 
CI") ,。 = gl VO) = =0, 
变 分 计算 可 以 简化 。 对 于 给 定 的 流 线 , 守 恒 方 程 可 通过 流 线 上 某 点 的 
初 值 唯一 地 确定 广 在 同一 流 线 上 每 一 点 的 值 。 因 此 在 度 规 变化 时 ， 
(=-9) 产 是 不 变 的 。 但 
PIU -ODF -Dg 
故 2pAp = (FF 75.9") Ada» 
于 是 


de de 
r=] (1+ ) +p WV +p Eo” 
Pi TE TP Ap P ap! 


= (u +p) VV +pg*. (3.8) 
我 们 称 任何 具有 上 述 能 量 - 动量 张 量 形式 (不 论 它 是 否 由 Lagrangian 函 
数 导出 ) 的 物质 为 理想 流体 。 将 能 量 -动量 守恒 方程 (3. 1) 应 用 到 
(3.8) sk, 19 
HV +(u+p)V a =0, (3.9) 
(utp) V° +(g* +V V )p,=0. (3.10) 
它们 与 Lagrangian 函数 导出 的 方程 完全 相同 。 如 果 压 强 仅 是 能 量 密度 
上 的 函数 , 则 称 理想 流体 是 等 粹 的 。 在 此 情形 下 ,我们 可 引入 守恒 的 密 
RE p 和 内 能 £, JFM Lagrangian 函数 导出 方程 和 能 量 -动量 张 量 。 
我 们 也 可 赋予 此 流体 以 守恒 的 电荷 e (RI J =0, 这 里 本 = eV 是 
电流 ) 。 带 电流 体 和 电磁 场 的 Lagrangian 函数 为 


1 ae l ra 
L= -Trt tg" -p +e) -1 4。 


最 后 一 项 给 出 了 流体 与 场 的 相互 作用 。 于 是 分 别 变 分 A . 流 线 和 度 规 ，? 
有 
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F” , =4qJ’, 
(utp) V= -p (g? +V V) + FSS’, 


azl F° F" _ qo FaF") o 


ab ab 
T? =(u +p) V V +pg + 本 


3.4 RnB 


至 此 , 度 规 g 尚未 具体 化 。 在 不 包含 引力 效应 的 狭义 相对 论 里 , 度 
规 总 被 认为 是 平 直 的 。 人 们 或 许 认 为 ,通过 保留 度 规 的 平 直 性 并 在 时 
空中 引入 附加 场 就 可 将 引力 包括 进来 。 然 而 实验 证 明 ,在 太阳 附近 光 
线 是 弯曲 的 。 因 为 光线 是 零 测 地 线 ,这 就 意味 着 时 空 度 规 不 可 能 是 平 
直 的 ,甚至 不 可 能 与 平 直 度 规 共 形 。 因 此 我 们 必须 对 时 空 曲率 做 出 某 
些 规 定 。 现 已 清楚 ,这 种 规定 可 以 这 么 来 选取 , 它 应 使 得 在 缓慢 改变 的 
小 曲率 极限 下 能 重新 得 到 Newton 引力 理论 的 结果 。 因 此 不 必 引 入 外 
场 来 描述 引力 。 这 不 是 说 不 能 存在 具有 部 分 引力 效应 的 附加 场 , 实 际 
上 这 种 标量 场 已 由 Jordan(1955) ,Brans 和 Dicke( 见 Dicke (1964) ) 分 
别提 出 过 。 然 而 ,如 前 所 述 ,我 们 可 简单 地 将 这 种 附加 场 看 作 另 一 种 物 
质 场 ,从 而 将 其 包含 于 总 能 量 -动量 张 量 内 。 因 此 , 这 里 我 们 还 是 采取 
这 样 一 种 观点 ,即时 空 度 规 本 身 就 代表 着 引力 场 。 于 是 问题 变 成 了 如 
何 寻 求 场 方程 以 便 将 度 规 与 物质 分 布 联系 起 来 。 

这 些 方 程 应 当 是 一 些 张 量 方程 , 仅 通过 能 量 -动量 张 量 与 物质 相 联 
系 ,就 是 说 ,它们 无 法 分 辩 两 个 具有 相同 能 量 和 动量 分 布 的 不 同 的 物质 
场 。 这 可 以 认为 是 对 Newton 理论 的 推广 , 即 物体 的 主动 引力 质量 ( 产 
生 引 力 场 的 质量 ) 等 于 被 动 引力 质量 ( 受 引 力 场 作用 的 质量 )。 这 已 为 
Kreuzer 实验 ( Kreuzer( 1968 ) ) 所 确认 。 

为 了 确定 场 方程 的 形式 ,我 们 考虑 Newton 理论 的 极限 情形 。 因 为 
Newton 引力 场 方程 不 包含 时 间 , 故 与 此 相应 的 理论 应 当 在 静态 度 规 下 
确定 。 所 谓 静态 度 规 ,是 指 容许 类 时 Killing 向 量 K 的 度 规 , 这 些 
Killing 向 量 垂直 于 一 族 类 时 曲面 。 这 些 曲 面 可 视 为 一 系列 常 时 间 曲 
面 ,并 可 用 参数 ;来 标记 。 我 们 定义 单位 类 时 向 量 V 为 广 : 玫 , 这 里 


f= -KK,o 于 是 ;= - VV, AE VV Val fg’ 代表 对 
V 的 积分 曲线 ( 当然 也 是 K 的 积分 曲线 ) 的 测 地 性 的 偏离 。 注 意 





Re 
N 
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V°V, =0。 

这 些 积分 曲线 定义 了 静态 参照 系 ,就 是 说 ,对 那些 以 这 些 曲 线 之 一 
为 历史 的 粒子 来 说 ,时 空 度 规 似乎 与 时 间 无 关 。 由 静止 释放 并 沿 测 地 
线 行走 的 粒子 ,相对 于 这 个 静止 参照 系 将 表现 出 具有 初始 加 速度 
- VV。 车 /与 1 仅 有 微小 偏差 , 则 由 静止 释放 的 自由 运动 粒子 的 初始 
加 速度 近似 等 于 了 梯度 的 负 值 。 这 意味 着 我 们 应 将 f -1 视 为 类 似 于 
Newton 引力 势能 的 量 。 

为 导出 这 个 势能 的 方程 ,我 们 可 以 考虑 Ve 的 散 度 : 

Vea = (VaV a = V+, 

=Ra VV + (V hV + (V, V’)? =R VV, 


但 Vea =S Sa”) a = Shab I” +f hoa 9” 
H fa VV = -fa VaV = -f Safa g”, 
故 有 f(g” VVE) SPRV V, 


左边 的 项 是 f 在 三 维 曲 面 {i 为 常数 | 诱导 度 规 下 的 Laplace 算 子 。 如 果 
度 规 几 乎 是 平 直 的 , 则 它 对 应 于 Newton 势 的 Laplace 算 子 。 于 是 ,如 果 
上 式 右 边 等 于 质量 密度 的 4mw6 倍加 弱 场 极限 ( 即 /=~1) 下 的 小 量 ,我 们 
就 在 弱 场 极限 下 得 到 与 Newton 理论 一 致 的 结果 。 
如 果 存 在 形 如 

R,=Ky (3.11) 
的 关系 ,其 中 大。 EE EERE E PL, EnG) Ka V V 
等 于 质量 密度 加 Newton 极限 下 的 小 量 , 则 确实 是 那样 的 情形 。 现 在 我 
们 就 假定 有 这 种 形式 的 关系 。 


因为 Rs 满足 缩 并 的 Bianchi 恒等式 R= 广 R,。，(3. 11) 式 意 
味 着 


IK (3.12) 


它 说 明 似乎 当然 的 方程 X=4mG7,, 不 可 能 正确 。 因 为 (3. 12) RAF 
EHE T'a =0 意味 着 7.。=0。 例 如 ,对 理想 流体 ,这 意味 着 人 -3p 在 
整个 时 空 是 一 常量 ,这 显然 不 是 一 般 流体 所 满足 的 。 

事实 上 ,一 般 说 来 ,能 量 -动量 张 量 所 满足 的 唯一 一 阶 恒等式 就 是 


b 
K, b 二 
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守恒 方程 。 由 此 ,对 所 有 能 量 -动量 张 量 ,满足 恒等式 (3. 12) 的 关于 能 
量 -动量 张 量 和 度 规 的 唯一 张 量 函数 大 ,是 
Ka = (Tu ~ 5190) + Ag,,, (3. 13) 


这 里 x 和 人 是 常数 。 这 些 常数 的 值 可 由 Newton 极限 确定 。 考 虑 能 量 
密度 人 和 压强 p 的 理想 流体 ,其 流 线 为 Killing 向 量 的 积分 曲线 ( 即 流 
体 相对 于 静止 坐标 系 不 动 ) , 则 能 量 -动量 张 量 由 (3. 8) 式 给 出 。 将 它 
代入 (3.13) 和 (3.11) 式 ,有 


fal? AVV) =f (Felp+3p) A) (3.14) 


在 Newton 极限 下 ,压强 p 与 能 量 密度 jw 相 比 总 是 非常 小 的 。( 我 们 这 
里 用 光速 为 1 的 自然 单位 ,在 光速 为 c 的 单位 里 ,表达 式 凡 +3p 应 改 为 
人 +3p/e 。) 于 是 , 当 k =8mC 而 1A1 非 常 小 时 ,我 们 就 得 到 与 Newton 理 
论 基 本 一 致 的 结果 。 我 们 还 将 用 G =1 的 质量 单位 。 在 这 些 单位 下 ， 
10 g 质量 对 应 于 1 em 长 度 。Sandage(1961 ,1968 ) 对 遥远 星系 的 观察 
为 1A1 确 定 了 一 个 10 em? 量 级 的 极限 ,我 们 通常 取 A 为 零 , 但 要 记 
住 它 可 能 还 有 其 他 值 。 

这 样 ,我 们 可 在 三 维 曲 面 1t = 常数 | 的 紧 致 区 域 上 积分 (3. 14) 
式 , 并 将 其 左边 变换 为 的 梯度 在 二 维 边界 面 4.F 上 的 积分 : 


f A4n(u +3p))do = [fa(g” + VV) do 


=| Salg” + VVar, 


”这 里 ,do 是 三 维 曲面 |1 = 常数 | 在 诱导 度 规 下 的 体积 元 ;dr, 是 三 维 曲 
面 内 的 二 维 曲 面 4F 的 面 元 。 这 个 积分 类 似 于 二 维 曲 面 内 所 有 物质 的 
Newton 公式 ,但 它 与 Newton 理论 的 情形 有 两 点 重要 区 别 : 

(i) 右边 的 积分 中 出 现 了 因子 /。 这 意味 着 :在 / 远 小 于 1( Newton 
势 为 很 大 的 负数 ) 的 区 域 里 的 物质 对 总 质量 的 贡献 要 小 于 处 于 了 接近 
于 1( Newton 势 为 小 负数 ) 的 区 域 里 相同 物质 的 贡献 。 

(ii) 压 强 对 总 质量 有 贡献 。 这 意味 着 在 某 种 场合 下 压强 能 增强 而 
AREAS HS 


方程 Ray =8u( Ta-Tas) + Aga 
称 为 Einstein 方程 ,并 经 常 写成 其 等 价 形式 
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(Ra - Rau) + Ag,, =8uT aso (3. 15) 


因为 两 边 均 为 对 称 函 数 ,它们 构成 度 规 及 其 一 阶 和 二 阶 导数 的 10 个 
耦合 的 非 线 性 偏 微分 方程 。 不 过 方程 两 边 的 协 变 散 度 便 等于 零 , 就 
是 说 

(x - + Rg" +Ag*) -0 


和 T”; =0 

独立 于 场 方 程 而 成 立 。 因 此 , 场 方程 其 实 只 提供 6 个 独立 的 关于 度 规 
的 微分 方程 。 事 实 上 这 正 是 确定 时 空 所 需 的 方程 数目 ,因为 10 个 度 规 
分 量 中 有 4 个 可 通过 坐标 变换 的 4 个 自由 度 来 任意 赋值 。 换 个 角度 
看 ,如 果 流 形 CHAE g Ae, 之 间 存 在 一 个 微分 同 胚 6, 则 它们 
定义 的 是 同一 个 时 空 。 因 此 , 场 方程 只 能 将 度 规 确定 到 微分 同 胚 下 的 
等 价 类 , 且 有 4 个 自由 度 用 于 选择 微分 同 胚 。 

我 们 将 在 第 7 章 考虑 Einstein 方程 的 Cauchy 问题 ,并 将 证 明 ,给 定 
适当 的 初始 条 件 , 场 方程 连同 物质 场 方程 足以 确定 时 空 的 演化 ,并 满足 
因果 性 假设 (a)。 

Einstein 方程 还 可 以 通过 变 分 方法 导出 , 它 要 求 作 用 量 

I = | (A(R - 2A) + L)dv (3.16) 


FE Das BED FERE AE L ERR Lagrangian 函数 ,4 为 适当 常 
数 。 由 于 


A((R-2A)dv) =((R-2A)-9°Ag,, +R, Ag” +9"AR,, dv. 


最 后 一 项 可 写 为 
g° AR, dv =g"(( AT a), - (AT ac) a) dv 
= (AT a9” - A149) dy。 
于 是 可 将 其 变换 为 边界 9 多 上 的 积分 ,因为 AT" ,在 边界 上 为 零 , 所 以 
积分 也 为 零 。 因 此 ， 
a = [IAR - A)g* - R?) + ST} Agade, (3.17) 

这 样 ,如 果 31/8u 对 所 有 Ag, HE, S 4 = (16r), RII) Ein- 
stein 方程 。 i 

或 许 有 人 会 问 ,如 果 对 度 规 和 曲率 张 量 的 其 他 标量 组 合 导出 的 作 








p] 
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用 量 进行 变 分 ,是 否 也 能 得 到 一 组 合理 的 方程 呢 ? 然而 ,曲率 标量 是 度 
规 张 量 的 二 阶 导数 的 唯一 线性 标量 ,也 只 有 在 此 情形 下 ,我 们 才能 通过 
变换 去 掉 面 积分 并 保留 仅 包含 度 规 的 二 阶 导数 的 方程 。 如 果 试 图 采用 
RoR” 或 RsR" 等 其 他 标量 , 那 将 得 到 包含 度 规 张 量 的 四 阶 导数 的 
方程 。 这 似乎 不 能 令 人 满意 ,因为 物理 学 的 其 他 所 有 方程 都 是 一 阶 或 
二 阶 的 。 假 如 场 方程 是 四 阶 的 ,那么 为 了 确定 度 规 的 演化 ,我 们 就 不 仅 
需要 明确 度 规 及 其 一 阶 导数 的 初 值 ,还 需要 明确 其 二 阶 和 三 阶 导数 的 
初 值 。 

我 们 将 假定 场 方程 不 包含 度 规 的 高 于 二 阶 的 导数 。 如 果 场 方程 从 
Lagrangian 函数 导出 , 则 作用 量 必 为 (3. 16) 的 形式 。 当 然 ,我 们 也 可 以 
导出 不 同 于 Einstein 方程 的 其 他 方程 组 ,只 要 限定 变 分 Ag, 的 形式 , 满 
足 作用 量 对 它 稳定 的 要 求 。 

例如 ,我 们 可 限定 度 规 共 形 于 平 直 度 规 , 即 假定 

Ja = 人 mw， 
这 里 qa 和 在 狭义 相对 论 下 一 样 是 平 直 度 规 。 于 是 
Ag., =207'ANg,, 
作用 量 是 不 变 的 ,只 要 
I (A(R -A)g” -Re) +7} ANg, =0 


对 所 有 AQ 成 立 , 即 R+A'T=4A, 
根据 (2. 30) xk, 
R= -60 Qn = -60O pg” +120°70,.0.,9%, 
这 里 | 表示 对 平 直 度 规 7。 的 协 变 微分 。 如 果 度 规 是 静态 的 , 则 0 沿 
Killing 向 量 K 的 积分 曲线 为 常数 ( 即 与 时 间 上 无 关 ) ,K 的 大 小 将 正比 
FO., Ak, 
Salg” +V Vf SO a(g VVO 


= -2R +2070,,0,9% -QQ VV 
1 一 a 
= -ERAS fag". 


于 是 ,7 的 Laplace HF HF - LR 加 一 个 正比 于 /的 梯度 平方 的 项 。 





最 后 一 项 在 弱 场 近似 下 可 忽略 。 由 场 方程 , -二 SFCA'T-2A, 
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对 理想 流体 ,了 = -人 +3p。 因 此 ,只 要 A 是 小 量 或 零 , 同 时 4 = 
-24m ,我 们 就 得 到 与 Newton 理论 一 致 的 结果 。 

这 个 将 度 规 限定 为 共 形 平 直 的 理论 ,就 是 著名 的 Nordström 理论 。 
它 可 重 述 为 这 样 一 种 理论 :其 中 度 规 是 平 直 度 规 m, 而 引力 相互 作用 由 
外 加 标量 场 $ 表示。 如 前 所 述 ,这 种 理论 不 能 与 大 质量 天 体 附 近 的 光 
线 弯 曲 现象 一 致 ,也 不 能 解释 观测 到 的 水 星 近日 点 进 动 。 

如 果 将 度 规 限定 为 

Ia = (ns + W, W, ) 

这 里 V, 是 任意 1- 形 式 场 ,我 们 其 实 也 能 得 到 光线 弯曲 和 水 星 近日 点 
进 动 。 在 静态 度 规 且 W, 平行 于 类 时 Killing 向 量 时 ,这 将 给 出 Newton 
极限 。 然 而 也 有 W, 不 平行 于 Kiling 向 量 的 其 他 静态 度 规 ,它们 无 法 
给 出 Newton 极限 。 另 外 ,这 种 对 度 规 形式 的 限定 似乎 过 于 人 为 了 。 看 
来 更 自然 的 方式 是 ,除了 要 求 度 规 是 Lorentz 型 的 ,我 们 对 它 不 作 任 何 
限制 。 

于 是 我 们 采用 我 们 的 第 三 个 假设 : 


局 
= 


假设 (c) : 场 方程 

Einstein 场 方 程 (3. 15 ) 在 .WU 上 成 立 。 

这 些 场 方程 的 预言 ,与 迄今 为 止 对 光线 弯曲 和 水 星 近日 点 进 动 的 
实验 观测 ,在 实验 误差 范围 内 都 是 一 致 的 。 当 然 , 我 们 现在 还 不 知道 ， 
是 否 存 在 一 个 应 当 包 含 于 能 量 - 动 量 张 量 的 长 程 标量 场 。 
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4 
曲率 的 物理 意义 


在 这 一 章 , 我 们 考虑 时 空 曲率 对 类 时 曲线 族 和 零 曲线 族 的 影响 。 
这 些 曲线 代表 流体 的 流 线 或 光子 的 历史 。 在 84.1 和 §4.2, 我 们 导出 
这 些 曲 线 族 的 涡 量 、 剪 切 和 膨胀 的 变化 率 公式 。 膨胀 的 变化 率 方程 
(Raychaudhuri 方程 ) 在 第 8 章 证 明 奇 点 定理 时 扮演 着 中 心 角色 。 
$4.3 讨论 能 量 -动量 张 量 的 一 般 不 等 式 ,它们 意味 着 物质 的 引力 效 
应 总 是 趋向 使 类 时 曲线 和 零 曲 线 汇聚 。 在 $4. 4 我 们 会 看 到 ,这 些 能 
量 条 件 的 一 个 结果 是 ,在 一 般 时 空 里 非 转动 类 时 曲线 族 或 零 曲线 族 会 
EACEA). $4.5 HEN, HEHE HOE TE BBR AER AT AT 
以 改变 两 点 间 的 曲线 ,使 零 测 地 线 变 为 类 时 曲线 ;或 使 类 时 测 地 线 变 成 
更 长 的 类 时 曲线 。 





4.1 类 时 曲线 


在 第 3 章 我 们 看 到 , 如 果 度 规 是 静态 的 , 则 类 时 Killing 向 量 的 大 
小 与 Newton 引力 势 之 间 存 在 关联 。 一 个 物体 是 否 处 于 引力 场 中 ,要 看 
它 由 静止 释放 后 ,是否 相 对 于 Killing 向 量 所 定义 的 静止 参照 系 做 加 速 
运动 。 然 而 ,一 般 说 来 时 空 并 不 一 定 具有 Killing 向 量 ,因此 我 们 也 不 
可 能 有 一 种 特殊 的 参照 系 用 来 测量 加 速度 。 我 们 能 采用 的 最 好 方法 就 
是 取 两 个 邻近 的 物体 来 测量 其 相对 加 速度 。 这 种 方法 可 用 来 测量 引力 
场 的 梯度 。 如 果 我 们 用 度 规 来 类 比 Newton 势 , 则 Newton 势 场 的 梯度 
就 对 应 于 度 规 的 二 阶 导数 。 这 些 物 理 量 均 可 用 Riemann 张 量 来 描述 。 
因此 可 预期 ,两 相 邻 物体 的 相对 加 速度 将 与 Riemann 张 量 的 某 些 分 量 
有 关 。 

为 了 更 精确 地 研究 这 种 关系 ,我 们 将 考察 具有 单位 类 时 切 向 量 
V(g(V,V) = -1) 的 类 时 曲线 汇 。 这 些 曲线 可 能 代表 试验 小 粒子 的 
历史 (此 时 曲线 是 测 地 线 ) ,也 可 能 代表 流体 的 流 线 。 如 果 流 体 是 理想 
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流体 , 则 由 (3. 10) 式 ， 
(u +p) V? = -ph®, (4.1) 


这 里 VV ,VV 是 流 线 的 加 速度 , h, = 85 +V V, 是 一 张 量 , 它 将 向 
E XeT, 投影 到 XX 在 7 的 垂直 于 VV 的 子 空间 已 的 分 量 。 我 们 也 可 
YE ha WN H, 的 度 规 (参见 $2.7)。 
WACO) BRAM Z=(a/at), 的 曲线 ,那么 我 们 可 沿 VV 的 积 
分 曲线 将 A(1) 的 每 一 点 移动 距离 s 来 构造 曲线 族 A(i,s)。 如 果 将 Z 
EXHI ðt) a Mh Lie 导数 定义 ( 见 $2.4) ,LyZ =0, 换 句 话说 ， 
Bz =V" 2°, (4.2) 
我 们 可 将 Z 理解 为 相 邻 两 曲线 上 的 任意 两 点 沿 各 自 曲 线 走 过 相同 距 
离 时 的 和 间距。 如 果 将 数 倍 的 V 加 到 Z 上, 则 这 个 和 向 量 代表 的 是 相 邻 
曲线 上 两 点 走 过 不 同 距离 时 的 间距 。 实 际 上 ,我 们 主要 关心 的 是 相 邻 
曲线 的 分 离 ,而 不 是 曲线 上 两 点 间 的 间距 。 也 就 是 说 ,我 们 只 关心 Z 
的 平行 于 VY 的 分 量 的 模 , 即 只 关心 Z 在 每 一 点 g 到 空间 0, 的 投影 ,这 
E Q, 由 只 差 一 个 4iV (为 任 一 常数 ) 因子 的 向 量 的 等 价 类 组 成 。 它 也 
可 由 垂直 于 VY 的 向 量 组 成 的 (7, 的 ) 子 空间 H, RARE. Z BIH, 的 投 
影 记 为 ,Z" = 有 ,2"。 在 流体 情形 下 , ,2Z 相当 于 在 流体 的 静止 参照 系 
上 测 得 的 流体 相 邻 两 点 间 的 距离 。 
从 (4.2) 式 有 
PGZ r, Z, (4.3) 
Os ; 


它 给 出 了 在 H, 上 测 得 的 无 限 邻近 的 两 条 曲线 分 离 的 变化 率 。 再 次 运 
用 D/6s 并 投影 到 H, ,有 


h°, Pf, D 2) = h°, (V aZ Vi + VV VZV + 


ðs + 
VV V aZ Vi + V h, ZV), 
改变 第 一 项 的 求 导 次 序 并 利用 (4.2) 式 , 则 上 式 简化 为 
k, AUA = -R'a ZVV +h, VZ+ VV, Z, 
(4.4) 
这 个 方程 通称 偏离 方程 或 Jacobi 方程 , 它 给 出 了 H, 上 测 得 的 无 限 邻 近 
的 两 条 曲线 分 离 的 相对 加 速度 , 即 分 离 的 二 阶 时 间 导 数 。 可 以 看 出 ,如 
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果 曲 线 是 测 地 线 , 则 相对 加 速度 仅 依赖 于 Riemann 张 量 。 
在 Newton 理论 里 ,每 个 质点 的 加 速度 取决 于 引力 势 Oo 的 梯度 , 因 
而 间距 为 2° 的 两 个 粒子 的 相对 加 速度 为 D aZ o FÆ Rieman KS 
项 Risa VV? 类 似 于 Newton 理论 的 中 ,,。。 这 个 “潮汐 力 ” 效 应 可 通过 自 
由 落 向 地 球 的 粒子 球 的 例子 看 出 来 。 由 于 球 内 每 个 粒子 均 沿 通过 地 心 
的 直线 运动 ,但 那些 离 地 球 较 近 的 粒子 的 运动 要 快 于 那些 离 地 球 较 远 
的 粒子 ,因此 这 一 过 程 一 经 开始 ,球体 就 无 法 继续 保持 球形 而 是 被 扭曲 
为 同体 积 的 椭 球 。 
为 了 进一步 研究 偏离 方程 ,我 们 在 V 的 积分 曲线 y) 的 某 一 点 4 
上 分 别 引入 T, FIT" , 的 对 偶 规 范 正 交 基 E,,E,,E,,E, A E',E’,E’, 
E’ ,并 令 E, =V。 我 们 可 以 令 这 些 基 沿 曲线 y(s ) 移动 来 得 到 y(s) 的 
每 一 点 上 的 类 似 的 基 。 但 如 果 基 沿 y(*) 平 行 移动 ( 即 每 个 向 量 的 D/as 
AS) , 则 E, 就 无 法 保持 与 V 相等 ,E, E, E, 也 无 法 保持 与 V 垂直 ， 
除非 y(s) 是 测 地 线 。 为 此 我 们 引入 一 个 沿 y(s) 的 新 导数 , 即 所 谓 
Fermi 导数 De/9s。 对 沿 y(s) Wie] BH X, Fermi 导数 定义 为 
DrX DX DV 
Os = 7 9( X55 
它 具 有 如 下 性 质 : 
Ci) WR y(s) 是 测 地 线 , 则 D,/as =D/as; 
(ii) D,V/as =0; 
(iii) WR X,Y 是 沿 y(s) 的 向 量 场 ,使 





JV +9(X,V) 2°, 
os 








Os Os “” 
则 9(X, Y) 沿 y(s) 是 一 常数 ; 
Gv WR X ER y) REEF V 的 向 量 场 , 则 
D;X DX 
ðs = (as) 
(性 质 (iy) 说 明 Fermi 导数 是 导数 D/as 的 自然 推广 。) 
因此 ,如 果 使 7, 的 规范 正 交 基 沿 y(s) 移动 ,以 使 每 一 基 向 量 的 
Fermi 导数 为 零 , 则 可 得 y(s) 的 每 一 点 的 规范 正 交 基 , 且 Es =V。 向 量 
E, ,E, ,E, 可 理解 为 沿 y(s) 给 出 的 一 组 非 转 动 轴 。 在 物理 上 可 以 通过 
指向 每 一 向 量 的 小 陀螺 来 实现 。 
通过 下 述 规则 ,可 将 向 量 场 上 定义 的 沿 y(s) 的 Fermi 导数 扩展 到 
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任意 张 量 场 : 
(i) D,/ as 是 一 线性 映射 , 它 将 沿 y (5) 的 (r,s) 型 张 量 场 映射 到 
(r, o EKRA, 并 


Gi) EKOL) = 





D anya 
根据 这 些 规则 ，7”, 的 对 偶 基 E ,FE EE 也 是 沿 y(s) 的 Fermi 移动 
基 。 运 用 Fermi 导数 ,(4.3) 和 (4.4) 式 可 写成 
a (4.5) 


E Z= Ry ZV Vth, VO 2+ VV, Z, (4.6) 


我 们 也 可 用 Fermi 移动 对 偶 基 来 表述 这 些 方 程 。 由 于 ,2Z 垂直 于 V, 故 
EMA E E, E, 上 的 分 量 。 于 是 ,Z 可 表示 为 LE, KERMA: 
希腊 字母 指标 仅 取 数 值 1,2,3。 这 样 (4.5) 和 (4. 6) 式 可 用 通常 导数 
写 为 

d 


qe Mk, (4.7) 


Tze = -Rg + Vet V°V,)Z, (4.8) 


这 里 这 ,gs 是 ,在 a=a,b=B 时 的 分 量 。 由 于 分 量 2* 服从 一 阶 线性 常 
微分 方程 (4.7) ,它们 可 用 某 点 4 的 值 来 表示 


Z*(s) =Ayg(s)Z*|,, (4.9) 
这 里 Apl) Æ 3 x3 和 矩阵 , 它 是 9 点 的 单位 矩阵 ,满足 
Ag(s) =V,Agg(8) 0 (4.10) 


在 流体 情形 ,可 以 认为 矩阵 A 代表 着 一 个 在 9 点 呈 球 形 的 流体 元 的 
形状 和 方向 。 这 个 矩阵 可 写 为 

Aug = OaS (4.11) 
这 里 Og ERA IE ETT ESCH Sg 是 对 称 矩 阵 。 它 们 同时 被 
选 作 9 点 的 单位 矩阵 。 我 们 可 以 认为 ,0 代表 相 邻 曲线 在 Fermi 移动 
基 下 的 转动 ,而 So 则 代表 这 些 曲 线 相对 于 yC) 的 分 离 , 并 可 将 Soe 的 
行列 式 (等 于 4。 的 行列 式 ) 视 为 由 相 邻 曲线 围 成 的 垂直 于 y(s) 的 面 
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元 的 三 维 体积 。 

在 Aug 为 单位 矩阵 的 9 A, dO pds 是 反对 称 和 矩阵 而 dSsg/ds 是 对 
称 和 矩阵 。 因 此 ,4 点 上 相 邻 曲线 的 转动 速率 由 Vag 的 反对 称 部 分 给 出 ， 
而 其 相对 于 y(s) 的 分 离 的 变化 速率 则 由 Vg 的 对 称 部 分 给 出 。 由 此 
我 们 定义 涡 量 张 量 为 


was =h, hs Vica (4. 12) 
定义 膨胀 张 量 为 
Oa = ha h ， (4.13) 
体积 膨胀 则 定义 为 
0=0,h" =V yk” =V 0 (4. 14) 
进而 我 们 定义 剪 切 张 量 为 gw 的 无 迹 部 分 : 
Ou =0,, ~The, (4. 15) 
定义 涡 向 量 为 
w = ie Vig = Iny, Vig (4. 16) 
向 量 V 的 协 变 导数 可 由 这 些 量 表示 为 
Vig Oa + Ou +5 Oly — VV yo (4.17) 


流体 速度 向 量 的 梯度 的 这 种 分 解 ， 可 直接 与 Newton 流体 力学 情形 
类 比 。 

在 Fermi 移动 规范 正 交 基 下 , 涡 量 和 膨胀 可 用 和 矩阵 4。 及 其 逆 
4 .来 表示 : 


_ d 
Weg = -4 ag Apiys (4. 18) 
=A-! d 
On 一 agg Apr? (4. 19) 
6 = (detA) i (det) (4. 20) 
由 偏离 方程 (4.8) ,有 

d? 。 。 。 

Soe = (Rae + Vag + Va Wy Ape (4.21) 


如 果 已 知 Riemann 张 量 ,我 们 即 可 根据 这 个 方程 来 计算 涡 量 .前 切 以 及 
膨胀 沿 V 的 积分 曲线 的 移动 。 
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将 (4.21) 式 乘 以 4 ”sw 并 取 其 反对 称 部 分 ,得 


d . 
ds =20,(.Ag1 + V lapl . (4. 22) 


由 此 可 见 , 涡 量 的 移动 依赖 于 加 速度 的 反对 称 梯度 而 不 是 “潮汐 
力 "。 上 式 的 另 一 种 形式 为 
(Asans4s) =4je ra4a。 (4. 23) 


因此 ,如 果 曲 线 是 测 地 线 , 则 A, 005A ge 是 常数 和 矩阵。 特别 地 ,如 果 曲 线 
是 测 地 线 而 涡 量 在 曲线 的 某 一 点 为 零 , 则 涡 量 在 曲线 的 所 有 点 均 为 零 。 
如 果 曲 线 是 理想 流体 的 流 线 , 则 由 (4.1) 式 ,有 
V sal = -ow 
MARA SY, ERS Pe 
WA, .@ysAsg = 常数 ， (4.24) 


ya yò 


这 里 logW = [pe 


这 一 守恒 律 是 Newton 涡 量 守恒 律 在 相对 论 下 的 形式 。 在 测 地 线 或 压 
强 为 零 情形 , 它 取 通常 形式 , 即 涡 向 量 的 大 小 反比 于 垂直 于 流体 元 涡 向 
量 的 截面 面积 。 如 果 压 强 不 为 零 , 此 时 存在 额外 的 相对 论 效 应 。 这 种 
效应 源 于 这 样 一 个 事实 , 即 流体 的 压缩 将 对 流体 做 功 ,从 而 引起 流体 元 
的 质量 ( 即 惯 性 ) 的 增 大 (参见 (3.9) 式 ) 。 这 说 明 流体 受到 压缩 时 其 涡 
量 的 增长 要 小 于 我 们 预期 的 相反 情形 下 的 变化 。 
(4. 21 ) 式 乘 以 4…w 并 取 对 称 部 分 ,得 
Tos = -Rap -Ou 0g- Pay yp + Vap + Va Vso (4.25) 
(用 Femi 导数 取代 通常 导数 ,并 将 所 有 向 量 投影 到 垂直 于 V 的 子 空 
闻 的 方法 ,我 们 可 在 一 般 的 非 规范 正 交 的 非 Fermi 移动 基 下 表示 这 一 
方程 和 (4.23) 式 。) 
(4.25) 式 的 迹 为 
Z4- -Ra VV +2w -20° -10 + Veo, (4. 26) 
这 里 2w =w,,0" 20, 
20° =o,40" 20. 


分 别 由 Landau 和 Raychaudhuri 独立 发 现 的 这 一 方程 ,对 以 后 的 讨论 极 
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”为 重要 。 我 们 可 从 中 看 出 , 涡 旋 就 像 离心 力 一 样 导 致 膨胀 ,而 剪 切 则 产 
生 收 缩 。 对 流 线 有 切 向 量 V APE HK, HATER, VV = 
4T(K+3p)。 因 此 可 以 预料 , 这 一 项 也 能 引起 收缩 。 我 们 将 在 $4.3 
对 这 一 项 的 符号 进行 一 般 的 讨论 。 

(4. 25 ) 式 的 无 迹 部 分 为 
rs =- Casa V V“ + She hy’ Rag = Wy Wy -Ou Ty ~ 
2 
3 


00, + hah,’ Vy, 一 Fhe (20" -20° + V'a + FRah") ， 
(4.27) 

这 里 Cs 是 Weyl 张 量 。 这 个 张 量 无 迹 ， 因此 不 会 直接 出 现在 膨胀 方 

程 (4. 26) 中。 但 由 于 膨胀 方程 的 右边 有 -20 项 , 故 Weyl 张 量 通过 引 

起 剪 切 来 间接 产生 收敛 。Riemann 张 量 可 根据 Weyl 张 量 和 Ricci KH 

表示 为 

R abed = C abed “Jata Rego Iot Raa -RII 
FL Ricci 张 量 由 Einstein 方程 给 出 : 
Ro FIR +My =8m7.。 


因此 , Weyl 张 量 代表 着 不 由 局 部 物质 分 布 确定 的 曲率 部 分 。 但 它 不 是 
完全 任意 项 ,因为 Riemann 张 量 必须 满足 Bianchi 恒等式 ， 


Rost eg;e] =0 
它 可 重 写 为 
ces = J= ， (4. 28) 
这 里 J= = RIS! + 9 R (4. 29) 
这 些 方程 类 似 于 电动 力学 的 Maxwell 方程 
F® , =J, 


这 里 fF” 是 电磁 场 张 量 ,J 是 源 电 流 。 因 此 ,在 某 种 意义 上 说 ,我 们 可 
将 Bianchi 恒等式 (4. 28) HH Weyl 张 量 的 场 方程 ,只 是 在 这 里 , 某 一 
点 的 曲率 取决 于 其 他 点 的 质量 分 布 。( 这 种 方法 已 被 用 于 分 析 引 力 辐 
射 行 为 , 见 Newman and Penrose (1962), Newman and Unti (1962) 和 
Hawking (19662) 。) 
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4.2 BHR 


如 同 对 类 时 曲线 的 作用 一 样 ,Riemann 张 量 也 会 影响 零 曲 线 的 分 “ 


离 变 化 率 。 为 简明 起 见 , 这 里 我 们 只 考虑 零 测 地 线 情形 。 这 些 曲线 代 
表 光 子 的 历史 。Riemann 张 量 的 作用 主要 表现 为 引起 光线 的 扭曲 或 聚 
RRIK. 

为 考察 这 一 点 ,我 们 考虑 具有 切 向 量 K(9(K,K) =0) 的 零 测 地 线 
汇 的 偏离 方程 。 这 里 的 情形 与 上 节 类 时 测 地 线 的 情形 有 两 点 重要 区 
别 。 首 先 , 我 们 可 以 通过 要 求 g(V,V) = -1 来 归 一 化 类 时 曲线 的 切 
向 量 V ,这 实际 上 相当 于 用 绚 长 ; 将 曲线 参数 化 。 但 在 零 曲 线 情形 下 ， 
这 显然 是 不 可 能 的 ,因为 它们 的 弧 长 为 零 。 我 们 最 多 能 选取 一 个 仿 射 
参数 v, 这 样 , 切 向 量 K 服从 方程 

exe =K* K =0, 

然而 ,我 们 还 可 以 让 ，” 乘 以 一 个 沿 每 条 曲线 都 不 变化 的 函数 六 这 样 我 
们 得 到 另 一 仿 射 参数 名, 其 相应 的 切 向 量 是 /KK。 因 此 ,如 果 将 曲线 
看 做 流 形 的 点 集 , 则 切 向 量 其 实 只 能 唯一 确定 到 沿 曲线 的 一 个 常数 因 
子 。 第 二 点 区 别 是 ,现在 也 关于 的 商 空 间 0, 不 与 7, 的 垂直 于 K 
的 子 空间 H, AW, 这 是 因为 及 包含 了 向 量 K 本 身 ( 因 为 
g(K,K) =0) 。 事 实 上 ,下 面 会 看 到 ,我 们 并 不 真 的 对 整个 0, 感 兴趣 ， 
而 只 是 对 由 及 内 相差 一 个 K 因子 的 向 量 等 价 类 组 成 的 子 空间 5, 感 
兴趣 。 在 光线 的 情形 下 ,$, 的 组 元 代表 着 由 同一 光源 同时 发 出 的 两 条 
相 邻 光线 的 分 离 。 

类 似 于 类 时 曲线 情形 ,我们 在 曲线 y(v) 的 一 点 qg SLA T, AIT”, 的 
对 偶 基 E, ,E,,E,,E, 1 E',E’,E’,E*, 但 现在 这 些 基 无 法 取 为 规范 
正 交 的 。 我 们 取 E, EFK; RE, 为 另 一 个 零 向 量 工 , 它 和 了 有 负 的 
单位 标 积 (9( 了 ; ,E; ) =0,9(E,,E,) = -1),E, WE, 则 取 为 相互 垂直 
ASE, WE, 也 垂直 的 单位 类 空 向 量 。 

(g(E, ,E,) =9(E,,E,) =1, 
g(E, ,E,) =9(E, ,E, ) =9(E, ,E,) =0, 等 等 ) 。 

注意 , 由 于 基 向 量 的 非 规范 正 交 性 ,形式 EB 实际 上 等 于 形式 

-K'ga, E, 等 于 ~Lg6。 可 看 出 ,Ei ,E,,E, 构成 的 一 个 基 , 而 EE,， 


pa] 
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E,,E, 到 Q, 的 投影 构成 Q, 的 一 个 基 ,E, ME, 的 投影 构成 S, 的 一 个 
基 。 通 常 我 们 并 不 区 分 向 量 Z 和 它 到 OQ, RS, 的 投影 。 我 们 称 具 有 上 
R E, E, E, E, 性 质 的 基 为 伪 规 范 正 交 基 。 将 它们 沿 y) EFTE 
动 ,可 得 y(v) 的 每 一 点 的 伪 规 范 正 交 基 。 

我 们 用 这 个 基 来 研究 零 测 地 线 的 偏离 方程 。 如 果 Z 代表 相 邻 曲 
线 上 相应 点 之 间 的 间距 , 则 如 前 所 述 有 


LKZ =0, 
D a a 
故 p =K PA (4.30) 
D? d 
a TIZ" = -R aZ RR (4.31) 


在 伪 规 范 正 交 基 下 ,K",, 为 零 ( 因 为 K 是 测 地 线 ) 。 因 此 可 将 (4. 30) Ñ 
的 1,2 和 3 分 量 表 示 为 一 组 常 微分 方程 : 
oy sees 
qe =K eZ", 
和 前 面 一 样 ,这 里 希腊 指标 取 值 1,2,3。 这 说 明 ,Z 到 空间 0, 的 投影 
RARS Z 的 投影 而 不 包括 平行 于 K 的 ZZ 分 量 的 移动 方程 。 而且, 由 
于 (K"gwK ),.=0, 故 区 ,=0。 这 意味 着 Z = - ZK 沿 测 地 线 yo) 
是 一 常量 。 我 们 可 将 此 理解 为 , 自 同一 光源 不 同时 刻 发 出 的 光线 将 保 
持 不 变 的 时 间 间 隔 。 事 实 正 是 这 样 , 因 此 我 们 更 感 兴趣 的 是 具有 纯 空 
间 间 隔 的 相 邻 零 测 地 线 的 性 态 , 即 我 们 只 对 满足 好 =0 的 向 量 Z 感 兴 
趣 。 这 种 向 量 的 投影 处 于 子 空间 S, 内 ,并 服从 方程 
d gm _ i 
qe K aZ", 
这 里 m,n 仅 取 值 1,2。 它 类 似 于 类 时 情形 的 (4.7) 式 ,不 过 我 们 这 里 
只 涉及 联络 向 量 Z 的 二 维 空间 。 
如 同上 节 ,2" 可 由 它 在 某 点 9 的 值 来 表示 : 
Z” (o) =A,,(v) ZI, 
IH Â, (v) 是 2 x2 矩阵 ,满足 


O) =KyipAp (0), (4.32) 


mip’ pn 





2 


ad 、 A 
qá 6) = ~ R mpm Y) o (4.33) 
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和 前 面 一 样 , 我 们 将 K,,,, 的 反对 称 部 分 称 为 涡 量 ww ,K;,, 的 对 称 部 分 


称 为 分 离 速 率 Onno K,,, 的 迹 称 为 膨胀 9, 并 定义 剪 切 5 为 9,, 的 无 迹 
部 分 。 这 些 量 也 都 服从 前 面 那些 类 似 的 量 的 方程 : 


Sim = 一 00,, +20, O00, ’ (4. 34) 
d 2 a gb a2 a2 1 2 
doe = T Rak K +20w -20 -73° ， (4.35) 
v 
d a aa a a a a a2 a2 
dv? ™ 二 一 C måna 7 OO mn 一 O mp pn ~ W mp p + Ban (C TW ) 。 
(4. 36) 


方程 (4. 35) 类 似 于 类 时 测 地 线 的 Raychaudhuri 方程 。 我 们 再 次 
看 到 , 涡 量 引起 膨胀 而 剪 切 引起 收缩 。 我 们 将 在 下 节 说 明 ,Ricci 张 量 
-R, KK 通常 是 负 的 ,因而 引起 聚焦 。 如 前 所 述 , Weyl 张 量 不 直接 影 
响 膨 胀 ,但 会 造成 扭曲 , 而 扭曲 反 过 来 会 造成 收缩 (参见 Penrose 
(1966 ) ) 。 


4.3 能 量 条 件 


在 实际 宇宙 中 ,能 量 - 动量 张 量 由 大 量 不 同 的 物质 场 的 贡献 所 组 
成 。 因 此 ,即使 我 们 知道 每 个 场 的 精确 形式 ,也 知道 支配 它 的 运动 方 
程 ,要 想 精 确 描述 能 量 -动量 张 量 ,也 是 一 件 复杂 而 不 可 能 的 事情 。 实 
际 上 ,我 们 对 极端 密度 和 压力 条 件 下 的 物质 行为 几乎 一 无 所 知 ,似乎 没 
有 希望 通过 Einstein 方程 来 预言 宇宙 会 出 现 奇 点 ,因为 我 们 不 知道 方 
程 右边 是 什么 。 但 是 ,我 们 可 以 为 能 量 - 动量 张 量 假定 一 些 物理 上 合 
理 的 不 等 式 。 本 节 就 讨论 这 一 问题 。 我 们 会 发 现 ,在 许多 场合 ,这 些 不 
等 式 足以 证 明 会 出 现 奇 点 ,而 与 能 量 - 动量 张 量 的 精确 形式 无 关 。 

第 一 个 不 等 式 是 : 


弱 能 量 条 件 
对 每 一 点 pe.W 的 任 一 类 时 向 量 We 7, ,能量 -动量 张 量 服从 不 
FA Tu 耻 及 关 0。 根 据 连续 性 条 件 , 这 对 任 一 零 向 量 We 7 也 成 立 。 
对 世界 线 在 p 点 有 单位 切 向 量 V 的 观察 者 来 说 ,他 看 到 的 局 部 能 
REREH Ta VY 六。 于 是 这 个 假定 相当 于 说 ,任何 观察 者 测 得 的 能 量 密 
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度 都 是 非 负 的 。 这 在 物理 上 看 是 非常 合理 的 。 为 进一步 考察 这 个 假定 
的 意义 ,我 们 利用 这 样 的 事实 :在 规范 正 交 基 E, ,了 ,E, ,E,(E, 类 时 ) 
TF, p 点 的 能 量 - 动量 张 量 的 分 量 7” 可 表示 为 下 述 四 种 正则 形式 之 


I 型 
Py 


H 

”这 是 能 量 -动量 张 量 具有 类 时 本 征 向 量 E 的 一 般 情形 。 本 征 向 量 是 

唯一 的 ,除非 上 = -pe(a=1,2,3)。 本 征 值 六 代表 世界 线 在 p 点 有 单 

位 切 向 量 E, 的 观察 者 测 得 的 能 量 密度 ,本 征 值 p, (a =1,2,3) 代 表 三 

个 类 空 方向 E。 上 的 主 压强 。 我 们 观察 到 的 所 有 具有 非 零 静 质 量 的 

场 ,都 具有 这 种 能 量 - 动量 张 量 形式 ;所 有 具有 零 静 质量 的 场 ,除了 有 具 
有 下 面 的 卫 型 的 那些 场 之 外 ,其 能 量 - 动量 张 量 也 都 具有 这 种 形式 。 


型 
pı 0 
0 
T° 0 p ， vpe=tl, 
到 一 K v 
0 
vovt+K 


这 是 能 量 -动量 张 量具 有 双重 零 本 征 向 量 (E, +E,) 的 特殊 形式 。 只 
是 在 零 静 质量 场 代表 沿 E, +E, 方向 传播 的 辐射 时 ,其 能 量 - 动量 张 
量 才 会 出 现 这 种 形式 。 此 时 p,p, 和 x 均 为 零 。 

il 39 


oo ot 
一 

1 

x~ 
yr or o 
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这 是 能 量 - 动量 张 量 具有 三 重 零 本 征 向 量 (E +E, ) 的 特殊 形式 。 我 
们 没有 观察 到 具有 这 种 能 量 - 动量 张 量 形 式 的 场 。 


KR 型 
p 0 
0 
T” = 0 p kK <4r, 
-K v 
0 
v 0 


这 是 能 量 - 动量 张 量 不 具有 类 时 或 零 本 征 向 量 的 一 般 形 式 。 我 们 没有 
观察 到 具有 这 种 能 量 - 动量 张 量 形式 的 场 。 

对 工 型 , 弱 能 量 条 件 在 人 =0,A+pe>0(a=1,2,3) 时 成 立 ;对 工 
型 , 弱 能 量 条 件 在 pi 20, p, 20, K> 0, v= +1 时 成 立 。 这 些 不 等 式 
是 非常 合理 的 要 求 ,也 为 所 有 实验 观测 的 场所 满足 。 对 物理 上 不 可 实 
现 的 下 型 和 有 型 , 弱 能 量 条 件 不 会 成 立 。 

对 Brans 和 Dicke( 见 Dicke( 1964) ) 提出 的 标量 场 o, 弱 能 量 条 件 
也 成 立 。 他 们 要 求 这 种 场 处 处 为 正 , 且 有 形 如 (3.6) 式 的 能 量 - 动量 
张 量 ( 这 时 m =0)。 而 其 他 场 的 能 量 张 量 则 为 p 乘 以 这 种 标量 场 不 存 
在 时 所 应 有 的 能 量 张 量 。 

对 Hoyle 和 Narlikar( 1963 ) 提 出 的 “C” 场 , 弱 能 量 条 件 不 成 立 。 这 
个 C 场 也 是 一 个 m=0 的 标量 场 ,只 是 此 处 能 量 - 动量 张 量 有 相反 的 
符号 ,因而 能 量 密度 是 负 的 。 这 种 情形 允许 同时 产生 正 能 量 场 的 量子 
与 负 能 量 C 场 的 量子 ,其 过 程 出 现在 由 Hoyle 和 Narlikar 提出 的 稳 恒 态 ， 
宇宙 模型 里 。 在 那个 模型 里 , 当 粒 子 因 宇宙 膨胀 而 分 离 时 ,新 物质 会 源 
源 不 断 地 产生 出 来 以 维持 不 变 的 平均 密度 。 然 而 这 一 过 程 伴 有 量子 力 
学 困难 。 因 为 即使 过 程 截面 非常 小 , 正 负 能 量 量子 可 能 具有 的 无 穷 相 
空间 也 会 导致 在 有 限时 空 区 域 里 产生 无 穷 多 的 正 负 能量 量 子 对 。 

如 果 弱 能 量 条 件 成 立 ,这 种 灾难 就 可 能 不 会 出 现 。 如 果 更 强 的 能 
量 条 件 成 立 , 则 不 可 能 有 物质 创 生 ,就 是 说 ,如 果 时 空 在 某 个 时 刻 是 空 
的 ,并 且 没 有 物质 从 无 穷 远 处 进来 , 则 它 必 将 永远 是 空 的 。 反 过 来 说 ， 
某 个 时 刻 出 现 的 物质 不 可 能 消失 , 它 必 然 在 另 一 时 刻 出 现 。 这 个 加 强 
的 条 件 就 是 
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主 能 量 条 件 

对 每 一 类 时 向 量 WW, T W W, 20 H TW, 为 非 类 空 向 量 。 

这 一 条 件 可 理解 为 ,对 任何 观察 者 来 说 ,局 部 能 量 密度 是 非 负 的 ， 
局 部 能 量 流向 量 是 非 类 空 向 量 。 一 种 等 价 的 说 法 是 ,在 任意 规范 正 交 
基 下 ,能 量 大 于 T, 的 其 他 分 量 , 即 对 每 个 a,b， 

T” SIT" 1, 
“420, -uSp Sula =1,2,3) 时 , 它 对 了 型 成 立 ; 当 v= +1,«20, 
0<p; 所 k(i=1,2) 时 , 它 对 荆 型 成 立 。 换 言 之 , 主 能 量 条 件 就 是 弱 能 量 
条 件 外 加 一 个 要 求 :压强 不 应 超过 能 量 密度 。 这 对 所 有 已 知 的 物质 形 
式 都 成 立 ,事实 上 ,我们 也 确实 有 理由 相信 它 在 所 有 场合 都 成 立 。 例 
如 , 沿 E, 方向 传播 的 声波 速度 是 dp。/ (绝热 ) 乘 以 光速 。 根 据 §3. 2 
的 假设 (a) ,任何 信号 不 可 能 快 于 光速 传播 , 故 dp。/dp 必 小 于 或 等 于 
lo FÆ pa <n, 因 为 对 任何 已 知 物质 形式 , 当 能 量 密度 较 小 时 压强 也 
较 小 。( Bludman 和 Ruderman ( 1968 , 1970) 曾 证 明 , 可 能 存在 这 样 的 
场 ,其 质量 的 重 正 化 能 导致 压强 大 于 密度 。 但 我 们 感到 ,这 也 许 恰 好 意 
味 着 重 正 化 理论 的 失败 ,而 不 是 证 明 那 种 情形 会 发 生 。) 现在 我 们 考虑 
”如 图 9 展示 的 一 种 情形 ,其 中 有 梯度 处 处 类 时 的 C? 函数 i( 我们 将 在 


曲面 | ¢ = 常数 | 





图 9 具有 过 去 和 未 来 非 类 时 边界 (330 ,(830， 以 及 类 时 边界 ( 80, 的 时 空 
紧 致 区 域 op 多 位 于 曲面 AO) 的 过 去 (由 +=z 定 义 ) HUBBARD W(t"), 
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§ .6.4 证 明 , 只 要 时 空 不 处 在 破坏 因果 性 的 边缘 ,这 种 函数 是 存在 的 ) 。 
紧 致 区 域 Y 的 边界 33/ 包括 :( 930 1 ,其 法 线形 式 n 非 类 空 且 使 ni,,g” 
为 正 ;( 9W ),, 其 法 线形 式 n 非 类 空 且 使 ntg” 为 负 ; 其 余部 分 为 
( 92 );( 它 可 能 为 空 )。 法 线形 式 n 的 符号 由 以 下 要 求 确定 :对 所 有 指 
向 外 的 向 量 XX, (n, X) NECA § 2.8), c= 的 曲面 记 为 H(t’), 
Ut <0 的 区 域 记 为 U4(1')。 为 以 后 $7.4 的 应 用 ,我 们 建立 一 个 不 
等 式 , 它 不 仅 对 能 量 -动量 张 量 7” 成 立 ,而 且 对 任意 满足 主 能 量 条 件 
的 对 称 张 量 5S” 也 成 立 。 将 不 等 式 用 于 能 量 - 动量 张 量 ,可 以 证 明 , 只 
BT” 在 (92% ); 和 初始 面 (9&% ) ,上 为 零 , 则 它 将 处 处 为 零 。 


引 理 4.3.1 
存在 某 个 正常 数 P, 使 任何 满足 主 能 量 条 件 并 在 ( 34; 上 为 零 的 
KE SÀ 有 


frani tudo s- fa Stado, + 
PÍ (Levy gS tedo) + f (fang wos) et" 


考虑 体积 分 
I(t) = hy (Sta) ado = 人 Std + heo S” pt advo 
由 Gauss 定理 , 它 可 变换 为 在 M WANA: 


ab 
I(t) = Lacs t.doy. 


Ut) HIF At) NOW WO H(t) AK. HFS” EOW, 上 为 


Kt) = | 


Monon $ honen: + fano ° 
根据 主 能 量 条 件 ,$”“: 。 是 非 类 空 向 量 , 并 有 Stata 20, AW (aw, 
的 法 线形 式 非 类 空 目 使 ni1.,g”<0, 故 右边 第 二 项 非 负 ,于 是 
ab pp _ ab ab ab 
Dien Sted < honon Sidas + J (Stas +S sta) do。 


由 于 20 SRB, BL ta 的 分 量 在 类 时 向 量 为 4。 方向 的 任意 规范 正 交 基 下 
有 上 界 , 因 此 存在 某 个 已 >0 ,使 在 多 上 有 
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Sht a SPS tts 
对 任 一 服从 主 能 量 条 件 的 5S” 成 立 。W(1) 上 的 体积 分 可 分 解 为 
H) 六 WU 上 的 面积 分 和 对 1 的 积 
fey PS tata +S” ta dv = | {fi na Ps +S" ,)do, hae’, 
这 里 dc, 是 XW) 的 面 元 。 于 是 


| S“t do, < 一 
HA) OH ‘ 


P| (Jerrad tied) ae + J (Paces yy Se sere ae’ 口 
作为 这 一 结果 的 直接 推论 ,我 们 有 


| S”t do, + 
WML) (aw , , 


守恒 定理 
” ”如 果 能 量 - 动量 张 量 服从 主 能 量 条 件 , 并 在 (3W); 和 初始 面 
OW 上 为 零 , 则 它 在 上 处 处 为 零 。 


今 

x(t) = [Tt tudo = Ffan tinder, ae! > 0， 
于 是 由 上 述 引 理 得 dx/dtes Px, (AMS EB RH) t, M1) RW 相交 , 故 
x 为 零 。 因 此 ,对 所 有 使 7" 在 NW 上 为 零 的 1,x BE, 口 


由 守恒 定理 可 知 ,如 果 能 量 -动量 张 量 在 集合 . 上 为 零 , 则 它 在 未 
来 Cauchy RA DS) EER. D'S ) 定 义 为 所 有 这 样 一 些 点 的 
合 , 每 一 条 通过 其 任 一 点 的 指向 过 去 的 非 类 空 曲 线 与 .Y 相交 (图 


10) (参见 $6.5)。 这 是 因为 ,车 g EDS) HEADS) P 
DF) 











LN LPN 


SS 


CLANYYGGE 










S 


图 10 类 空 集合 SY 的 未 来 Cauchy RR D? CZ )。 
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点 9 的 过 去 区 域 是 紧 致 的 (命题 6.6.6) ,因而 可 取 为 入 这 一 结果 相 
当 于 说 , 主 能 量 条 件 意味 着 物质 不 可 能 运动 得 比 光 快 。 
对 我 们 考虑 奇 点 来 说 , 弱 能 量 条 件 的 重要 性 在 于 它 意味 着 物质 对 
零 测 地 线 汇 总 是 具有 收敛 (严格 说 来 是 非 发 散 ) 的 作用 。 如 果 涡 量 为 
零 , 则 膨胀 6 服从 方程 
d 、 a pb a2 1 ^2 
dee = -Ra KK -20 -70 o 
故 在 此 情形 下 ,如 果 对 任意 零 向 量 W 有 RWW 天宇 0, 则 6 沿 零 测 地 线 ” 
单调 减 小 。 我 们 称 此 为 零 收敛 条 件 。 根 据 Einstein 方程 
Ra -三 guR+Agu =80T yg, 
这 一 条 件 隐 含 于 弱 能 量 条 件 中 ,而 与 A 的 值 无 关 。 
由 (4.26) 式 可 以 看 出 ,如 果 对 任意 类 时 向 量 W 有 RWW SO, 
涡 量 为 零 的 类 时 测 地 线 汇 的 膨胀 6 沿 测 地 线 也 是 单调 减 小 的 。 我 们 将 
此 称 为 类 时 收敛 条 件 。 由 Einstein 方程 ,类 时 收敛 条 件 成 立 ,要求 能 量 
-动量 张 量 服从 不 等 式 
a 1 
T W waww, |T -74 


a 


这 个 不 等 式 在 
1 
M+P,20, w+ %p,-Z-A20, 
时 ,对 工 型 成 立 ; 而 在 
v=+1, «20, p,20, p >0 Ñi p, +p, -7-A >0 


时 ,对 卫 型 成 立 。 

如 果 能 量 - 动量 张 量 在 A =0 时 服从 上 述 不 等 式 , 则 称 能 量 - 动 
量 张 量 满足 强 能 量 条 件 。 这 是 比 弱 能 量 条 件 更 强 的 要 求 , 但 对 总 能 量 
-动量 张 量 来 说 在 物理 上 仍然 是 合理 的 。 对 工 型 的 一 般 情 形 ,只 有 在 
负 能 量 密度 或 大 的 负 压 强 情形 下 ,这 一 条 件 才 可 能 被 破坏 (例如 ,对 密 
度 为 1 g ecm“ 的 理想 流体 , 仅 当 压强 p < - 105 个 大 气压 时 它 才 不 成 
YW). SHH A m 为 零 的 标量 场 , 它 都 是 成 立 的 (特别 地 , 它 对 Brans 
- Dicke 标量 场 也 成 立 ) 。 而 对 m 不 为 零 的 标量 场 ,能 量 - 动量 张 量 形 
式 为 ( $3.3) 





o 
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* Ta = 中 ,由 AT +m 由)。 
因此 ,如 果 W 是 单位 类 时 向 量 , 则 
TWW -FW WT = ($W)? - 


有 可 能 为 负 。 但 由 标量 场 方程 ,我 们 有 
1 m 2_1 ab 
2 k? = ha o | 
将 其 代入 (4.37) 式 ,并 在 区 域 WW 上 积分 , 则 右边 为 
Lf Co" +2W WW) Gbudo -3| dogda, 


因为 g% +2W-W 是 正定 度 规 ,上 式 第 一 项 非 负 。 而 第 二 项 要 在 区 域 多 
的 尺度 比 波长 h/m 大 得 多 时 才 比 第 一 项 小 。 对 下 介子 ( 它 可 用 mm = 

6x107” g 的 标量 场 作 经 典 描述 ) ,其 波长 为 3 x 10°" om, LR T 
介子 的 能 量 - 动量 张 量 也 许 不 能 在 每 一 点 都 满足 强 能 量 条 件 ,但 这 不 
影响 类 时 测 地 线 在 大 于 107 cm 尺度 上 收敛 。 当 时 空 的 曲率 半径 小 
F107” em 时 ,这 也 许 会 导致 第 8 章 的 奇 点 定理 不 成 立 , 但 这 种 曲率 已 
经 足够 极端 了 ,我 们 完全 可 以 将 其 看 作 奇 点 ( 8 10.2) 。 


4. 4 HHA 


我 们 在 §4.1 看 到 ,在 类 时 测 地 线 汇 里 ,代表 曲线 y (s) 与 相 邻 曲 
线 的 分 离 的 向 量 分 量 ,满足 Jacobi 方程 : 

GZ = -Rap (a,8=1,2,3). (4. 38) 
方程 的 解 被 称 为 沿 y(s) 的 Jacobi 场 。 由 于 解 可 通过 给 定 2* MdZ*/ds 
在 y(s) 的 某 一 点 的 值 来 确定 ,因此 沿 y(s) 有 6 个 独立 的 Jacobi 场 。 在 
y(s) 的 某 一 点 g, 有 3 个 独立 的 Jacobi 场 为 零 。 它 们 可 表示 为 


2°(s) =A g(s) ÈZ’, 
d 
这 里 34g(s) = -Rendoe(s)， (4.39) 


4(s) 是 一 个 3 x3 EE, CE q 点 为 零 。 这 些 Jacobi 场 可 视 为 代 
K q 点 的 相 邻 测 地 线 间 的 分 离 。 与 前 面 类 似 ,我 们 可 定义 沿 y(s) 且 
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TE q 点 为 零 的 Jacobi 场 的 涡 量 . 剪 切 和 膨胀 等 : 


ad 

Wp =A yaglar’ (4. 40) 

-4- t4 1s (4.41) 
Tg = 1B qs Or 3 gh, - 

0 = (detA) È detA), (4.42) 


它们 也 服从 $4. 1 导出 的 方程 ,是 有 六 =0。 特 别 地 ， 


1 d d 
A yd = 2 (Avec -Agr 


沿 y(s) 为 常数 。 但 在 4 为 零 的 9 点 , 它 将 为 零 。 因 此 ,ww 在 Ag 非 
奇异 的 地 方 为 零 。 

如 果 沿 y(s) 存 在 一 个 Jacobi 场 , 它 不 恒 等 于 零 ,但 在 p 和 9 点 为 
零 , 则 我 们 称 点 SAG ys) RR, RTH p 点 视 为 过 9 点 的 无 
限 邻 近 的 测 地 线 的 交点 。( 但 请 注意 , 交 于 p 点 的 可 能 只 是 无 限 邻 近 的 
测 地 线 , 而 不 要 求 从 g 点 出 发 的 不 同 测 地 线 经 过 p 点 。) 沿 y(s) 且 在 gq 
点 为 零 的 Jacobi 场 由 矩阵 A, HR, AU, SAW A, 在 p 点 奇异 时 ， 
Ap Ai y(s) FEET g. BEAK OE LA (detA) “'d(detA)/ds, HF 
Ap 服从 (4.39) 式 (其 中 Rs 有 限 ) Bed(detA)/ds 有 限 。 因 此 ,如 果 
9 在 p 点 趋 于 无 穷 , 则 p 点 沿 y(s) 共 轿 于 g 点 ; 反 过 来 也 成 立 ,因为 0 = 
d(log( detA) )/ds, M Ap 仅 在 孤立 点 才 是 奇异 的 ,否则 它 将 是 处 处 奇 
异 的 。 


命题 4.4.1 

如 果 在 某 点 y(s1)(s, >0) 脱 胀 9 为 负 值 9, <OA MAAR, VV SO, 
WE ys) ylsi +3/( —6,)) ZEEE y(s) HERE q 的 一 个 
点 ,只 要 y(s) 能 够 扩展 到 那个 参数 值 。( 如 果 时 空 是 测 地 不 完备 的 ,这 
一 点 未 必 可 能 。 在 第 8 章 我 们 将 把 这 种 不 完备 性 解释 为 奇 点 存在 的 
证 据 。) 


JERE A, 的 膨胀 6 服从 Raychaudhuri 方程 (4. 26): 


do- 2_le 
0= -RaV'V -20 -3 6", 
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% 这 里 我 们 用 到 涡 量 为 零 的 事实 。 上 式 右 边 所 有 项 丝 负 , 故 对 ;> si， 
有 
3 
Os 43/( -8,))° 
这 样 ,9 将 趋 于 无 穷 , 且 对 于 s, 5s, 4+3/( -0) 之 间 的 某 个 值 存在 一 点 
与 9 AHH, 口 





换 句 话说 ,如 果 类 时 收敛 条 件 成 立 , 且 自 9 点 出 发 的 相 邻 测 地 线 开 
始 在 y(s) 收 和 敛 , 则 只 要 y(s) 能 扩展 到 足够 大 的 参数 值 *, 某 个 与 y(s) 
无 限 邻 近 的 测 地 线 就 必然 与 y(s) 相交。 


命题 4.4.2 

如 果 R VV 20, HER p= ylsi) LY H Raa V V 不 为 零 , 则 
存在 值 s。 FI s3 使 点 q=y(so) ALA r=y(s,) 沿 y(s) tte, RB y(s) BE 
够 扩展 到 这 些 参 数值 。 


(4.39) 式 沿 y(s) 的 解 由 4s 和 dA gds 在 p 点 的 值 唯 一 确定 。 考 

虑 由 所 有 那些 满足 4 |, =a (dAn ds) |, 对称 且 迹 9|, 志 0 的 解构 成 
的 解 集 P。 对 P 内 每 个 解 ,存在 某 个 值 s >s, 使 46s(s;) 是 奇异 的 。 这 
是 因为 ,如 果 ol, <0, 则 由 前 述 结 果 知 存在 这 样 的 s; 如 果 ol, =0, 则 
(dowe/ds) |, 不 为 零 ,由 此 or 为 正 ,从 而 使 9 在 ;>s, MEn. MEP 
的 元 素 与 所 有 非 正 迹 ( 即 具有 (d4ws/ds)|, 的 值 ) 的 3 x3 对 称 矩 阵 组 
成 的 空间 S 一 一 对 应 。 因 此 存在 5 到 y(;s) 的 映射 , 它 将 每 个 初 值 
( dhss/ds) |, 赋 给 曲线 y(s) 上 4 首次 变 为 奇异 的 那些 点 。 映 射 是 
ER. mH, WMR dA gds) |, 的 某 个 分 量 很 大 ,那么 y(s) 上 相应 的 
点 将 处 于 p 点 附近 ,因为 在 此 极限 下 ,(4.39) 式 里 的 Rw 项 已 无 关 紧 
要 ,而 解 类 似 于 平 直 空间 下 的 结果 。 因 此 存在 某 个 C >0 Fs, > 
s1 ,使 得 如 果 ( dh4。s/ds) |, 的 某 个 分 量 大 于 C, 则 y(s) 上 相应 的 点 应 在 
yY(54) 之 前 。 然 而 ,由 所 有 分 量 小 于 或 等 于 C 的 矩阵 构成 的 $ 的 子 空 
间 是 紧 致 的 ,这 说 明 存在 某 个 s; >s ,使 m9(S) 处 于 从 y(s1) 到 y(s;) 的 
线段 上 。 现 考虑 点 r=y(s,) ,此 处 ss >s,, MRE r 5 p 之 间 不 存在 > 
的 共 轿 点 , 则 在 7 点 为 零 的 Jacobi 场 必 有 在 p 点 为 正 的 膨胀 9( 否则 它 
” 们 将 在 P 集 内 ,而 卫 集 代表 的 是 所 有 具有 零 涡 量 的 Jacobi 场 ,它们 在 p 
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点 的 膨胀 非 正 ) 。 于 是 从 上 述 结 果 ,存在 点 9 =y(so)(so<5), 它 是 点 
i y(s) HIES o 口 


在 有 实际 物理 意义 的 解 (尽管 不 一 定 是 具有 高 度 对 称 的 精确 解 ) 
中 ,我 们 通常 认为 每 一 条 类 时 测 地 线 都 能 遇 上 某 种 物质 或 某 种 引力 辐 
射 , 从 而 包含 某 些 RV 不 为 零 的 点 。 于 是 ,我 们 可 以 合理 地 假定 ， 
在 这 种 解 里 ,每 一 条 类 时 测 地 线 都 包含 着 共 恩 点 对 ,只 要 它 能 在 过 去 和 
未 来 两 个 方向 上 扩展 得 足够 远 。 

我 们 还 可 以 考虑 垂直 于 类 空 三 维 曲面 % 的 类 时 测 地 线 汇 。 所 谓 
类 空 三 维 曲面 交 是 指 由 /=0 局 部 定义 的 能 人 三 维 子 流 形 ,此 处 /是 一 
C 函数 且 当 /=0 A OSS, <0。 我 们 用 和 = ( -9° Suh.) TI Sa HK 
定义 % 的 单位 法 向 量 N, 用 xX。 =h, MN a KEX 和 % 的 第 二 基本 张 
ERE ha = gs + NN, KA % 的 第 一 基本 张 量 ( 或 称 诱导 度 规 张 
量 ,参见 8$2.7)。 由 定义 知 ,X 是 对 称 张 量 。 垂 直 于 X 的 类 时 测 地 线 
汇 由 单位 切 向 量 V 等 于 A 的 单位 法 向 量 NN 的 类 时 测 地 线 组 成 。 于 是 
我 们 有 ,在 XE, 

Va =Xaso (4. 43) 

我 们 用 向 量 Z RRR CMM y(s) 与 相 邻 的 另 一 条 垂直 于 
光 的 测 地 线 之 间 的 分 离 , 则 2Z 服从 Jacobi 方程 (4.38) 。 在 OP HIW HE 
线 y(s) 的 某 一 点 9, 乙 满足 初始 条 件 : 


iz =Y? 8, (4. 44) 


我 们 将 满足 上 述 条 件 的 沿 y(s) 的 Jacobi 场 表示 为 
Z*(s) =A,,(s)Z°l,, 


这 里 Aye = -Rah (4.45) 
在 4 点 ,4 是 单位 阵 ,并 有 

d 

Jele =Xor4yes (4. 46) 


如 果 存 在 沿 y(s) 不 处 处 为 零 的 Jacobi 场 , 它 在 9 点 满足 初始 条 件 
(4. 44) ,并 在 p 点 为 零 , 则 我 们 称 y(s) 上 的 p AR y(s) HFA. 
名 话说 ,点 p 沿 y(s) 共 轿 于 OF, MAM Ag Ep 点 奇异 。 我 们 可 将 p 
点 视 为 垂直 于 A 的 相 邻 测 地 线 的 交点 。 类 似 前 述 ,在 且 仅 在 膨胀 6 趋 


00 
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于 无 穷 的 地 方 ,4.。 才 是 奇异 的 。 在 4 AA, 0, Ay 的 初 值 为 零 , 因 此 
Wg 在 y(s) 上 为 零 。 6 WPAN Xag” o 


命题 4. 4.3 
如 果 Ra VV 20, Xag” <0, 则 在 与 % 相距 3/( -XxXw9”) 的 距离 
内 FETE y(s) EMF 入 的 点 ,只 要 y(s) 能 扩展 到 足够 远 。 


和 命题 4. 4. 1 一 样 , 它 可 用 Raychaudhuri 方程 (4.26) 证 明 。 O 


我 们 称 方程 
a = -RaZ (m,n =1,2) 

沿 零 测 地 线 yo) 的 解 为 沿 yiv) 的 Jacobi 场 。 分 量 Z” 可 视 为 每 一 点 
q 的 空间 5, 内 的 向 量 在 基 EE, 和 E, 下 的 分 量 。 我 们 说 点 p 沿 零 测 地 线 
y(o) 与 点 4 SESE, ETE y (0) AEAEE FEM Jacobi 场 , 它 在 
点 g 和 p HF. WE Z 是 一 连接 过 9g 点 的 相 邻 零 测 地 线 的 向 量 , 则 分 
量 2? 处 处 为 零 。 因 此 可 将 p 点 视 为 过 g 点 的 无 限 邻 近 的 测 地 线 的 交 
点 。 用 2 x2 矩阵 4,, 来 代表 在 g 点 为 零 的 沿 y(v) 的 Jacobi 场 , 则 

mp \ 7 don 

Z" (0) =A 2 ° 
和 前 面 一 样 :4,,@ih1, =0, 因此 p 点 为 零 的 Jacobi 场 的 涡 量 也 为 零 。 
同样 , p 点 沿 零 测 地 线 yo) qg AHH, YAY 


6 = (detA) -dodetA) 
dy 
在 p 点 趋 于 无 穷 。 类 比 命题 4. 4. 1 ,我 们 有 
命题 4.4.4 


如 果 Ra K K S0 处 处 成 立 , 如 果 脱 胀 8 在 某 点 y(w ) BHA 8, <O, 


则 在 y(wv1) 与 y(v; +2/( -0) ) 之 间 存 在 沿 yo) 5 q SHEA, RE 
y(v) 能 扩展 到 足够 远 。 


和 矩阵 4 的 膨胀 6 服从 方程 (4. 35) : 
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da agb _ a 1a 
gô = -RuKK -20 - 58, 


于 是 证 明 过 程 同 前 。 器 


命题 4. 4. 5 

如 果 R,,K°K’ =0 处 处 成 立 如 果 K°K°K', Rae KA 在 点 p= y( vı ) 
不 为 零 , 则 存在 mw Gv, Eg =yCo) Hr =y(o,) yo) HH, RE 
y(v) 能 扩展 到 这 些 值 。 


如 果 KKK Rye eK 不 为 零 , 则 Rs 也 不 为 零 。 以 下 证 明 类 似 
命题 4. 4.2, 口 


同类 时 测 地 线 情形 一 样 , 这 个 条 件 对 经 过 物质 的 零 测 地 线 依然 满 
足 , 只 要 这 些 物 质 不 是 纯 辐 射 的 ( 84.3 的 开 型 能 量 - 动量 张 量 ) 并 沿 
测 地 线 的 切 向 量 K 方向 运动 ,这 个 条 件 在 虚空 空间 也 成 立 ,只 要 零 测 
地 线 包 含 了 某 个 点 ,在 这 个 点 上 Weyl 张 量 不 为 零 ,有 是 K 不 处 于 
KKK, Cra eK, =0 的 某 个 方向 上 ( 至 多 可 以 有 4 个 这 样 的 方向 ) 。 因 
此 我 们 有 理由 假定 ,对 有 实际 物理 意义 的 解 来 说 ,每 一 条 类 时 或 零 测 地 
线 都 将 包含 KKK Raja Ky 不 为 零 的 某 个 点 。 我 们 称 满 足 这 一 条 件 
的 时 空 满 足 一 般 性 条 件 。 

类 似 地 ,我 们 也 可 以 考虑 垂直 于 类 空 二 维 曲面 S 的 零 测 地 线 情 
形 。 所 谓 类 空 二 维 曲面 YS 是 指 由 fi =0, f =0 ame CMA SHE 
FRE ES, 和 所 是 C 函数 ,使 当 f =0 时 , =0, 因 此 fi 和 所 ,。 
不 为 零 也 不 平行 ,而 且 

(HG tefa) g" =0 
对 的 两 个 不 同 的 实 值 上 , ps 成 立 。 于 是 处 于 这 个 二 维 曲面 上 的 任 
一 向 量 必 是 类 空 的 。 我 们 将 两 垂直 于 S 的 零 向 量 N ”和 AN ”定义 为 分 
别 正比 于 g” Ai ths) M9” Ay tuha) ,并 按 
Ni Nga = - 
归 一 化 。 引 入 两 个 相互 正 交 且 与 N" 和 N," 正 交 的 类 空 单 位 向 量 Y.” 和 
六 " ,可 得 到 一 个 伪 规 范 正 交 基 。 我 们 定义 S 的 两 个 第 二 基本 形式 的 
零 张 量 为 
Xas = -Npa (Yi Yia + Yz Yoa) (Y, Yis + Y, Ya), 
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这 里 4 取 值 1,2。 张 量 X。, 和 wx。s 是 对 称 的 。 

对 应 于 两 个 零 法 向 量 N,“ FN," ,存在 两 族 垂 直 于 .7 的 零 测 地 线 。 
考虑 切 向 量 K EY ESPN, 的 一 族 。 在 . ERE, =Y,,E, =Y,, 
E, =N, ,E, =N, ,并 使 其 沿 零 测 地 线 平行 移动 ,我 们 可 选 定 伪 规 范 正 交 
基 E, ,E, ,E, ,Eo 代表 相 邻 零 测 地 线 与 零 测 地 线 y(v) 的 分 离 的 向 量 
Z 到 空间 S, 的 投影 满足 (4. 30) 式 和 7y(z) 在 .7 的 点 4 的 初始 条 件 : 

£2" = Xm" (4.47) 
和 前 面 一 样 ,这 些 场 的 涡 量 为 零 。 膨 胀 的 初始 值 为 x。,g”。 类 比 命 


题 4.4.3, 我 们 有 : 


命题 4. 4.6 
如 果 RK K’ SO 处 处 成 立 , 且 xxwg” 为 负 , 则 在 距 . 的 仿 射 距离 
2/( -ww9”) 内 ,存在 沿 y(0) HEHE FS 的 点 。 口 


根据 其 定义 , 共 思 点 的 存在 意味 着 测 地 线 族 存在 自 相交 或 焦 散 曲 
Ro FER BR BORE THE. 


4.5 弧 长 的 变 分 


,在 这 一 节 里 ,我 们 讨论 分 段 0 但 可 能 具有 切 向 量 不 连续 的 点 的 类 
”时 和 非 类 空 曲线 。 我 们 要 求 在 这 些 点 上 ,两 个 切 向 量 

ð ð ð ð 

Ži 和 ar) ME 9( al] 
即 它们 都 向 内 指向 零 锥 的 同一 半 。 








命题 4. 5.1 

令 是 9g 点 的 凸 正规 坐标 邻 域 , 则 多 内 从 9 点 出 发 的 类 时 (或 非 
类 空 ) 曲线 可 到 达 的 点 是 那些 形 如 exp, (X), X eT, 的 点 ,这 里 
9(X,X) <0( 或 <0)。( 这 里 及 本 节 其 余部 分 ,我 们 都 考虑 将 映射 exp 
限制 在 7 的 原点 的 邻 域 , 它 在 exp, 下 与 Y 微分 同 胚 。) 


换 句 话说 , 自 g 点 出 发 的 零 测 地 线形 成 在 多 内 的 这 样 一 个 区 域 的 
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边界 ,和 % 内 自 4 点 出 发 的 类 时 或 非 类 空 曲线 都 能 到 达 这 个 区 域 。 虽 然 
从 直觉 上 看 这 一 点 相当 明显 ,但 由 于 它 对 因果 性 概念 有 根本 意义 ,我 们 
还 是 来 严格 证 明 它 。 先 建立 以 下 引 理 : 


引 理 4. 5.2 
FE WAY it q 点 的 类 时 测 地 线 正 交 于 常数 o(o <0) 的 三 维 曲 面 ， 
这 里 o 在 点 Ps 多 的 值 定义 为 9(exp， P exp, P) o 


证 明基 于 这 样 一 个 事实 : 相 邻 测 地 线 上 等 (参数 ) 距 离 的 两 个 点 之 
间 的 分 离 向 量 , 如 果 初 始 时 与 测 地 线 垂 直 , 则 以 后 仍 保持 与 测 地 线 垂 
直 。 更 准确 地 说 , 令 XO) H T, 内 一 条 曲线 ,g(X(1) X(t)) = -1。 我 
们 必须 证 明 , EXE AY YY A HK AC) = exp, (sX (4) ) (so 为 常数 ) 
垂直 于 类 时 测 地 线 y (s) = exp, (sX (to)) (to 为 常数 )。 于 是 ,利用 
a(s,t) =exp,(sX(t) ) 所 定义 的 二 维 曲面 w ,我 们 需要 证 明 ( 图 11) 


Al (3s).-Car),) °°: 


ag( “)=a( 5. ð IRF xe 
as” \ ðs’? Ot as os’ db as’ as at}° 
H Fa/as 是 从 q 点 出 发 的 测 地 线 的 单位 切 向 量 , 故 上 式 右边 第 一 项 为 


零 。 在 第 二 项 中 ,根据 Lie 导数 定义 ,有 


现在 











Də Dð 
ðs at ðt əs” 
ð /ð ð\_ sð D əðj_ laðað 9 
BOA se ( 95a) LEE 93) 72 aid aas) = 
因此 g( d/ds,d/at) 5 s WRAAE s =0,(0/at), =0。 故 g (0/ds,d/at) 
恒 等 于 零 。 口 


命题 4.5. 1 的 证 明 SC, 为 点 4 的 所 有 类 时 向 量 的 集合 ,这 些 向 量 构 
成 以 原点 为 项 点 的 实心 光 锥 的 内 部 ; 令 y(t) 为 UY 内 自 q 到 p 的 类 时 曲 
RIKO) =exp, (VOA ) 定 义 的 7T, 上 的 分 段 C 曲线 ,然后 将 
T 的 切 空 间 与 7 自身 等 同 起 来 ,我 们 有 

(a/at), |, =(0/at), l;o 
因此 在 9 xk, (0/ at), 是 类 时 的 。 这 说 明 曲 线 y(1) 将 进入 区 域 C,。 但 
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测 地 线 


FHE 






expy (sX(t)) 


图 11 在 正规 邻 域内 , 距 9 点 距离 为 常数 的 曲面 垂直 于 过 9 点 的 测 地 线 。 


exp, (C) WA o 为 负 的 区 域 ,而 根据 上 面 的 引 理 ,在 这 样 的 区 域 里 ， 
常数 o 的 曲面 是 类 空 的 。 因 此 ,cr 必然 沿 曲线 y(1) 单调 下 降 , 因 为 类 
时 的 (3/681), 不 可 能 与 常数 e 的 曲面 相 切 ,还 因为 在 y(1) 的 任意 非 可 
微 点 ,两 个 切 向 量 都 指向 零 锥 的 同一 半 。 于 是 , pe exp, (C,) ,这 就 完 
成 了 对 类 时 曲线 的 证 明 。 为 要 证 明 非 类 空 曲线 y(i) E exp,(C,) 内 ,我 
们 对 y(t) 作 一 小 变 分 使 其 成 为 一 条 类 时 曲线 。 令 Y 了 是 7 的 向 量 场 ， 
且 在 内 诱导 的 向 量 场 exp, (Y) 处 处 类 时 ,从 而 g(Y,(a/at),|,) < 
0。 对 每 个 e>0, 令 B(r,e) 为 了 上 始 于 原点 的 曲线 ,使 切 向 量 ( av/ar)。 
F(t), la eY 1s.s。 于 是 B(r,e) 可 微 地 依赖 于 r 和 es。 对 每 
一 个 e>0, exb,(B(r,s)) 是 和 内 的 类 时 曲线 ,因而 包含 于 exp,(C,). 
因此 , 非 类 空 曲线 exp, (B(r,0)) =y(r) 包 含 于 exp,(C,) = exp,(C,). 
口 





推论 
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如 果 点 PE 多 可 以 通过 从 9 出 发 的 非 类 空 曲线 而 不 是 类 时 曲线 到 
达 , 则 p 处 于 从 g 出 发 的 零 测 地 线 上 。 口 


非 类 空 曲线 y(t) EA q 到 p 的 长 度 为 
LC y,q,P) =[[- gl (2 ,2)] a, 


ðt’ at 
这 里 积分 在 曲线 的 可 微 段 进行 。 
在 正定 度 规 下 ,我们 可 找到 两 点 间 的 最 短 曲 线 , 但 在 Lorentz 度 规 
下 不 存在 任何 最 短 曲 线 ， hee 
零 曲 线 。 然 而 ,在 某 些 情形 ,两 点 间 ,或 一 点 与 一 个 三 维 类 空 曲 面 之 间 ， 
可 能 存在 最 长 的 非 类 空 曲线 。 我 们 先 考虑 两 KIDAN 情形 ,然后 在 两 
点 不 靠近 的 一 般 情形 下 ,导出 必要 条 件 , 而 这 种 情形 的 充分 条 件 , 我 们 
将 在 $6.7 讨论 。 


命题 4.5.3 

Sq Alp 为 凸 正规 邻 域内 两 点 ,那么 ,如 果 g 和 p 之 间 可 用 多 内 
一 条 非 类 空 曲线 连接 , 则 最 长 的 这 样 一 条 曲线 就 是 NY 内 自 g 到 5p 的 唯 
一 非 类 空 测 地 线 。 而 且 ,如 果 定 义 曲线 长 度 为 p(q,p) (假如 长 度 存 在 ， 
否则 定义 长 度 为 零 ), 则 p(gq,p) 是 WY xWU 上 的 连续 函数 。 


由 凸 正规 邻 域 的 定义 ( $2.5) 知 ,多 内 存在 唯一 测 地 线 y(t) H. 
y(0) =q, y(1) =p。 由 于 该 测 地 线 可 微 地 依赖 于 其 端点 , 故 函 数 


o(q,p) = LÈ), (a, ja 


FEU xU EN (QTAR o REIMA 5.2 的 常数 o。) 因此 
PDEU x&W 上 连续 ,因为 它 在 o <0 时 等 于 [ -oo(g,p)]”, 否 则 
为 零 。 剩 下 要 说 明 的 是 ,如 果 g 和 p 可 用 多 内 的 类 时 曲线 连接 , 则 它们 
之 间 的 类 时 测 地 线 y 为 这 些 曲 线 中 最 长 的 一 条 。 如 前 所 述 , 令 a(s,i) 
Wy exp, (sX(t) ) i g( X(t) ,X(t)) = -1, MRA) Æ KAK q 到 
p 的 类 时 曲线 , 则 它 可 表示 为 A(1) =a(f(t) ,1)。 于 是 


(a), O(a), Ca). 


由 引 理 4. 5.2, 上 式 右 边 的 两 向 量 相互 正 交 ,又 因 g( (9/9s),,(9/9s)。) 
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= -1, 有 
(BB eor al (3) (8) Jerr 
当 且 仅 当 (8/91), =0, 即 当 且 仅 当 A 是 测 地 曲线 时 ,等 号 成 立 。 于 是 
L(A,g,p) S ROL = p(q.p), 
HHNH A 是 多 内 唯一 的 自 9 Bl p 的 测 地 曲线 时 ,等 号 成 立 。 口 


现在 我 们 考虑 9 和 p 不 必 包 含 于 同 正 规 邻 域 W 的 情形 。 为 了 导出 
Aq 到 p 的 类 时 曲线 y(t) 是 自 q 到 p 的 那 类 曲线 中 的 最 长 曲线 的 必要 
RIF, 我 们 考虑 y ( 的 小 变 分 。y (1) HER a 是 一 C ”映射 
a (-¢6,e) x[0,t,J—. ait 

(1) a(0,t) =y(t); 

(2) 存在 [0,i,] 的 细 分 0 St < < ++ <t, =8,, fia EBT 
(-e,e) x [ttn] EBC 的; 

(3) a(u,0) =q, a(u,t,) =p; 

(4) Xt —- FPR u, a(u,t) 是 一 类 时 曲线 。 

”向 量 ( e/au)。|。-。 称 为 变 分 向 量 Z。 反 过 来 ,给 定 沿 y(t) 的 .在 g 和 p 
上 为 零 的 连续 且 分 段 C 的 向 量 场 Z, 我 们 可 定义 变 分 a, 使 Z 通过 
a(u,t) =exp,(uZ|,) 

成 为 其 变 分 向 量 。 这 里 ,对 & >0 Mr=y(t),we(-e,e). 


引 理 4. 5. 4 
在 变 分 a 下 , 自 g 到 4 的 曲线 长 度 的 变 分 为 
ƏL) SPa f,aD ð parafið 
wal. EN ot a 
n-1 3 a 
+ Dols le" 2). 
Bf? =g(8/61,9/61) 是 向 量 的 大 小 ,[/-'8/84] 是 在 y(1) 的 一 个 奇 点 


处 的 间断 点 。 
我 们 有 : 





u=0 
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分 部 积分 第 一 项 即 得 所 需 公 式 。 口 


我 们 可 选取 参数 ! 为 弧 长 s 来 简化 公式 。 此 时 ,g(3/91,8/9t) = -1。 
将 单位 切 向 量 a/ss 记 为 V, 有 


aL) a S f gZ, Wd + ZZi), 


ðu 





u=0 


这 里 V = DV/is 是 加 速度 。 由 此 式 我 们 再 次 看 到 ,y(i) 成 为 自 g Bp 
的 最 长 曲线 的 必要 条 件 是 ,y(t) 应 当 是 不 间断 测 地 曲线 ,否则 我 们 可 
选取 某 个 变 分 来 产生 更 长 的 曲线 。 

我 们 还 可 以 考虑 自 类 时 三 维 曲面 % 到 点 p 的 类 时 曲线 yO) 。 曲 
线 y(?) 的 变 分 a 可 像 前 面 一 样 定义 ,但 条 件 (3) 代 替 为 

(3) alu, D) MF HE, alu,t,) =p. 
这 样 ,在 H EEDE Z = a/u 处 于 A. 


108 





引 理 4.5.5 
n-l Liat . n-] 
by = YI g(V,2)ds + Yo(Z(V]) +9(Z,V) | 
ðu |, 20 isl t i=2 s=0 
证 明 同 引 理 4. 5. 4。 口 


由 此 我 们 看 到 ,y(t) 成 为 自 党 到 点 P 的 最 长 曲线 的 必要 条 件 是 ， 
y(i) 应 当 是 垂直 于 和 2 的 不 间断 测 地 曲线 。 
我 们 看 到 ,在 变 分 a 下 ,类 时 测 地 曲线 长 度 的 一 阶 导 数 为 零 。 进 
一 步 ,我 们 来 计算 它 的 二 阶 导 数 。 定 义 自 gq 到 p 的 测 地 曲线 y (2) 的 两 
参数 变 分 a 为 C 映射 : 
Qa:( —6€,,8,) X( -862,62) X [0,t, | > 4 


使 
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(1) a(0,0,t) =y(t); 
(2) 存在 [0,t,] 的 细 分 0=ti <t, <… <0, =t, a 在 每 个 
( -€,,€,) X( -€),6) x [tistis] 
ELEC 的 ; 
(3) alu, ,u, 0) =q, alu, ,uz,t,) =p; 
(4) 对 所 有 常数 u, ,wu,, a( uy, ,ww,t) 是 类 时 曲线 。 
我 们 将 相应 的 两 变 分 向 量 定义 为 
ð 0 
e AE a E A 


反 过 来 ,给 定 两 个 沿 y(!) 连 续 且 分 段 C 的 向 量 场 Z, ,2Z, ,我 们 可 定义 
一 变 分 a, 使 二 者 通过 下 式 成 为 变 分 向 量 : 
a(u, ,u,,t) =exp,(u,Z, tu,Z,), 
r=y(t)o 








5| 2 4.5.6 
an 地 曲线 Y(i) 的 两 参数 变 分 a 下 ,曲线 长 度 的 二 阶 导数 为 


Ff” g(Z, [5a +g(V,Z,)V) - R(V,Z,)V}}ds + 








au, aa | H 


¥ o(2.[2z +9(V,Z,)V)])o 
” 由 引 理 4.5.4 我 们 有 : 


e05 E fofa V aa A ae 


Zofi l sel): 


M 








因此 ， 
aL 
ðu, du, 











ue =o = A E du,’ Af T a : -f° (Ya ~ 
© fola Ul EN an A 


MEOR 


ðu,’ \ ðt/ ðt ðu, dt! ðt 
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(Sor ah) + 
Lo sna 2])+ 
Eoia i): 


由 于 Y(t) 是 不 间断 测 地 曲线 ,上 式 第 一 和 第 三 项 为 零 。 在 第 二 项 中 ， 
我 们 可 以 写 出 











> D2. -R(2 2) DDa 
ðu, ðt ðt dt’ du,} ðt dt du, ðt 
_ -R{ a ð ja D’ ð 
~ at’ Ou) at g du, 





和 t- Wt prea) 

= (ose) A Oai ara) h 
在 第 四 项 中 ， 

wal Lae A A grasa) ae 


然后 取 参 数 i 为 弧 长 ;, 即 得 所 需 结果 。 口 


尽管 表达 形式 并 不 一 目 了 然 , 但 从 定义 我 们 知道 ,曲线 长 度 的 二 阶 
导数 在 两 参数 变 分 向 量 场 Z 和 Z, 下 是 对 称 的 。 我 们 看 到 , 它 仅 依赖 
FTZ MZ, 到 垂直 于 Y 的 空间 的 投影 。 因 此 ,我 们 可 将 注意 力 集中 在 
变 分 向 量 垂直 于 V 的 变 分 a 上 。 我 们 定义 也 为 (无 限 维 ) 向 量 空间 ， 

它 由 所 有 垂直 于 V 并 在 g Mp 为 零 的 、 沿 y(t) 连续 且 分 段 C? 的 向 量 
场 组 成 。 于 是 , PL/ou,du, Æ T, xT, SR 的 对 称 映射 。 我们 可 将 其 
WA T, 上 的 对 称 张 量 , 并 记 为 


FL 
du, du, 0? Z,,L,€T,. 


我 们 也 可 以 计算 垂直 于 % 的 类 时 测 地 线 y(t) kA 入 到 的 长 度 的 
二 阶 导 数 。 除 了 允许 y(t) 的 一 个 端点 在 关上 变化 外 ,其 他 处 理 同 前 。 


L(Z, ,Z,) = 





引 理 4.5.7 
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自 Bp 的 了 ( 旨 长 度 的 一 阶 导数 为 
a-o = -了 工矿 sz [2z - R(V,Z,)V}}ds + 


uy = 0 


aL 
ðu, du, 








5 9( 2 [22] + 9(Z,,22) ， 


这 里 我 们 已 经 取 Z WZ, 垂直 于 VV, 而 Xx(Z ,2Z,) 是 的 第 二 -基本 
张 量 。 
上 式 前 两 项 与 引 理 4. 5. 6 的 相同 。 其 余 项 为 : 


wa! E), ouaaa), 








kd 











du, \ du, ot ðu, du,’ 
aD aða ð D 3 
3 — st 
f au, tar )9( au; ae) ， S ‘(san at aus) | 








H Fadu, EAT KER WAS. MR HMK s, Masa 
等 于 % 的 单位 法 向 量 N。 因 为 y(1) 的 端点 仅 限于 在 OP 上 变化 , 故 
d/du, 始终 垂直 于 N。 故 


D 3 9 /9 a D aa 
N) = N) -g{—-,—n) = 2 
o(a ) EN ) o(a )= -x(a L 


如 果 LZ, ,Z2: ) 是 负 半 定 的 , 则 称 自 4 到 的 类 时 测 地 曲线 y(t) 
是 极 大 的 类 时 测 地 线 。 换 言 之 ,如 果 y(t) 非 极 大 , 则 存在 小 变 分 a, È 
将 产生 一 条 更 长 的 自 g 到 p 的 曲线 。 类 似 地 ,如 果 L(Z ,2Z,) 是 负 半 定 
的 , 则 称 自 X Ap HEEF A 的 类 时 测 地 曲线 是 极 大 的 类 时 测 地 
线 。 同 样 ,如 果 y(t) 非 极 大 , 则 必 存 在 小 变 分 , 它 将 产生 一 条 更 长 的 自 
HB p 的 曲线 。 





命题 4. 5.8 
自 9 到 5p 的 类 时 测 地 曲线 y(t) BRAN, 当 目 仅 当 在 (9 了 ) 间 不 
存在 沿 y(t) WERE q 的 点 。 


IBGE (gp) ARASH. RIIA y(t) 的 Fermi 移动 规范 正 
交 基 。 在 9 ASHI y(t) AY Jacobi 场 可 由 矩阵 Ag (1) HEAR A(t) 
在 (9,p) 上 非 奇异 ,但 在 9 点 奇异 ,在 p ALTEA. ATRAE 
孤立 的 ,d(log detA)/ds 在 Ag 奇异 处 趋 于 无 穷 。 因 此 , C APEC 
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的 向 量 场 Ze T, 在 [gq,p] 上 可 表示 为 
Z =A W, 
这 里 W 在 [9,p] 上 C 且 分 段 C。 于 是 ， 
L(Z,Z) = E [AoW {dw) + Resa W fds + 


E Aem [£46 | 


= lim 5 [Ay wii oA a SW +A Sw as + 


LAyMAs[ E w] 
_ mr dd d 
三 一 2f [Aa WA a + 
d d 
We (S-AugAas ~ 4 Aa j -W Jas, 

(我 们 取 极 限 是 因为 W 的 二 阶 导数 在 g 点 可 能 无 定义 。) 但 

(和 wde- Ags Au) = 2A hs = 0.0 
因此 L(Z, ,Z,) <0. 

反之 ,假定 沿 y(t) 存 在 一 点 re (9,p) 与 4 Hi. S WW y(t) 

的 在 gq 点 和 7 点 为 零 的 Jacobi 场 。 令 Ke7,, 使 


K'g, ow =- 


Ex RL, AAS W 在 [r,p] 上 为 零 , 可 将 W 扩展 到 点 p。 SZE ,, 
FeK+e W, Htc 为 一 常数 。 于 是 

L(Z,Z) =£ L(K,K) +2L(K,W) +2e 7L(W,W) =2' L(K,K) +2, 
因此 ,只 要 e 取得 足够 小 ,就 能 使 L(Z,Z) 为 正 。 口 


对 于 自 X Ap ARF 7 的 类 时 测 地 曲线 y( 的 情形 ,我 们 可 
得 到 类 似 的 结果 


命题 4.5.9 
AH Bp 的 类 时 测 地 曲线 y(t) BRAN, KERKE MOAN 
ARTE y(t) REF WR 口 
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我 们 同样 考虑 自 g Bl p 的 非 类 空 曲线 y(t) 的 变 分 。 我 们 感 兴趣 
的 是 这 样 一 种 情形 ,在 此 情形 下 ,可 以 找到 y(?) 的 某 个 变 分 a 使 
g( 3/69t,0/0t) 处 处 为 负 , 或 者 说 ,使 它 产生 一 条 自 4q 到 2p 的 类 时 曲线 。 
在 变 分 a 下， 
ð ao a P3 0)\)_, (Da ð 
alol ar) =20( ich) =2g( rau) 
9/ 1 ð a Da 
=25(9(aurae)) -29(aurararle 448) 
为 了 得 到 一 条 自 g 到 p 的 类 时 曲线 ,我 们 要 求 上 式 在 y(t) 上 处 处 小 于 
或 等 于 零 。 


命题 4. 5. 10 
如 果 p 和 9g 之 间 可 用 一 条 不 是 零 测 地 线 的 非 类 空 曲线 连接 , 则 它 
们 也 可 用 一 条 类 时 曲线 连接 。 


如 果 7( 归 不 是 自 p 到 9 的 零 测 地 曲线 , 则 必 存 在 切 向 量 不 连续 的 
某 个 点 ;或 必 存 在 加 速度 矢量 ( D7at) (9731) 不 为 零 且 不 平行 于 63/61 的 
某 个 开 区 间 。 先 考虑 没有 间断 点 的 情形 ,我 们 有 


Da ð 1 ð ð ð 
o(a ar) = 2 (9 arar) =0. 

7 这 说 明 (D/91) (0/dt) 在 不 为 零 和 不 与 /8 平行 时 是 一 类 空 向 量 。 令 
W 为 沿 y(4) 的 类 时 向 量 场 ,使 g(W,3/31) <0。 于 是 ,在 变 分 向 量 为 

- Da 

Z=xW+y ðt ðt 
的 变 分 下 ,我 们 可 得 到 自 p Ag 的 类 时 曲线 ,其 中 
n= efed 一 FV") At, 


tq 





、 2_ (D9 Da 

这 里 a =9( aoe ara)” 
__ 3 
c= (W, 
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而 y 是 Lp,g] 上 一 C 非 负 函数 ,使 y, =y, =0 及 
fea 一 ya) dt = 0, 


现在 假定 存在 某 个 细 分 到 <0) <h <… <t,, EW Eat 在 每 一 段 
[t,tiy1] 上 连续 。 如 果 线 段 [4 ,ti,; | 不 是 零 测 地 曲线 , 则 可 将 其 变形 为 
相同 端点 间 的 类 时 曲线 。 这 样 ,我 们 只 需要 证 明 ,从 一 条 由 切 向 量 在 间 
断 点 y(t) 不 相互 平行 的 零 测 地 线段 构成 的 非 类 空 曲线 ,我 们 可 以 得 到 
一 条 类 时 曲线 。 在 每 一 段 [1,,t;,1] 上 ,可 将 参数 1 取 为 仿 射 参数 。 间 断 
Alaa] |, 是 一 类 空 向 量 ,因为 它 是 同一 半 零 锥 里 两 个 非 平行 零 向 量 
的 差 。 因 此 我 们 可 找到 一 个 沿 [4.1,t,] 的 C 向 量 场 W, 使 得 在 
[titi] EA g(W,a/at) >0, 在 [t,ti,1] 上 有 g(W,9/31) <0。 于 是 ， 
从 变 分 向 量 场 乙 =xW 的 变 分 我 们 可 得 到 y(t.) A y(t...) ) 之 间 的 一 
条 类 时 曲线 。 这 里 ,对 t StSt, x =o" (ti - t) (一 二- 对 St 
ti t= (t-ta) t) 其 中 c= -g(W,a/at). 口 


因此 ,如 果 y(t) 不 是 测 地 曲线 , 则 它 可 通过 变 分 给 出 一 条 类 时 曲 
线 ;如 果 它 是 测 地 曲线 , 则 参数 上 可 取 为 仿 射 参数 。 于 是 我 们 看 到 , 通 
过 变 分 来 生成 类 时 曲线 的 必要 但 非 充分 的 条 件 是 , 变 分 向 量 3/94u 在 
Y(t) 上 处 处 垂直 于 切 向 量 3/61 ,否则 (3/91)g(3/9u,9/69i) 将 会 在 y(1) 
的 某 一 点 为 正 。 对 这 样 的 变 分 ,一 阶 导数 ( 3/9u)g( d/at,a/at) 为 零 , 所 
以 我 们 仍 需 考察 其 二 阶 导 数 。 
因此 ,我 们 需要 考虑 自 q 到 p SMH y(t) 的 两 参数 变 分 a。 
变 分 a 的 定义 同 前 ,只 是 根据 上 述 理由 ,现在 我 们 仅 限 于 讨论 变 分 
向 量 
0 


ðu, 


2 
ðu, 


uzo 和 
垂直 于 y(t) 的 切 向 量 3/6t 的 变 分 。 

在 这 种 变 分 下 研究 上 的 性 态 并 不 方便 ,因为 ( - 9 (a/at, a/at) )'7 
FE 9(0/at,0/dt) =0 时 是 不 可 微 的 。 因 此 我 们 改 为 通过 


_ /0 9 

=- | 
来 考虑 变 分 。 显 然 ,y(!) 的 变 分 a 能 生成 自 g 到 p 的 类 时 有 曲线 的 必要 
但 非 充 分 的 条 件 是 ,A 应 当 为 正 。 








al =0 
uy =0 
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我 们 有 
RE “inal aes") alla aa) 
2 Gu, du, 9 at’ at du,dt\~ \ au,’ at ðu, \™ \ du,’ at ðt 
-2 人 (;2 2))- 
~ Qu, dt I| au,’ at 
ô [Por 0 SH) 
Ue ar au, (o au, } at 
于 是 ， 
1 gA 9 ð\ð 
> -R 一 人 di + 
2 gu,du, mo = È fo a(z, [5 ðu, EEFI) 
ð TD a 
二 ,| 一 -|)。 4.49 
Lala ðt du, (4.49) 


这 一 公式 与 类 时 曲线 长 度 的 变 分 非常 相似 。 可 以 看 到 ,对 正比 于 
切 向 量 o/at 的 变 分 向 量 , A 的 变 分 为 零 , 这 是 因为 3/91 AS, 
R(0/at,d/at) (d/at) =0( 因 为 Riemann 张 量 是 反对 称 的 ) 。 这 样 的 变 
分 不 过 是 相当 于 将 y(t) 重新 参数 化 。 因 此 ,如 果 要 得 到 给 出 类 时 曲线 
的 变 分 ,我 们 仅 需 考虑 变 分 向 量 到 y(t) 的 每 一 点 g 上 的 空间 5, 的 投 
影 。 换 言 之 ,如 果 引 入 沿 y(1) 的 伪 规 范 正 交 基 E,,E,,E,,E,, 有 HE, = 
a/ at, WN A 的 变 分 将 仅 依 赖 于 变 分 向 量 的 分 量 (m =1,2)。 


命题 4.5. 11 

如 果 在 [gq,pj] 间 不 存在 沿 y(t) 与 g HRA, WES ie 
9/9u1,-o HAF y(t) 的 切 向 量 3/91 且 不 处 处 为 零 或 正比 于 evet 的 
y(t) BEES a, Adu 1,.o 为 负 。 换 句 话说 ,如 果 在 [9,p] 间 没 
有 与 q HARA, 则 不 存在 y(t) 的 小 变 分 能 生成 g 和 p 之 间 的 类 时 
曲线 。 


证 明 类 似 于 命题 4. 5. 8, 只 是 需要 用 到 $4.2 的 2 x2 矩阵 Ano O 


命题 4.5. 12 
如 果 在 (gq,p) 间 存在 沿 y(1) 与 4 HIR r, WEE y(i) 的 变 分 ， 
它 生成 g Alp 之 间 的 类 时 曲线 。 
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证 明 有 点 繁琐 ,因为 我 们 必须 说 明 切 向 量 已 变 得 处 处 类 时 。 令 W” 
H Jacobi 场 (在 点 9 和 7 为 零 ) 在 空间 5( 见 $4.2) 的 分 量 ,服从 
g _ 
ae = -Rna W, 
这 里 , 为 方便 起 见 , t 取 为 仿 射 参数 。 因 为 加 至少 是 C 的 ,同时 
dW"/di 在 9 和 ?+ 不 为 零 , 故我 们 可 写 W fV, Rw 是 单位 向 
B,fAWEC 的。 于 是 
d _ 
qe t=, 
这 里 bat i Ral, 
Re xe fr, 站 使 W Eilr RHE, h 是 在 [r,x] 上 的 极 小 值 , 取 
a >0 fa +h, >0, 取 5=| -fle™-1) 7] |, UH 
Zr =1b(e" -1) +10" 
在 9 和 x 上 为 零 ,并 在 (q,x) 满 足 





zài + Rawal”) >0 
RIDERA q 到 x y(t) WARS a(u,t) ,使 其 变 分 向 量 3/9u1,_。 在 5 
上 的 分 量 等 于 2Z" ,并 使 ne 
Dö ð 
PEI a0 
满足 
-et xO<t<iu,, 








elt, -t) Xt, <t<t,, 
这 里 1 是 :1 在 x 的 值 ， s >0 (ADF Z" (Pdr +R aa) 在 区 域 
Ft 内 的 最 小 值 。 于 是 由 (4. 49) 式 知 , (a’/au’ ) 9 a/at, a/t) 
在 [g,x] 上 处 处 为 负 , 从 而 对 足够 小 的 4,a 将 给 出 自 g 到 x 的 类 时 昌 
线 。 如 果 将 这 段 曲线 与 点 x 和 p 之 间 的 y 线段 连接 起 来 ,我 们 将 得 到 
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自 g 到 p 的 非 类 空 曲线 ,而 且 它 不 是 零 测 地 曲线 。 于 是 ,存在 曲线 的 变 
分 , 它 生 成 一 条 自 q 到 p 的 类 时 曲线 。 口 


用 类 似 方法 可 以 证 明 : 
命题 4.5. 13 


WR y(2) 是 一 条 自 二 维 曲 面 .9 到 点 p 的 正 交 于 SY 的 零 测 地 曲 
R ATES ,p] 内 不 存在 沿 y 与 .7 RIRA, MPF y(t) 的 小 变 


分 能 生成 自 SY 到 p 的 类 时 曲线 。 口 
命题 4. S. 14 

WR TES p) WAER y5 F RRRS, WFE y 的 变 分 , 它 生 
成 .和 p 之 间 的 类 时 曲线 。 口 


这 些 关 于 类 时 和 非 类 空 曲线 的 变 分 的 结果 ,将 在 第 8 章 用 于 说 明 
为 什么 不 存在 最 长 的 测 地 线 。 





精确 解 


在 某 种 意义 上 ,可 以 认为 任何 时 空 度 规 均 满足 Einstein 场 方程 


Ra ~ FRIn + Ag = BnT, (5.1) 


(这 里 我 们 用 第 3 WFM), AERA, MAE A, g) 的 度 规 张 量 确 
定 了 (5. 1) 的 左边 各 项 ,我 们 就 可 以 定义 Tu 为 它 右边 的 项 。 这 样 定义 
的 物质 张 量 一般 难 有 合理 的 物理 性 质 , 而 只 有 当 方 程 的 物质 内 容 合理 
时 ,方程 的 解 才 有 意义 。 

所 谓 Einstein 场 方程 的 精确 解 是 指 这 样 一 种 时 空 (.N,g) , 它 满足 
有 特定 形式 的 物质 的 能 量 - 动量 张 量 Tu 的 场 方程 ,而 物质 满足 第 3 
章 的 假设 (a) (局 域 因 果 性 ) 和 $4. 3 的 某 个 能 量 条 件 。 特 别 是 ,对 虚 
空空 间 (7, =0) ,电磁场 (7T, 具有 (3.7) 式 形式 ) .理想 流体 (7 具有 
(3.8) 式 形式 ) 或 既 包 含 电 磁场 又 包含 理想 流体 的 空间 ,我 们 都 可 以 求 
出 它们 的 精确 解 。 由 于 场 方程 的 复杂 性 ,除非 空间 具有 高 度 对 称 性 , 否 

则 我 们 无 法 找到 精确 解 。 精 确 解 也 是 一 种 理想 化 ,因为 任 一 时 空 区 域 
都 可 能 包含 多 种 形式 的 物质 ,而 我 们 只 能 对 非常 简单 的 物质 内 容 寻求 
精确 解 。 尽 管 如 此 ,精确 解 毕竟 给 出 了 广义 相对 论 可 能 出 现 的 定性 特 
征 的 概念 ,它们 也 是 场 方程 现实 解 所 可 能 具有 的 特性 。 我 们 列举 的 事 
例 说 明了 解 的 多 种 性 态 , 都 将 在 以 后 章节 里 用 到 。 我 们 主要 依照 解 的 
整体 特性 来 讨论 。 虽 然 这 些 解 的 局 域 形式 早已 为 人 所 知 ,但 许多 整体 
性 质 是 最 近 才 被 发 现 的 。 

在 85.1 和 $5.2, 我 们 考察 最 简单 的 Lorentz 度 规 , 即 常 曲率 的 
Lorentz 度 规 。 $5.3 讨论 空间 各 向 同性 且 均 匀 的 宇宙 学 模型 ; 85.4 
讨论 其 最 简单 的 各 向 异性 的 推广 形式 。 我 们 将 证 明 ,只 要 A 不 取 太 大 
的 正 值 , 所 有 这 些 简单 模型 都 包含 一 个 奇 性 的 原点 。 在 8$5.5 ,我 们 考 
察 球 对 称 度 规 , 它 描述 了 巨大 的 带电 天 体 或 中 性 天 体 周 围 的 场 。 8$5.6 
则 描述 轴 对 称 度 规 , 它 描述 一 种 特殊 类 型 的 巨型 旋转 天 体 周围 的 场 。 
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§5.7 描述 G6del 宇 宙 。 §5.8 给 出 Taub -NUT 解 。 这 些 解 可 能 并 不 
代表 真实 的 宇宙 ,但 人 们 的 兴趣 正在 于 它们 病态 的 整体 性 质 。 最 后 ， 
§5.9 提出 其 他 一 些 令 人 感 兴趣 的 精确 解 。 


5.1 Minkowski 时 空 


Minkowski 时 空 (. 刀 ,mm) 是 广义 相对 论 里 最 简单 的 虚空 时 空 ,实际 
上 也 就 是 狭义 相对 论 时 空 。 从 数学 上 讲 ， 这 种 时 空 是 带 有 平 直 Lorentz 
度 规 n 的 流 形 R o RIE R 的 自然 坐标 (x' a? x? ,x') , 度 规 和 n 可 表示 
为 如 下 形式 
ds? =- (dx*)? + (dx')? + (dx?)? + (dx’)’。 (5.2) 
WSR FA BR AR AB By (1,7, 0,6), XE xf =t, xX =rcosð, x = rsinOcosd, 
x =rsindsing , WWE MIAH 
ds? =- dt +dr +r (de + sin’6@d@’ ) o (5.3) 
显然 ,这 个 度 规 在 r=0 和 sind =0 处 是 奇异 的 ,但 这 是 因为 我 们 使 用 的 
坐标 在 这 些 点 上 是 不 容许 的 。 为 了 得 到 常规 的 坐标 邻 域 ,我 们 必须 对 
坐标 系 规定 一 些 限 制 ,例如 ,要 求 坐标 取 值 范围 限定 在 0<r< mw ,0<6 
<T,0< 中 <2T 之 间 。 我 们 需要 两 个 这 样 的 坐标 邻 域 来 覆盖 整个 
Minkowski 空间 。 
通过 选取 由 v=t+tr, w=t-r( 一 "2) 定 义 的 超前 和 延迟 零 坐标 
2,20 ,我 们 可 以 得 到 另 一 个 坐标 系 , 度 规 相 应 地 变 为 


ds? = - dvdw +10 -wae + sin’@d¢’) , (5. 4) 


这 里 -oo <<, -0 <W<o。 度 规 里 不 存在 de", dw? 项 ,对 应 于 曲 
面 iw = 常数 | ,lo= 常 数 | 为 零 ( 即 wo,sg”=0 =0,,0,9" )iX-BE, 
见 图 12。 

在 度 规 形 如 (5.2) 的 坐标 系 中 , 测 地 线形 式 为 x"(v) =bv +e, HK 
里 如 ,ce" 为 常数 。 因 此 指数 映射 exp, :7, 一 .NY 由 下 式 给 出 : 

x“(exp,X) = X° +x°(p), 

RHE X EXET, 的 坐标 基 | 9/6x"| 下 的 分 量 。 由 于 exp 是 一 一 且 到 
上 的 映射 , 故 它 是 7, 与 .UW 之 间 的 微分 同 胚 。 这 样 ,.W 的 任意 两 点 均 
可 用 唯一 的 测 地 线 来 连接 。 又 因为 exp 对 所 有 p 都 定义 在 T, 的 每 一 
点 ,因此 (. Am) 是 测 地 完备 的 。 
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(i) (ii) 

图 12 Minkowski 空间 。 零 坐标 v(w) 可 视 为 以 光速 向 内 (外 ) 传 播 的 球面 波 。 
它们 分 别 构成 超前 (推迟 ) 坐 标 系 。 曲 面 jw = 常数 | 与 曲面 jy = 常数 | 的 交集 
是 一 个 二 维 球面 。 

(i) ow 坐标 面 (一 个 坐标 被 压缩 ) 。 
Gi) (14,7) 平面 ,其 中 每 一 点 代表 一 个 半径 为 r 的 二 维 球面 。 


对 类 空 三 维 曲 面 ,其 未 来 (过 去 ) 的 Cauchy ER D(F) 
(DS) ) 定 义 为 所 有 这 样 一 些 点 ge SY 的 集合 :过 4 点 的 每 一 条 过 
去 方向 (未 来 方向 ) 的 不 可 扩展 的 非 类 空 曲线 均 交 于 .7 ,参见 86.5。 
MRD CUD (CS) =.W, 即 如 果 .W 的 每 一 条 不 可 扩展 的 非 类 空 
曲线 均 交 于 SY , 则 称 .8 为 Cauchy 曲面 。 在 Minkowski 时 空中 ,曲面 
{x = 常数 | 是 覆盖 整个 .的 一 族 Cauchy 曲面 。 然 而 我 们 也 可 以 找 出 
不 是 Cauchy 曲面 的 不 可 扩展 的 类 空 曲 面 , 例 如 曲面 

+ = = FR, 
其 中 o <0, x <0 就 是 完全 处 于 以 0 为 原点 的 过 去 零 锥 内 的 类 空 曲 
面 ,因而 不 是 Cauchy 曲面 (图 13). #XE, Z 的 未 来 Cauchy 发 展 是 


MSA TE ACP HHT Here D*(.%)UD (A), Mtr MO 的 类 
时 测 地 线 是 "与 .多 CARAS HAR. (FE, WR r AED’ A) 
UD (.ZA)A ME SY 之 间 不 存在 最 长 类 时 曲线 。 因 为 在 这 种 情 
形 下 ,要 么 + 处 于 o>0 区 域 ,此 时 不 存在 过 r 且 与 .% 正 交 的 类 时 测 


Q 
[=] 
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图 13 Minkowski 时 空中 的 Cauchy 曲面 jx = 常数 | ,和 不 是 Cauchy 面 的 
类 空 曲面 S, Sr BAF SY, ,.Y,. 的 法 向 测 地 线 均 交 于 0 点。 


地 线 ; 要 么 +r 处 于 og <0,x' 宕 0 区 域 ,此 时 虽 存 在 过 r 且 与 .% 正 交 的 
类 时 测 地 线 ,但 它 不 是 "与 .多 之 间 的 最 长 曲线 ,因为 它 在 0 点 包含 了 
SF, WALA (SILA 13). 

为 了 研究 Minkowski 时 空 在 无 穷 远 处 的 结构 ,我 们 用 Penrose 为 这 
种 时 空 发 明 的 有 趣 的 表达 方式 。 从 零 坐标 ow 出 发 ,我 们 定义 新 的 零 
坐标 , 它 将 v,w 的 无 穷 远 点 变换 为 有 限 值 ;为 此 ,我 们 用 tan p =v, 
tan 9 =w 来 定义 p,q, 这 里 - 广 1 <p <37, -六 mr<4 < 二 ( 且 pzq)。 
于 是 ,(.w,m) 的 度 规 有 如 下 形式 

ds’ = sec’psec’q( — dpdq + sin’ (p —q)(d@ + sin’6dd’) ) 
因此 ,物理 度 规 n HEFE: 

ds’ =- 4dpdq + sin’ (p -q) (de + sin’ @d¢’ ) o (5.5) 
t =p+q, r =p-q, 
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这 里 
-m<titri<cam,-a<t'-r' <m,r BO; (5. 6) 
度 规 下 可 简化 为 更 常用 的 形式 , 即 (5. 5) 化 为 
ds? =- (dt’)? + (dr’)? + sin’r’(d@ + sin*gd$’)。 (5.7) 
于 是 ,整个 Minkowski 时 空 由 度 规 
ds’ = pee (SU + r) see (5 - rd 


的 区 域 (5.6) 给 定 ,这 里 d’ 由 (5.7) 式 确定 。(5.3) 式 中 坐标 1,7 与 
a 的 关系 为 ` 
2t = tan( (2 +1’))+ tan( (1 -1')), 


27 = tan( r + r'))- tan( (1 -1'))o 

这 样 , 度 规 (5.7) 局 部 等 同 于 完全 均匀 时 空 的 Einstein 静态 宇宙 ( 见 
§ 5. 3 ) 的 度 规 。 我 们 可 以 解析 地 将 (5.7) 式 扩展 到 整个 Einstein 静态 
宇宙 ,也 就 是 说 ,我 们 可 以 扩展 坐标 系 以 覆盖 流 形 R x 5 。 在 这 个 流 
形 上 , -wm <t <o Fr 0, p RATES? 的 坐标 (坐标 奇 点 在 " =0, 7’ = 
T 和 6=0, 69=T, 类 似 于 (5.3) 式 的 坐标 奇 点 。 这 些 奇 点 可 通过 变换 
到 (5.7) 式 中 奇 点 邻 域 的 其 他 局 部 坐标 系 来 去 除 )。 压 缩 两 维 之 后 ， 
Einstein 静态 宇宙 可 表示 为 嵌 人 具有 度 规 d? = -df + dx +dy 的 三 
维 Minkowski 空间 的 柱 面 x* + yy =1( 整 个 Einstein 静态 宇宙 可 作为 柱 
Mxety te +w =1 RAB ABH ds? = -dt +dx’ + dy +d? + dw 
的 五 维 Euclid 空间 ,参见 Robertson( 1933) ) 。 

由 此 可 知 ,整个 Minkowski 时 空 共 形 于 Einstein 静态 宇宙 中 由 
(5.6) 式 划 定 的 区 域 , 即 图 14 中 的 阴影 区 域 。 因 此 可 以 认为 ,区 域 的 
边界 代表 了 Minkowski 时 空 在 无 穷 远 的 共 形 结构 。 它 包括 零 曲 面 
p=7/2( 记 做 2 ') 和 4g = -7 人 2( 记 做 .8 7), 以 及 点 p = T2, 
q=7/2( 记 做 局 );p = 0/2, q= -7m/2( 记 做 六 ) 和 p= -2， 
q= -7/2( 记 做 i )。 在 Minkowski 空间 中 ,任意 未 来 方向 的 类 时 测 地 
线 在 无 穷 大 的 正 ( 负 ) 仿 射 参数 都 趋向 于 局 (i7 ) ,因此 我 们 可 以 认为 ， 
任何 类 时 测 地 线 都 始 于 而 终于 i (参见 图 15(i) ) 。 类 似 地 ,可 以 认 
为 零 测 地 线 始 于 .7 而 止 于 .7 '; 而 类 空 测 地 线 则 始 于 六 而 止 于 站。 
于 是 我 们 可 以 认为 , Mim 分 别 代表 未 来 和 过 去 类 时 无 穷 远 ,. 和 ”和 
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图 14 “由 嵌入 柱 面 表示 的 Einstein 静态 宇宙 。 坐 标 6, 由 已 被 压缩 。 每 
个 点 代表 面积 为 4msinzr' 的 二 维 球面 的 一 半 。 阴 影 区 共 形 于 整个 
Minkowski 时 空 ,其 边界 (i* ,如 和 六 零 锥 的 部 分 ) 可 视 为 Minkowski 
时 空 的 共 形 无 穷 远 。 





a .分别 代 表 未 来 和 过 去 零 无 穷 远 , i 代表 类 空 无 穷 远 。( 但 非 测 地 曲 
线 不 服从 这 些 规则 ,例如 , 非 测 地 类 时 曲线 可 以 始 于 .7- 而 止 于 .7 。) 
由 于 Cauchy 曲面 与 所 有 类 时 测 地 线 和 零 测 地 线 相交 ,所 以 , 它 将 表现 
为 处 处 到 达 六 边界 的 一 个 空间 截面 。 

我 们 也 可 画 出 (*,r') 平面 (如 图 15(ii) ) 来 代表 无 穷 远 的 共 形 结 
构 。 如 图 12(i) 那 样 , 图 15G) 的 每 个 点 代表 一 个 球面 8" ,而 其 径 向 夫 
测 地 线 则 由 +45* 直 线 来 代表 。 事 实 上 ,任何 球 对 称 时 空 的 无 穷 远 结构 
都 可 以 用 这 种 图 来 表示 ,我 们 称 它 为 Penrose 图 。 在 这 种 图 上 ,我 们 将 
用 单线 表示 无 穷 远 点 , 用 点 划 线 表示 极 坐标 原点 ,用 双 线 表 示 不 可 去 
奇 点 。 

我 们 所 描述 的 Minkowski 空间 的 共 形 结构 ,是 指 那 种 我 们 所 认为 
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i(p =—4n) 


(i) (ii) 
图 15 
(1) B14 的 阴影 区 ,只 有 一 个 坐标 被 压缩 ,表示 Minkowski 时 空 及 其 共 形 
无 穷 远 。 
(ii) Minkowski 时 空 的 Penrose 图 。 除 了 让 ,和 六 三 个 单 点 和 直线 >=0 
上 的 点 (这 些 位 置 上 的 极 坐标 皆 奇 异 ) 以 外 ,图 中 每 一 点 代表 一 个 二 维 球面 。 


的 时 空 在 无 穷 远 处 的 “正常 "性 态 。 在 以 后 章节 里 我 们 还 会 遇 到 不 同 
类 型 的 性 态 。 

最 后 需要 指出 的 是 ,通过 合 合 . 妈 上 那些 在 无 定点 离散 等 距 变 换 
下 等 价 的 点 (例如 ,符合 点 (x a? x? +c) 与 点 (x x? a? x?) ,其 中 
是 常数 ,我 们 可 将 拓扑 结构 从 R 变换 到 R x 5' ,并 将 闭合 类 时 线 引 入 
时 空 ) ,我 们 可 以 得 到 局 部 等 同 于 (.W,m) 却 有 不 同 ( 大 尺度 ) 拓 扑 性 质 
的 空间 。 显 然 , 对 所 有 如 此 导出 的 空间 来 说 ,(. 7, 1p) 是 通用 覆盖 空 间 ， 
这 一 点 已 为 Auslander 和 Markus(1958 ) 详细 研究 过 。 


5.2 de Sitter 时 空 与 反 de Sitter 时 空 


常 曲 率 时 空 度 规 局 部 由 条 件 Rs = j7R(gugu - guugu ) 来 刻画 。 


这 个 方程 等 价 于 Cou =0 = Ru -地 Rgw, 因 此 Riemann 张 量 只 取决 于 


Ricci 标量 R。 于 是 ,根据 缩 并 的 Bianchi 恒等式 ,R 在 整个 时 空 是 一 常 
数 。 事 实 上 ,这 些 时 空 都 是 均匀 的 。Finstein 张 量 为 


> 
& 
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Ry 一 A =- ERG 
因此 ,我 们 可 以 认为 这 些 空间 是 A = R/4 的 虚空 空间 场 方 程 的 解 ,或 具 
有 常数 密度 R327 和 常数 压强 - R/32 的 理想 流体 的 场 方程 的 解 。 
但 后 一 种 选择 似乎 不 合理 ,因为 在 此 情形 下 ,我 们 不 能 同时 保证 密度 和 
压强 为 正 。 此 外 ,运动 方程 (3. 10 ) 对 这 种 流体 是 不 确定 的 。 

R=0 的 常 曲率 空间 是 Minkowski 时 空 。R >0 的 常 曲率 空间 是 de 
Sitter 时 空 , 它 有 拓扑 R' xS? ( 见 Schrodinger (1956) 对 这 种 空间 的 有 
趣 解释 ) 。 我 们 很 容易 将 它 形 象 地 表示 为 具有 度 规 

-dv + du? + dr? + dy? + dz = ds’ 
的 五 维 平 直 空间 R 里 的 双 曲 面 (图 16) 


2 
-tw tE +y +t = 


yar 





不 与 曲面 {1 = 常数 } 
相交 的 类 时 测 地 线 





(i) (ii) 
图 16 HRA TEESE EES fl] E PARERE) 的 双 曲 面 所 代表 的 de Sitter 时 空 。 
(中) 坐标 (1w,9,$) 履 盖 整 个 双 曲 面 ,截面 1; = 常数 | 为 曲率 上 = +1 的 曲面 。 
(ii) 坐 标 (人 ,*,9,2) 覆 盖 半 个 双 曲 面 ,曲面 | = 常数 | 为 平 直 三 维 空间 ,其 测 地 
法 线 自 无 穷 远 过 去 的 某 一 点 开始 发 散 。 
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asinh(a't) =v, acosh(a™'t)cosy =w, 
acosh(a™'t) sin ycos@ = x, acosh(a7't)sinysinécosh = y, 
acosh(a't)sinysin@sind = z 

我 们 可 在 双 曲 面 上 引入 坐标 (1, x, 0, 由 ) 。 在 此 坐标 下 , 度 规 形 式 为 

ds? =- dt? + a’ cosh’ (a™'t) {dx + sin’y ( dé” + sin’ Odd’) | 。 
这 个 度 规 在 x =0, yam MO=0, 9= 的 奇 点 只 不 过 是 那 种 随 极 坐标 
出 现 的 奇 点 。 除 了 这 些 平凡 奇 点 外 ,坐标 覆盖 整个 空间 - % <t< o ， 
0<XYs<T, 0 和 0<T, 0 大》 和 27。 常 数 上 的 空间 截面 是 具有 正常 数 曲率 
的 球面 $ ,也 是 Cauchy 曲面 。 它 们 的 测 地 法 线 先 单调 收缩 到 最 小 间 
距 ,然后 再 扩展 到 无 穷 远 ( 见 图 16(i) )。 

我 们 也 可 以 在 双 曲 面 上 引信 坐 标 


、 w +v a ax < a 、 az 
t = alog ; x = 一 一 一 = 2Y z= 
a 


wt’ 2 pte’ w+ 
在 此 坐标 下 , 度 规 形式 为 
ds’ = - di? + exp(2a™f) (dê + dy’ +d? ), 

FELIX BOA bp 1 aE PH Tn, A i Ew + <0 上 没有 定义 (图 16 
(ii) ) 。 

w +v >0 的 de Sitter 空间 区 域 构成 宇宙 的 稳 恒 态 模型 的 时 空 ,这 
种 时 空 模型 最 早 由 Bondi 和 Gold( 1948 ) .Hoyle(1948 ) 分别 提出。 在 这 
个 模型 里 ,假定 物质 沿 曲面 入 = 常数 | 的 测 地 法 线 运动 。 当 物质 进一步 
分 离 时 ,更 多 的 物质 会 不 断 地 产生 出 来 以 维持 密度 为 一 常数 。Bondi 
和 Gold 没有 为 模型 寻求 场 方程 。 不 过 ,Pirani( 1955) Hoyle 和 Narlikar 
(1964) 已 经 指出 ,如果 我 们 在 通常 物质 之 外 再 引入 负 能 量 密度 的 标量 
场 , 则 可 将 度 规 视 为 Einstein 方程 (A =0) 的 一 个 解 。 那 个 标量 场 (“C” 
场 ) 还 决定 着 物质 的 连续 产生 。 

稳 恒 态 理论 的 好 处 是 能 做 出 简单 而 又 明确 的 预言 。 但 从 我 们 的 观 
点 看 , 它 有 两 个 不 令 人 满意 的 地 方 : 一 是 存在 负 能 量 , 这 一 点 我 们 已 在 
§4.3 讨论 过 ; 另 一 点 是 它 的 时 空 只 是 半 个 de Sitter 空间 ,还 可 以 扩展 。 
尽管 存在 这 些 美 学 上 的 异议 ,对 稳 恒 态 理论 的 真正 检验 还 在 于 其 预言 
是 否 与 实验 观测 一 致 。 现 在 看 来 , 它 似乎 并 不 一 致 ,尽管 观测 结果 还 不 
是 很 确定 。 

de Sitter 空间 是 测 地 完备 的 ,但 这 种 空间 仍 有 些 点 无 法 用 任何 测 
地 线 连接 起 来 。 这 就 截然 不 同 于 那些 具有 正定 度 规 的 空间 。 在 具有 正 
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定 度 规 的 空间 里 , 测 地 线 的 完备 性 保证 了 空间 中 任意 两 点 至 少 可 用 一 
条 测 地 线 连 接 。 代 表 稳 恒 态 宇宙 的 半 个 de Sitter 空间 在 过 去 是 不 完备 
的 (有 些 测 地 线 在 整个 空间 是 完备 的 ,它们 穿 过 了 稳 恒 态 区 域 的 边界 ， 
因而 在 那个 区 域内 是 不 完备 的 )。 


nil aa 


all ss 


| 


> 
FF 

i ll | | 

i 

ECEE TITLE Fita 


I i A 


t 


qr 





I-E = — $n), RS? 


~ 时 间 线 
.t+ 一 oo) (%= 常 数 ) 


+ 
mE 
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y’ 
yan K 
S(t 二 一 00) (坐标 奇 点 ) 坐标 奇 点 (X = 0) 


(ii) (iii) 
图 17 

(i) de Sitter 空间 共 形 于 Einstein 静态 宇宙 中 - mr/2 <t < 7/2 部 分 , 稳 恒 态 
宇宙 共 形 于 图 中 的 阴影 区 。 

(ii) de Sitter 时 空 的 Penrose 图 。 

(iii) FA fH AST 48 AY Penrose 图 。 

在 (ii) ,( 四 ) 中 ,每 个 点 代表 一 个 面积 为 2rsin2y 的 二 维 球面 ; 零 线 处 于 
45°, x=0 y= nr BF. 


为 了 研究 de Sitter 时 空 在 无 穷 远 的 性 质 , 我 们 将 时 间 坐 标志 E 
义 为 
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t' = 2arctan(exp a't) 一 st, 


这 里 
一 fn << Fm. (5.8) 
于 是 
ds? = a’ cosh’ (a™'t’) ds’, 

这 里 ds? 由 (3$.7) 式 给 定 ( 令 ”=Y)。 因 此 ,de Sitter 空间 与 Einstein 静 
态 宇宙 中 由 (5. 8) 式 确定 的 那 部 分 空间 共 形 ( 见 图 17(i) ) 。 相 应 地 ,de 
Sitter 空间 的 Penrose 图 为 图 17(ii) ,其 中 的 一 半 是 构成 稳 便 态 宇宙 的 
那 半 个 de Sitter 空间 的 Penrose 图 ( ALAN 17 (iii) ) 。 

我 们 看 到 ,与 Minkowski 空间 不 同 的 是 , de Sitter 空间 对 类 时 曲线 
和 零 曲 线 都 有 在 未 来 和 过 去 的 类 空 无 穷 远 。 这 一 区 别 对 应 于 这 样 一 个 
事实 :在 de Sitter 时 空 里 ,对 观察 者 的 测 地 线 族 来 说 ,同时 存在 粒子 视 
界 和 事件 视界 。 

在 de Sitter 空间 里 ,我 们 考察 一 族 有 着 类 时 测 地 线 历史 的 粒子 。 
这 些 粒子 必然 始 于 类 空 无 穷 远 .7 并 止 于 类 空 无 穷 远 .A o S pE 
子 0 的 世界 线 上 的 某 个 事件 , 即 历史 上 的 某 一 时 刻 ( 沿 0 的 世界 线 的 
固有 时 ) 。P 的 过 去 零 锥 是 p 时 刻 能 被 0 观察 到 的 时 空 的 所 有 事件 的 
集合 。 某 些 其 他 粒子 的 世界 线 可 能 与 这 个 零 锥 相交 ,这些 粒 子 对 0 来 
说 是 可 见 的 ;反之 ,可 能 存在 一 些 粒子 ,它们 的 世界 线 不 与 这 个 零 锥 相 
交 , 它 们 这 时 对 0 来 说 还 是 不 可 见 的 。 在 稍 后 于 p 的 时 刻 ,0 可 观察 到 
更 多 粒子 ,但 仍 有 些 粒 子 是 不 可 见 的 。 我 们 将 0 E p 时 刻 可 见 到 的 粒 
子 与 该 时 刻 不 可 见 粒子 的 分 界 称 为 观察 者 0 在 事件 p 的 粒子 视界 , 它 
代表 处 于 观察 者 0 的 视野 极限 的 那些 粒子 的 历史 。 注 意 , 仅 当 粒子 族 
内 所 有 粒子 的 世界 线 均 已 知 时 ,粒子 视界 才 可 能 确定 。 如 果 某 个 粒子 
处 于 视界 面 上 , 则 事件 p 就 是 粒子 的 生成 光 锥 与 0 的 世界 线 相交 的 一 
点 。 男 一 方面 ,在 Minkowski 空间 里 ,所 有 其 他 粒子 ,如 果 沿 类 时 测 地 
线 运 动 , 则 对 0 的 世界 线 上 的 任意 事件 p 都 是 可 见 的 。 只 要 我 们 仅 考 
虚 测 地 线 的 观测 者 族 ,就 可 以 认为 粒子 视界 的 存在 是 过 去 零 无 穷 远 的 
类 空 性 的 一 个 结果 (图 18)。 

所 有 在 的 过 去 零 锥 外 的 事件 ,直到 事件 p 所 代表 的 时 刻 ,都 未 被 
0 所 见 。0 的 世界 线 在 .和 上 有 一 极限 。 在 de Sitter 时 空 里 ,0 的 过 去 
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粒子 0 的 世界 线 nEs a 
0 f] 
p” A 粒子 视界 
Z A Zi 
Zoe SS isis 
LZ» LZ EFA 
ZAE 
粒子 世 LL. d ZZ 
界线 SAA WM 
0 在 p 时 刻 可 观 
察 到 所 有 粒子 
0 在 时 刻 的 过 去 零 色 





(ii) 


图 18 
(i) 由 测 地 曲线 汇 定义 的 粒子 视界 ,此 时 过 去 零 无 穷 远 .7 为 类 空 


的 。 
ODES 为 零 , 则 不 存在 这 种 粒子 视界 。 


零 锥 (由 对 实际 时 空 取 极限 得 到 ,也 可 直接 获 自 共 形 时 空 ) 是 两 类 事件 
之 间 的 分 界 :0 在 某 一 时 刻 可 观察 的 事件 和 0 永远 也 无 法 观察 的 事 
件 。 我 们 称 这 个 界面 为 世界 线 的 未 来 事件 视界 。 它 是 世界 线 的 过 去 的 
边界 。 男 一 方面 ,在 Minkowski 时 空 里 , 任 一 测 地 观察 者 的 极限 零 锥 均 
包含 整个 时 空 , 故 不 存在 测 地 观察 者 永远 无 法 看 见 的 事件 。 然 而 ,如 果 
观察 者 作 匀 加 速 运动 , 则 其 世界 线 可 能 有 一 个 未 来 事件 视界 。 我 们 可 
以 认为 , 测 地 观察 者 的 未 来 事件 视界 的 存在 是 .Zz ' 的 类 空 性 的 一 个 结 


果 ( 图 19)。 
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(Z 粒子 0 的 世界 线 






观察 者 0 永远 
看 不 到 的 事件 


OF pA ME KE, 
最 终 包 括 整 个 时 空 R 的 未 来 事件 视界 
(ii) 
图 19 
ORF 0 的 未 来 事件 视界 , 当 未 来 无 穷 远 .和 为 类 空 时 存在 ;0 的 
过 去 事件 视界 , 当 过 去 无 穷 远 7 为 类 空 时 存在 。 
(ii) 如果 未 来 无 穷 远 包括 零 7° 和 六 , 则 对 测 地 观察 者 0 不 存在 未 
来 事件 视界 ,但 加 速 的 观察 者 R 可 以 有 未 来 事件 视界 。 


考虑 de Sitter 时 空 里 观察 者 0 的 事件 视界 ,并 假定 在 其 世界 线 上 
的 某 一 固有 时 刻 (事件 p) ,其 光 锥 与 粒子 8 的 世界 线 相 交 。 于 是 ,在 p 
之 后 的 时 刻 ,粒子 O 对 观察 者 0 来 说 总 是 可 见 的 。 但 是 ,在 8 的 世界 
线 上 ,存在 着 某 个 处 于 0 的 未 来 事件 视界 的 事件 r,0 永远 不 可 能 看 见 
0 的 世界 线 上 那些 发 生 于 7 之 后 的 事件 。 不 仅 如 此 ,在 0 的 世界 线 上 ， 
从 任 一 定点 直到 他 看 到 事件 7, 观察 者 经 历 了 无 限 的 固有 时 ;而 在 的 
世界 线 上 ,从 任 一 给 定 事件 到 发 生 事件 ">, 只 经 历 了 有 限 的 固有 时 ,在 @ 
的 观察 者 看 来 ,r 不 过 是 他 的 世界 线 上 的 一 个 普通 事件 。 因 此 ,0 在 无 
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限 的 时 间 内 只 能 看 到 & 的 历史 中 的 有 限 部 分 。 用 更 物理 的 语言 说 ,就 
是 当 0 看 Q 时 ,他 看 到 了 红 移 ,而 且 0 看 Q 的 世界 线 上 的 点 趋 于 r 时 ， 
引起 的 红 移 将 趋 于 无 穷 。 相 应 地 ,8 也 不 可 能 看 到 0 的 世界 线 上 某 一 
点 之 后 的 事件 ,他 也 只 能 看 到 0 的 世界 线 上 那 点 附近 伴 有 巨大 红 移 的 
点 。 
在 0 的 世界 线 上 任 一 点 ,未 来 零 锥 是 0 在 该 点 及 其 以 后 时 刻 所 能 
影响 的 事件 集合 的 边界 。 为 了 获得 时 空 里 0 能 在 任意 时 刻 影 响 的 事 
件 的 最 大 集合 ,我们 取 0 的 世界 线 在 过 去 无 穷 远 .和 -上 的 极限 点 的 未 
来 光 锥 , 即 我 们 取 世 界线 的 未 来 边界 ( 它 可 视 为 0 的 生成 光 锥 ) RE 
过 去 无 穷 远 .Zz 是 类 空 的 (这 时 它 实 际 上 是 0 的 过 去 事件 视界 ) ,这 样 
的 未 来 光 锥 对 测 地 观察 者 来 说 有 着 非 平凡 的 存在 性 。 由 上 述 讨 论 显然 
可 知 ,对 稳 恒 态 宇宙 来 说 ( 它 的 类 时 测 地 线 和 零 测 地 线 有 零 过 去 无 穷 
远 , 还 有 类 空 的 未 来 无 穷 远 ) ,任何 基本 的 观察 者 都 有 未 来 事件 视界 ， 
但 没有 过 去 粒子 视界 。 
iB de Sitter 空间 的 点 ,我 们 可 以 得 到 局 部 等 价 于 de Sitter 
空间 的 其 他 空间 。 最 简单 的 例子 是 秋 合 双 曲 面 上 的 对 径 点 p,p'( 图 
16)。 这 样 得 到 的 空间 不 是 时 间 可 定向 的 。 如 果 时 间 沿 p 点 箭头 的 方 
向 增长 , 则 对 径 点 又 合意 味 着 它 也 必然 沿 p' 点 的 箭头 方向 增长 ,但 我 们 
无 法 将 这 种 未 来 半 零 锥 与 过 去 半 零 锥 之 间 的 释 合 连续 扩展 到 整个 双 曲 
面 上 。Calabi 和 Markus (1962 ) 和 仔细 研究 过 这 种 个 合 产 生 的 空间 ,他 们 
特别 证 明了 , 当 且 仅 当 要 合 的 空间 不 是 时 间 可 定向 的 ,其 任意 一 点 才能 
通过 测 地 线 与 其 他 任意 点 连接 起 来 。 
R <0 的 常 曲率 空间 称 为 反 de Sitter 空间 。 它 有 拓扑 S x R ,并 
可 用 五 维 平 直 空 间 R 里 的 双 曲 面 
-u -v ter ty + al 
来 代表 。 这 种 五 维 平 直 空 间 R 有 度 规 
ds? =- (du)? - (dv)? + (dx)? + (dy)? + (dz)?, 
这 个 空间 存在 闭合 类 时 线 , 但 它 不 是 单 连通 的 。 如 果 我 们 解 开 圆周 5 
(以 获得 其 覆盖 空间 R' ) , 则 可 得 到 反 de Sitter 空间 的 通用 覆盖 空间 ， 
它 不 包含 任何 闭合 类 时 线 ,其 拓扑 为 RR。 以 后 我 们 说 到 “ 反 de Sitter 
空间 " 指 的 就 是 这 个 通用 覆盖 空间 。 
这 个 通用 覆盖 空间 可 由 度 规 
d? =- di? + costi dy? + sinh’y(d@” + sin’@dq ) | (5.9) 
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RER. NR RCRA SUB AE = + 广 处 有 表 观 奇 点 。 


整个 空间 可 用 坐标 | ,r,9, 四 来 覆盖 ,其 度 规 具 有 静态 形式 
ds? = - cosh’rdt” + dr? + sinh’r(d@ + sin’6dd’) 。 
在 此 形式 下 ,空间 由 具有 非 测 地 法 线 的 曲面 {1 = 常数 | 来 覆盖 。 
为 了 研究 无 穷 远 的 结构 ,我 们 定义 坐标 7': 


r’ = 2arctan(expr) - on, 0<r'< Fm 


于 是 有 ds’ = cosh’ rds’ ,这 里 d? 由 (5.7) 式 给 定 。 就 是 说 ,整个 反 de 
Sitter 空间 与 Einstein 静态 柱 面 中 0<r' < mw/2 那 部 分 空间 共 形 。 反 de 
Sitter 空间 的 Penrose 图 见 图 20。 在 这 种 情形 下 , 零 无 穷 远 和 类 空 无 穷 
远 可 视 为 类 时 曲面 ,有 拓扑 R x S?, 

我 们 不 可 能 找到 一 种 共 形 变换 来 把 类 时 无 穷 远 变 为 有 限 而 同时 又 
不 会 将 Einstein 静态 时 空 缩 为 一 点 (如 果 某 个 共 形 变换 将 时 间 坐 标 变 
为 有 限 , 则 它 也 将 空间 截面 放大 为 无 穷 ) ,所 以 ,我 们 用 分 离 的 两 点 i ， 
i 来 代表 类 时 无 穷 远 。 

曲线 ix,6,$ 为 常数 | 是 正 交 于 曲面 t= 常数 | 的 测 地 线 , 它 们 在 曲 
面 的 未 来 (或 过 去 ) 某 一 点 9( 或 p) 汇 聚 ,这 种 汇聚 正 是 原来 形式 的 度 
规 出 现 表 观 (坐标 ) 奇 点 的 原因 。 这 些 坐 标 覆 盖 的 区 域 介 于 曲面 
1=0 与 那些 法 线 开 始 发 散 的 零 曲面 之 间 。 

反 de Sitter 空间 还 有 两 个 有 趣 的 性 质 。 首 先 , 作 为 类 时 无 穷 远 的 
结果 ,空间 不 存在 任何 形式 的 Cauchy 曲面 。 虽 然 我 们 能 找到 完全 覆盖 
空间 的 类 时 曲面 族 ( 如 曲面 |* = 常数 | ) ,其 中 每 一 曲面 均 为 完整 的 时 
空 截面 ,但 我 们 也 能 找到 不 与 曲面 族 中 任 一 给 定 曲面 相交 的 零 测 地 线 。 
在 任意 这 样 的 曲面 上 给 定 初 值 ,我 们 无 法 预言 超出 曲面 的 Cauchy 发 展 
的 事情 。 故 自 曲面 f=01 始 ,我 们 只 能 在 坐标 (t,x,90,4$) 覆 盖 的 区 域 
内 进行 预言 。 任 何 试图 超出 该 区 域 的 预言 都 将 因为 来 自 类 时 无 穷 远 的 
新 信息 而 不 可 能 实现 。 

第 二 ,对 应 于 t=0 的 测 地 法 线 在 p 和 9g 汇聚 这 一 事实 ,所 有 来 自 p 
的 过 去 类 时 测 地 线 将 向 外 扩展 (垂直 于 曲面 1t = 常数 | ) 并 重新 汇聚 于 
gq。 事实 上 ,在 此 空间 内 ,从 任 一 点 出 发 的 所 有 (不 论 是 向 过 去 的 还 是 
未 来 的 ) 类 时 测 地 线 都 将 重新 汇聚 于 某 个 像 点 ,然后 从 该 像 点 发 散 出 
去 再 重新 汇聚 于 下 一 个 像 点 ,如 此 反复 。 因 此 ,自己 出 发 的 未 来 类 时 测 
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图 20 


(i) 通 用 反 de Sitter 空间 与 半 个 Einstein 静态 宇宙 共 形 。 坐 标 (1',r,9,4$) 覆 
盖 整 个 空间 ,而 坐标 (1t, x,9, 中 ) 仅 履 盖 如 图 所 示 的 萎 形 区 域 。 与 曲面 
be = 常数 | 正 交 的 测 地 线 收 敛 于 p,g 两 点 ,然后 发 散 进入 类 似 的 萎 形 区 域 。 

(ii) 通 用 反 de Sitter 空间 的 Penrose 图 。 无 穷 远 包 括 类 时 曲面 7 和 分 离 
Ait, i 。 图 中 还 显示 了 某 些 类 时 测 地 线 和 和 零 测 地 线 的 投影 。 


地 线 永远 到 达 不 了 .fF 。 相 比 之 下 , 自 p 到 .的 未 来 等 测 地 线 则 形成 p 
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的 未 来 边界 。 类 时 测 地 线 与 零 测 地 线 的 这 种 分 离 ,导致 在 p 的 未 来 ( 即 
从 p 出 发 的 未 来 方向 的 类 时 线 到 达 的 区 域 ) 出 现 自 p 出 发 的 任何 测 地 
线 无 法 到 达 的 区 域 。 从 p 出 发 的 未 来 方向 的 类 时 曲线 所 能 到 达 的 点 的 
合 , 就 是 那些 在 p 的 未 来 零 锥 之 外 的 点 的 集合 ;而 从 p 出 发 的 未 来 方 
向 的 类 时 测 地 线 所 能 到 达 的 点 的 集合 , 则 形成 类 似 于 坐标 (1, x, 0.) 
所 覆盖 的 无 穷 凌 形 区 域 链 的 内 部 。 我 们 注意 到 ,曲面 :=0 的 Cauchy 
发 展区 域内 的 所 有 点 ,都 能 通过 从 曲面 出 发 的 唯一 测 地 法 线 到 达 , 但 
Cauchy 发 展 之 外 的 寻常 点 则 不 可 能 通过 曲面 的 任何 测 地 法 线 到 达 。 
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至 此 ,我 们 尚未 考虑 精确 解 与 物理 宇宙 之 间 的 关系 。 沿 着 Einstein 
的 思路 ,我 们 要 问 ,能 否 找 到 某 种 时 空 作为 适当 形式 的 物质 场 的 精确 
解 ,而 且 它 对 可 观测 宇宙 的 大 尺度 性 质 能 给 予 很 好 的 说 明 ? 如 果 答 案 
是 肯定 的 , 则 我 们 可 以 宣称 我 们 拥有 了 一 个 合理 的 “宇宙 学 模型 ”或 物 
理 宇宙 的 模型 。 

但 是 , 若 不 对 现 有 的 某 些 思想 加 以 综合 取舍 我 们 就 无 法 构造 宇宙 
学 模型 。 在 最 早 的 宇宙 学 里 ,人 类 把 自身 置 于 宇宙 中 心 的 主宰 地 位 。 
H Copernicus 时 代 以 来 ,我 们 的 地 位 已 降低 为 在 一 个 中 等 大 小 的 星系 
的 边缘 绕 着 一 颗 中 等 大 小 的 恒星 旋转 的 中 等 大 小 的 行星 ,而 这 个 星系 
本 身 也 不 过 是 局 部 星系 群 里 的 一 员 。 其 实 ,我 们 今天 已 经 没什么 好 骄 
傲 的 了 ,我们 不 再 声称 我 们 在 空间 的 位 置 具有 任何 意义 的 特殊 。 按 
Bondi( 1960 ) 的 说 法 ,我 们 将 这 种 假定 称 为 Copernicus 原理 。 

对 这 个 多 少 有 些 含糊 的 原理 ,一 种 合理 的 诠释 是 将 它 理解 为 ,从 某 
个 恰当 的 尺度 看 ,宇宙 在 空间 上 是 近似 均匀 的 。 

这 里 所 谓 空 间 的 均匀 性 是 指 ,存在 一 自由 作用 于 . 妈 的 等 距 变 换 
群 , 其 可 迁 曲 面 是 类 空 三 维 曲 面 。 换 言 之 ,这 些 曲面 上 的 任 一 点 均等 价 
于 同一 曲面 上 任何 其 他 点 。 当 然 ,宇宙 并 不 是 严格 空间 均匀 的 ,还 存在 
诸如 恒星 和 星系 等 局 部 不 均匀 性 。 尽 管 如 此 ,我 们 仍 可 以 合理 地 假定 
宇宙 在 足够 大 的 尺度 上 是 空间 均匀 的 。 

虽然 我 们 可 以 构建 满足 这 种 均匀 性 要 求 的 数学 模型 ( 见 下 节 ) ,但 
要 通过 观察 来 直接 检验 这 种 均匀 性 则 是 十 分 困难 的 ,因为 没什么 简单 
方法 可 以 用 来 测量 我 们 与 遥远 天 体 之 间 的 距离 。 这 种 困难 可 以 克服 ， 
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因为 原则 上 我 们 可 以 很 容易 地 在 对 河 外 星系 的 观察 中 发 现 各 向 同性 
( 即 我 们 能 看 出 不 同方 向 上 的 观察 结果 是 否 相 同 ) ,而 各 向 同性 与 均匀 
性 是 密切 相关 的 。 迄 今 为 止 进行 的 各 向 同性 观测 结果 表明 ,我 们 周围 
的 宇宙 是 近似 球 对 称 的 。 

特别 是 ,观测 表明 , 河 外 星系 射电 源 的 分 布 是 近似 各 向 同性 的 ,而 
最 近 观 测 的 宇宙 微波 背景 辐射 ,在 我 们 检测 过 的 区 域 , 也 是 高 度 各 向 同 
性 的 (进一步 讨论 见 第 10 章 ) 。 

我 们 完全 可 以 写 出 并 验证 所 有 球 对 称 时 空 的 度 规 ,尤其 是 
Schwarzschild 和 Reissner ~ Nordström 解 ( 见 8$5.$) ,但 它们 都 是 渐 近 平 
直 的 空间 。 一 般 说 来 , 球 对 称 空间 可 能 至 多 存在 两 点 ,从 这 两 点 看 , 空 
闻 才 呈 球 对 称 。 尽 管 它们 可 作为 大 质量 天 体 附 近 的 时 空 模型 ,但 只 能 
作为 与 我 们 从 某 个 非常 特殊 的 位 置 附近 看 到 的 与 各 向 同性 相 一 致 的 宇 
宙 模 型 。 例 外 的 情形 是 那些 宇宙 在 时 空 的 每 一 个 点 都 呈 各 向 同性 的 模 
型 。 因 此 ,我 们 应 将 Copernicus 原理 解释 为 ,宇宙 关于 每 一 点 都 是 近似 
球 对 称 的 ( 因为 它 对 我 们 就 是 近似 球 对 称 的 ) 。 

正如 Walker(1944) 证 明 的 ,每 一 点 的 严格 球 对 称 意味 着 宇宙 是 空 
间 均 匀 的 , 它 容许 一 个 六 参数 等 距 变 换 群 ,其 可 迁 曲 面 是 常 曲率 的 三 维 
类 空 曲 面 。 这 种 空间 称 为 Robertson - Walker (或 Friedmann) 空间 
(Minkowski 空间 , de Sitter 空间 和 反 de Sitter 空间 均 属 一 般 Robertson - 
Walker 空间 的 特例 ) 。 由 此 我 们 可 得 出 结论 :这 些 空间 都 是 我 们 可 观 
测 区 域 的 时 空 大 尺度 几何 的 良好 近似 。 

在 各 种 Robertson - Walker 空间 里 ,我们 可 选取 坐标 使 度 规 有 如 下 
形式 : 

ds’ =~ d? + S(t)do’, 
这 里 da” 是 常 曲率 三 维 空间 度 规 ,与 时 间 无 关 。 这 些 三 维 空间 ,按照 
其 度 规 是 常 正 曲率 . 常 负 曲 率 或 零 曲率 ,而 各 具 不 同 的 几何 性 质 。 重 新 
定 标 函 数 $ ,我 们 可 将 前 两 种 情形 的 曲率 天 归 一 化 为 +1 或 -1。 于 是 
EH do’? 可 写 为 
do” = dy’ +f? (x) (d@ + sin’6d¢”) , 

ix 

sin y 如 果 天 =+1， 

fx) = 如 果 天 = 0， 
sinhy 如 果 K =-1, 





5.3 Robertson -~ Walker 空间 125 


当 K=0 或 -1 时 ,坐标 xX 从 0 取 到 w ;但 当 开 = +1 时 ,x 则 从 0 取 到 
2mw。 当 KK=0 或 -1 时 ,三 维 空间 微分 同 胚 于 RR ,因而 是 “无 限 的 ” ;但 
当天 = +1 时 ,它们 微分 同 胚 于 三 维 球面 5 ,因而 是 紧 致 的 (“闭合 的 ” 
或 “ 有限 的 ")。 我 们 可 通过 午 合 这 些 三 维 空间 中 适当 的 点 ,来 获得 其 
他 整体 拓扑 ;其 至 在 负 曲 率 或 零 曲 率 情形 ,我 们 也 可 以 通过 这 种 方式 来 
得 到 紧 致 的 三 维 空 间 (Libell, (1931 ) ) 。 但 是 这 种 常 负 曲 率 紧 致 曲面 
可 能 不 具有 连续 的 等 距 变 换 群 (Yano and Bochner, ( 1953 ) ) 一 一 尽管 
每 一 点 均 存 在 Killing 向 量 ,但 由 这 些 Killing 向 量 仍 无 法 确定 整体 Kill- 
ing 向 量 场 ,而且 它们 生成 的 局 部 等 距 变 换 群 也 不 能 连接 起 来 形成 整体 
的 等 距 变 换 群 。 在 零 曲 率 情形 , 紧 致 空间 只 能 有 三 参数 等 距 变换 群 。 
无 论 哪 种 情形 , 礁 合 产生 的 空间 都 不 会 是 各 向 同性 的 。 我 们 不 打算 在 
此 进行 这 种 奏 合 ,因为 我 们 当初 考察 这 些 空间 ,就 在 于 它们 是 各 向 同性 
的 (因而 有 六 参数 等 距 变换 群 ) 。 事 实 上 ,唯一 不 会 产生 各 向 异性 空间 
WEA IER MBA PBS S 的 对 径 点 。 

Robertson — Walker 解 的 对 称 性 要 求 能 量 -动量 张 量 具有 理想 流 
体 的 形式 ,其 密度 人 和 压强 疡 仅 是 时 间 坐 标 上 的 函数 ,其 流 线 是 
常 曲线 (Y,p, 由 ) (所 以 坐标 系 是 随 动 坐标 系 ) 。 这 种 流体 可 视 为 宇宙 物 
质 的 平滑 近似 ,这 样 ,函数 S(t) 代表 相 邻 流 线 ( 即 “ 邻 近 " 星 系 ) 间 的 


距离 。 
在 这 些 空间 里 ,能量 守 恒 方 程 (3.9) 形 如 
ù =-3(u+p)S* /S, (5. 10) 
Raychaudhuri 方程 (4. 26) Æ 40 . 
An(u +3p) - A =-3S°°/S, (5.11) 
剩 下 的 场 方程 (本 质 上 是 (2. 35) ) 可 写 为 
38°? =8r(us)/S + AS? - 3K, (5.12) 


RES’ 关 0 ,我们 就 可 以 通过 (5.10) 和 (5.11) 的 一 次 积分 来 导出 
(5. 12) ,以 为 任意 积分 常数 。 因 此 ,这 个 场 方程 的 实际 作用 就 是 将 
积分 常数 等 同 为 三 维 空间 = 常数 | 的 度 规 do? 的 曲率 。 

我 们 可 合理 地 假定 (参见 能 量 条 件 , 84.3) 密度 为 正 且 压强 p 
非 负 。( 事 实 上 ,目前 估计 值 为 10 g om <p, <10°"g em”, O<p, 
<m) FH, A 为 零 , 则 (5. 11) 式 说 明 $ 不 可 能 为 常数 ,或 者 说 ， 
这 个 场 方程 意味 着 宇宙 要 么 在 膨胀 ,要 么 在 收缩 。 正 如 Slipher 和 Hub- 





126 5 精确 解 


ble 最 早 发 现 的 那样 , 河 外 星系 的 观察 表明 它们 正 远离 我 们 而 去 ,这 说 
明 宇 宙 中 的 物质 目前 正在 膨胀 。 最 近 观 测 确定 的 S' /5 在 当前 的 
值 为 
H = (S*/S)|, = 10°"/ #, 
这 个 值 在 2 倍 的 范围 内 均 可 认为 是 正确 的 。 由 此 ,从 (5: 11) 式 可 知 ， 
若 A 为 零 , 则 $ 在 有 限时 间 之 前 ( 即 沿 银河 系 的 世界 线 测 得 的 时 间 
ty) 必然 已 经 为 零 ,这 里 
to < H`” = 10" 年。 

而 从 (5. 10) 可 知 ,密度 随 宇宙 膨胀 而 下 降 , 反 过 来 说 ,密度 在 过 去 较 
高 , 且 随 SO 而 无 限 增长 。 因 此 ,这 不 仅 是 一 个 坐标 奇 点 问题 (例如 
由 坐标 (5. 9) 表 示 的 反 de Sitter 宇宙 的 情形 ), 它 表明 ,密度 在 奇 点 趋 
于 无 穷 的 事实 意味 着 曲率 张 量 定义 的 某 个 标量 也 是 无 穷 的 。 正 因为 这 
一 点 ,这 种 奇 点 才 比 Newton 理论 的 情形 更 糟糕 。 在 两 种 理论 的 情形 
下 ,所 有 粒子 的 世界 线 都 交 于 一 点 ,而 那 一 点 的 物质 密度 成 为 无 穷 
大 。 但 在 相对 论 的 这 个 情形 ,时 空 本 身 在 S=0 处 成 了 奇 点 。 我 们 必须 
从 时 空 流 形 排除 这 个 奇 点 ,因为 没有 什么 已 知 的 物理 定律 能 在 这 里 
成 立 。 

这 种 奇 性 是 Robertson - Walker 解 最 显著 的 特征 , 它 出 现在 所 有 满 
足 凡 +3p 为 正 而 A 为 负 、 零 或 不 是 太 大 的 正 数 的 模型 里 。 它 意味 着 宇 
宙 ( 或 至 少 是 我 们 有 物理 认识 的 那 部 分 宇宙 ) 在 有 限 的 时 间 之 前 有 一 
个 开端 。 然 而 ,这 一 结果 是 从 严格 的 空间 均匀 性 和 球 对 称 性 的 假定 下 
导出 的 。 尽 管 这 些 假定 在 当前 足够 大 的 尺度 上 可 能 是 一 种 合理 的 近 
似 , 但 在 局 部 肯定 是 不 成 立 的 。 人 们 或 许 认 为 , 当 我 们 追溯 宇宙 演化 的 
过 去 ,局 部 的 不 规则 性 也 许 就 会 增长 并 阻止 奇 点 的 出 现 , 而 使 宇宙 发 生 
“反弹 ”。 这 种 设想 是 否 会 出 现 ? 具有 非 均 匀 的 现实 的 物理 解 是 否 还 
将 包含 奇 点 ? 这 些 是 宇宙 学 的 中 心 问题 ,也 构成 本 书 所 要 讨论 的 主题 。 
结果 表明 ,有 可 靠 证 据 使 我 们 相信 ,物理 宇宙 在 过 去 的 确 有 奇 点 。 

如 果 适 当 确 定 了 p My 之 间 的 关系 ,积分 (5. 10) 式 就 可 以 得 到 作 
为 $ 函数 的 4。 事实 上 ,压强 p 在 宇宙 目前 这 个 阶段 是 非常 小 的 ,如 果 
pP 和 A 为 零 , 则 从 (5. 10) 式 可 得 

4a M 
ZED 


这 里 W 是 一 常数 ,而 (5. 12) REN 
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38°? -6M/S = -3K = E/M, (5. 13) 
前 一 个 方程 表述 了 压强 为 零 时 的 质量 守恒 ,后 一 个 (Friedmann 方程 ) 
则 是 在 物质 随 动 体积 形式 下 的 能 量 守恒 方程 。 常 数 E 代表 动能 势能 
ZA, WR EAC BN K AE) , 则 $ 将 增 至 某 一 最 大 值 ,然后 再 减 小 
ENS URE AERA KAARE), N S 将 无 限 增 大 。 
如 果 我 们 重新 标定 时 间 参 数 7(1) ,定义 
dr/dt = S71(1), (5. 14) 
则 (5. 13) 的 具体 解 有 如 下 简单 形式 
S = (F/3)(coshr-1), t = (E⁄3)(sinhr-7), 如 果 K =-1; 


S=7, t=37,， WK = 0; 


= (-E/3)(1l-cosr, t = (-E/3)(r-sin7), WRK = 1。 
(K =0 的 情形 就 是 Einstein - de Sitter 宇宙 ,显然 Sat’?,) 
如 果 p 非 零 且 为 正 , 则 定性 行为 是 一 样 的 。 特 别 是 , 当 p = (y -Dn 


(这 里 是 一 常数 ,1<y<2) 时 ,我 人 有 m=M/S;， 而 (5.12) 的 解 
在 奇 点 附近 有 形式 


S cc 27, 

如 果 A 为 负 值 , 则 解 从 某 个 初始 奇 点 开始 膨胀 ,达到 最 大 值 后 再 
HARENA. WMR A 为 正 , 则 对 天 =0 或 -1, 解 将 一 直 膨 胀 下 
去 ,并 渐 近 地 趋 于 稳 恒 态 模型 ;对 天 = +1, 解 存在 多 种 可 能 性 ,如 果 A 
大 于 某 一 临界 值 As(p =0 时 As = ( -EA3M) (030) 2) , 则 解 将 从 初 
始 奇 点 开始 一 直 膨 了 胀 ,并 渐 近 趋 于 稳 恒 态 宇宙 模型 。 如 果 A = A , 则 
存在 三 个 解 ,首先 是 静态 解 , 即 Einstein 静态 宇宙 ( 形 如 (3.7) 的 度 规 
是 Einstein 静态 解 在 jw +p = (47) ,A =1 +87p 条件 下 的 特例 ) ;其 
次 还 存在 一 个 从 初始 奇 点 开始 渐 近 趋 于 Einstein 宇宙 的 解 ; 第 三 个 解 
则 从 无 穷 远 过 去 的 Einstein 宇宙 开始 , 然后 一 直 膨 胀 下 去 。 如 果 
A<Aua, 则 存在 两 个 解 :一 个 解 自 初 始 奇 点 开始 膨胀 然后 韦 缩 为 第 二 
个 奇 点 , 另 一 个 解 从 无 穷 远 过 去 的 无 穷 大 半径 开始 收缩 ,达到 最 小 半径 
后 开始 膨胀 。 只 有 这 个 解 和 在 无 穷 远 过 去 接近 稳 恒 态 宇宙 的 解 , 才 可 
能 代表 我 们 观察 到 的 宇宙 ,而且 不 含 奇 点 。 在 这 些 模 型 里 ,9 总 是 正 
的 ,这 似乎 与 我 们 观测 到 的 遥远 星系 的 红 移 相 矛盾 (Sandage, 1961, 
1968 ) 。 并 且 ,这 些 模型 里 的 最 大 物质 密度 似乎 也 不 比 当 前 的 物质 密 
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度 大 多 少 ,这 使 我 们 很 难 理解 诸如 宇宙 微波 背景 辐射 和 宇宙 氮 丰 度 等 
现象 。 这 些 现象 似乎 表明 宇宙 在 其 历史 上 曾 有 过 一 个 极 高 温 高 密度 的 
阶段 。 

如 同 前 面 研 究 的 情形 ,我 们 可 求 出 Robertson - Walker 空间 到 Ein- 
stein 静态 空间 的 共 形 映射 。 这 里 用 (5. 14) 式 定义 的 坐标 7 作为 时 间 
坐标 ,于 是 度 规 形式 为 

ds? = S:(7)| - dr? + dy’ +f? (x) (do + sinde’ ) | (5.15) 
在 K= +1 情形 ,上 式 已 共 形 于 Einstein 静态 空间 ( 取 r =t, y =r RA 
(5.7) 式 的 记号 一 致 了 ) 。 于 是 ,这 些 空间 恰好 被 映射 到 由 7 值 确 定 的 
那 部 分 Einstein 静态 空间 。 当 p=A =0,7 的 范围 为 0<r <T, 因 此 整 
个 空间 被 映射 到 Einstein 静态 宇宙 的 这 个 区 域 ,而 其 边界 被 映射 到 三 
维 球面 r=0,r =m. (CÈ p >0, 则 被 映射 到 0 <7 <a<” 对 应 的 区 域 ， 
这 里 a 是 某 一 常数 。) 在 =0 情形 ,同样 的 坐标 代表 与 平 直 空间 共 形 
的 空间 ( 见 (5. 15) 式 ) ,因此 ,利用 $5.1 的 共 形 变换 ,我 们 得 到 被 映射 
到 Einstein 宇宙 中 代表 Minkowski 时 空 的 萎 形 的 一 部 分 的 那些 空间 (图 
14)。 这 样 的 区 域 同 样 取决 于 7 的 值 。 当 A =0 时 ,0 <r < mw ,所 以 这 
个 空间 ( 即 p =0 时 的 Einstein - de Sitter 空间 ) 共 形 于 代表 Minkowski 
时 空 的 菱形 中 1 >0 的 那 半 个 区 域 。 在 = -1 情形 ,我 们 得 到 与 Ein- 


stein 静态 空间 中 由 -Fmt tsa, -六 si =m 所 确定 


的 区 域 共 形 的 度 规 ,其 中 定义 


t' = arctan( tanh Hr +y)) + arctan(tanh +r -x)), 


r’ = arctan( tanh (7 +y)) - arctan( tanh F(T -yx))o 


BCE aa) OB 9) Bs TE DX av 的 取 值 范围 确定 。 当 A =0 时 ,空间 被 
映射 到 上 半 区 。 

由 此 ,我 们 得 到 与 Einstein 静态 空间 的 某 一 部 分 (通常 是 有 限 的 ) 
区 域 共 形 的 空间 及 其 边界 , 见 图 21(i) 。 但 它们 与 前 面 的 情形 有 一点 
重要 区 别 ; 前 面 的 情形 里 ,部 分 边界 是 “无 限 的 ”, 而 它们 却 代 表 S =0 
时 的 奇 点 。( 可 将 共 形 因子 的 作用 看 作 是 通过 无 限 压缩 使 无 穷 大 成 为 
有 限 ,而 通过 无 限 扩展 使 奇 点 $S =0 ERAR.) 其 实 这 些 差 别 对 共 形 
图 无 关 紧要 ,我 们 可 以 像 以 前 那样 给 出 Penrose 图 (图 21 (ii) 和 21 





5.3 Robertson - Walker 空间 129 


yur % 一 和 =R 


ies a 














on Oe 
- POAN 





(ii) (iii) 


图 21 
G)ÆK= +1,0 和 -1 三 种 情形 下 ,Robertson - Walker 23 [A] (p = A = 
0) 共 形 于 图 示 的 部 分 Einstein 静态 空间 。 
(ii)K = +1 H p=A =0 情形 下 Robertson - Walker 空间 的 Penrose 图 。 
(iii) K =0 3} -1 H. p =A =0 JAJE F Robertson -Walker 空间 的 Penrose 图 。 


(证 ) ) 。 在 pz0 的 每 一 种 情形 ,: = 0 的 奇 点 均 可 用 类 空 曲 面 来 表示 ， 
相应 于 在 这 些 空间 里 存在 粒子 视界 ( 精确 定义 见 85.2)。 当 天 = +1 时 ， 
未 来 边界 也 是 类 空 的 ,这 意味 着 基本 观察 者 存在 事件 视界 ;当天 =0 或 
-1 且 A=0 时 ,未 来 无 穷 远 为 零 ,这些 空间 里 的 基本 观察 者 没有 事件 





E 
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视界 。 

这 时 ,我 们 应 考察 如 下 问题 : 反 de Sitter 空间 可 以 用 (5.9) 的 Ro- 
bertson - Walker 形式 来 表示 ,从 而 共 形 地 表示 为 Einstein 静态 宇宙 的 
一 部 分 。 当 我 们 这 么 做 时 ,可 以 看 到 Robertson - Walker 坐标 仅 覆盖 了 
整个 空间 的 一 小 部 分 ,就 是 说 ,可 以 扩展 由 Robertson - Walker 坐标 所 
描述 的 时 空 。 为 此 ,我 们 必须 证 明 ,有 物质 的 Robertson - Walker 宇宙 
事实 上 是 不 能 扩展 的 。 之 所 以 这 样 ,是 因为 我 们 可 以 证 明 , 若 1 >0,p> 
0 且 XX 是 点 9 的 任 一 向 量 , 则 过 g =y(0) 点 沿 民 方向 的 测 地 线 y(*) 满 
足下 述 条 件 : l 

Ci) y(v) A RR v 的 任意 正 值 ;或 

(ii) 存在 某 个 mw >0 使 标量 不 变量 


1 i 1 ij 
(Ry ~ Ray) (RY - Ro") = (w+ A)? +3(p- A)? 


在 7y([0,m)) 上 无 界 。 

现在 很 清楚 ,曲面 ;= 常数 | 是 这 些 空间 的 Cauchy 曲面 。 进 一 步 
可 知 , 奇 点 在 下 述 意义 上 是 普遍 存在 的 :过 Robertson - Walker 空间 任 
一 点 的 所 有 类 时 测 地 线 和 零 测 地 线 , 对 某 个 有 限 的 仿 射 参数 值 ,都 将 趋 
于 一 个 奇 点 。 
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我 们 已 经 看 到 ,在 人 >0,p>0 A A 不 太 大 的 情形 ,任何 Robertson 
-Walker 时 空 均 存 在 奇 点 。 但 我 们 不 能 由 此 就 认为 ,对 允许 空间 不 均 
匀 且 各 向 异性 的 更 为 实际 的 宇宙 来 说 ,也 一 定 存在 奇 点 。 事 实 上 ,我们 
并 不 指望 发 现 宇宙 可 由 任何 精确 解 来 进行 非常 精确 的 描述 ,但 我 们 可 
以 找到 不 像 Robertson - Walker 解 那么 严格 的 .可 能 更 为 合理 的 宇宙 横 
型 的 精确 解 ,并 研究 奇 点 是 否 在 其 中 出 现 。 如 果 这 种 模型 确实 出 现 了 
奇 点 , 则 意味 着 奇 点 的 存在 可 能 是 我 们 认为 可 能 的 合理 的 宇宙 模型 的 
所 有 时 空 的 普遍 特征 。 

我 们 可 以 找到 这 样 一 类 解 ,它们 谈 不 上 各 向 同性 , 却 满足 空间 均匀 
性 (严格 的 Copernicus 原理 ) 要 求 (虽然 当前 看 来 宇宙 是 近似 各 向 同性 
的 ,但 在 某 个 更 早 的 时 期 它 可 能 有 巨大 的 各 向 异性 ) 。 因 此 我 们 假定 ， 
这 些 模型 中 存在 等 距 变 换 群 G6, ,其 轨道 在 模型 的 某 一 部 分 是 类 空 超 曲 
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fl. Cm p 在 群 6, 下 的 轨道 是 点 p 在 群 的 所 有 元 素 作 用 下 生成 的 点 的 
集合 。) 我 们 可 用 熟知 的 方法 来 局 部 地 构造 这 些 模型 ,r =3 的 情形 见 
Heckmann 和 Schiicking (1962); r =4 的 情形 见 Kantowski 和 Sachs 
(1967)( 若 r>4, 则 时 空 必然 是 Robertson - Walker 空间 ) 。 
最 简单 的 空间 均匀 的 时 空 ,是 那 种 以 Abel 群 作为 等 距 变 换 群 的 时 
空 。 这 种 群 在 Bianchi 分 类 里 ( Bianchi,1918) 属 于 I 型 群 ,此 时 我 们 称 
空间 为 Bianchi I 型 空间 。 我 们 稍 加 详细 地 讨论 Bianchi I 型 空间 ， ae 
给 出 一 个 定理 ,说 明 在 满足 类 时 收敛 条 件 ( 见 $4.3) 的 所 有 非 空 
间 均 匀 的 模型 中 都 将 出 现 奇 点 。 
假定 空间 均匀 的 时 空 有 Abel 等 距 变 换 群 ,为 简单 起 见 ,我 们 还 假 
定 A=0 且 物质 为 零 压 强 的 理想 流体 (“尘埃 ”), 于 是 存在 随 动 坐标 
(t,x,Yy,z) ,使 度 规 有 如 下 形式 : 
ds? =- dt? + X (t)dx? + Y (t)dy? + ZO. (5.16) 


定义 函数 S(t) A S =XYZ ,由 守恒 方程 知 ， 物质 密度 由 < 本 TU = M/S’ 确 
定 , 这 里 M 是 适当 选 定 的 常数 。 soy 84 tases 

X = S(13/S)™™* ， Y = (5/8) Ao ， 

Z = SPSE 
这 里 $ 由 
$ = ZMU +3) 

给 定 , 其 中 ( >0) 是 确定 各 向 异性 程度 的 常数 (我 们 排除 了 各 向 同性 
(2 =0) 的 情形 , 即 Einstein -de Siter 宇宙 (85.3)) ;al -F <a< 7) 
是 确定 发 生 最 快 膨胀 方向 的 常数 。 平 均 膨 胀 率 为 


So 2 t+ 3/2. 
S 3t 5+Y， 





% 方 向 的 膨胀 为 


X’ - 22+ 301 + 2sina)/2 
X 3t t+> 


Y, Frm Y/Y, Z“ /2 可 由 类 似 公式 给 出 ,其 中 的 a 分别 代 换 
Hat Ba a + 3 








È 
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这 个 解 从 :=0 时 的 高 度 各 向 异性 的 奇 点 状态 开始 膨胀 ,经 相当 长 
时 间 上 后 达到 接近 Einstein - de Sitter 宇宙 的 各 向 同性 阶段 。 平 均 长 度 
S 随 1 增 长 而 单调 增长 ,其 最 初 的 高 变化 率 (1 较 小 时 ,Sci ) 平 稳 地 下 
降 (: 较 大 时 ,Sxt”)。 因 此 ,宇宙 在 早期 比 它 在 各 向 同性 状态 下 演化 
得 更 快 。 

假如 我 们 考虑 模型 的 时 间 反 向 , 即 从 现在 回溯 到 奇 点 。 最 初 的 几 
乎 各 向 同性 的 收缩 将 在 后 来 变 得 极其 各 向 异性 。 对 a 的 一 般 取 值 , 即 
aA#n/2,1+2sin(at+4n/3) WAR, 于是,z DARFA Pk. mE 
EE FE PL NT SA, 3 PL A TAK, , BR EE HI 
间 变 得 无 限 大 。 另 一 方面 ,在 *,y Feb, Ae Ba A. 
因此 ,如 果 在 原来 模型 里 沿 着 正 的 时 间 方 向 考察 ,我 们 得 到 的 是 一 个 
“雪茄 " 状 奇 点 :物质 沿 z WARA a I ASS, Pk ,然后 再 重新 膨胀 ; 
而 在 x,y 方向 上 ,物质 始终 单调 地 膨胀 。 在 这 样 的 模型 里 ,如果 我 们 能 
接收 到 足够 早期 的 信号 , 则 沿 z 方向 可 看 到 最 大 红 移 ;在 这 个 方向 上 ， 
时 间 越 早 , 我 们 会 看 到 物质 的 红 移 越 小 , 然后 是 无 限 增 大 的 蓝 移 。 

在 a = m7/2 的 例外 情形 ,宇宙 的 性 态 大 为 不 同 。 这 时 ， 
1 +2sin(œ +27/3) FN 1 +2sin(a +4m/3) 项 都 为 零 , 于 是 , 沿 轴 方向 
的 膨胀 为 

X` _ 2t+33/72 Y'_ Z'_2 1 

X 3t t+5? Y Z 3+5 
如 果 我 们 考虑 时 间 反 向 的 模型 , 则 y,z AERAR Ze 78 a Oe 
越 慢 ,最 后 渐 近 地 趋 于 零 ,而 x 方向 上 的 南 缩 速率 会 无 限 增长 。 这 样 ， 
在 原来 的 模型 里 ,我 们 得 到 的 是 一 个 “薄饼 " 状 奇 点 :物质 沿 所 有 方向 
单调 膨胀 ,在 x 方向 从 无 限 高 的 膨胀 率 开始 ,而 在 y,z 方向 从 零 膨胀 率 
开始 。 相 应 地 ,在 x 方向 可 看 到 无 限 大 的 红 移 ,而 在 y,z 方向 是 有 限 的 
红 移 。 

进一步 考察 显示 ,在 一 般 (“ 雪 新") 情形, 尽管 膨胀 是 各 向 异性 的 ， 
每 个 方向 上 都 有 粒子 视界 。 但 在 例外 (“薄饼 ”) 情形 ,x 方向 不 出 现 视 
界 。 事 实 上 ,处 于 原点 的 观察 者 在 时 刻 % 看 到 的 粒子 都 由 无 限 长 柱 面 
内 的 坐标 值 (x,y,z) 来 表征 : 


x+y <p 





这 里 
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p = alze +5) (32) fs 

尽管 我 们 在 此 只 考察 了 压强 和 A 都 为 零 的 模型 ,那些 具有 更 真实 
物质 内 容 的 模型 的 性 质 也 容易 得 到 。 例 如 ,不 论 对 p=(y -1)n,y 是 
一 常数 (1 <y <2) 的 理想 流体 ,还 是 对 压强 p 拟 py/3 的 光子 气 与 物质 的 
混合 态 ,其 在 奇 点 附近 的 性 态 与 尘埃 情形 是 一 样 的 。 

在 例外 ( 薄饼” ) 情形,* 方向 上 不 出 现 粒子 视界 ,这 一 事实 引出 
一 个 有 趣 的 结果 :我 们 可 以 连续 地 扩展 解 并 通过 奇 点 。 我 们 将 在 尘埃 
解 的 情形 下 具体 证 明 这 一 点 。 

解 的 度 规 取 (5. 16) 形 式 ,这 时 


we 


3 


XOW) = (M+3)) 0, YG) = 21) = (SM + 3)) 
(5.17) 
现在 我 们 取 新 坐标 系 r,7 ,它们 满足 方程 
tanh(2x/9MZ) = n/T, exp( KO 
于 是 我 们 看 到 ,具有 (5. 16) 和 (5. 17) 度 规 的 空间 在 新 坐标 下 由 
ds? = A’(t)(- dr? + dn’) + B’(t)(dy +d?) (5.18) 


_ 2 2 
ET =No 


给 出 ,其 中 


A(t) = exp(-!42) . (2wa +5)”, BO) = (SM +3)’, 





(5.19) 
整个 空间 (1 >0) 被 映射 到 由 7+ >0,7 -六 >0 定义 的 区 域 KH RNB 
数 :(7,m) 隐 含 在 方程 

r 一 n? = $Me exp ER) 2) (5. 20) 


的 解 (:>0) 中 。(7,”n) 平 面 由 共 形 平 直 的 坐标 系 给 出 。 在 此 平面 内 ， 
曲面 :=0 界定 的 区 域 Y 如 图 22 所 示 。 图 中 ,粒子 的 世界 线 是 自 原点 
发 散 的 直线 。 
从 上 可 知 ,函数 4A(1) ,8B(t) 在 1-0 时 是 连续 的 。 因 此 ,只 要 我 们 
确定 (5. 19) 式 处 处 成 立 ,(5. 20) 式 在 XY 内 成 立 ,而 
i(7,n7) =0 
在 外 成 立 , 则 我 们 可 连续 地 将 解 扩 展 到 整个 (7,n) 平 面 。 这 样 ， 
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Pp 点 的 过 去 光 锥 Pp = (ro 0, 0) 





(ii) 
图 22 有 薄饼 状 奇 点 的 充满 尘埃 的 Bianchi 1 型 空间 。 
Ci) (7,9) FT; PATE 245° 位 置 。 
Gi) (7,77,y) 坐标 下 的 半 个 空间 截面 (z 坐标 被 压缩 ) 。 图 中 显示 了 
点 p=(70,0,0) 的 过 去 光 锥 。 沿 y 方向 有 一 粒子 视界 ,而 *( 即 ?7) 方 向 上 
没有 。 


(5.18) 是 一 CO 上 度 规 , 它 是 场 方程 的 解 ,在 Y ASF (5.16) 和 
“(5.17) ,在 入 外 是 平 直 时 空 。 但 在 穿 过 的 边界 时 , 解 不 是 C'! 的 , 事 
实 上 物质 密度 在 边界 上 变 得 无 穷 大 (因为 这 里 S-0) 。 由 于 在 边界 上 
一 阶 导数 不 是 平方 可 积 的 ,即使 从 分 布 意义 看 ,我 们 也 无 法 对 边界 的 
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Einstein 场 方程 作出 解释 ( 见 §$ 8.4)。 尽 管 到 边界 的 扩展 是 唯一 的 ,但 


边界 之 外 的 扩展 可 能 不 唯一 。 我 们 已 对 尘埃 情形 做 了 这 种 扩展 ,对 物 
质 和 辐射 的 混合 态 也 可 做 类 似 的 扩展 。 

现在 我 们 回头 来 考察 一 般 的 非 空 均匀 空间 模型 。 在 这 些 模 型 里 ， 
如 果 物 质 沿 测 地 线 运动 且 无 转动 (肯定 是 这 种 情形 ,例如 世界 线 垂直 
于 均匀 面 ) ,同时 满足 类 时 收敛 条 件 , 则 直接 从 Raychaudhuri 方程 可 知 
模型 存在 奇 点 。 然 而 ,还 存在 这 样 一 种 空间 ,其 中 的 物质 在 加 速 和 转 
动 , 无 论 哪个 因子 都 可 能 阻止 奇 点 的 出 现 。 下 述 结 果 ( 它 是 对 Hawking 
FI Ellis 定理 (1965 ) 的 改进 ) 说 明 ,无 论 是 加 速 还 是 转动 ,都 不 可 能 阻止 
这 些 模型 出 现 奇 点 。 


定理 

(.W,8) 不 可 能 是 类 时 测 地 完备 的 ,如 果 : 

(1) 对 所 有 类 时 和 和 零 向 量 K 有 RKK >0( 当 能 量 - 动量 张 量 为 
IC §4.3) Mi u+p:>0, u+ $ pi -4TA > 0, 这 是 真 的 ) ; 

(2) 存 在 物质 场 的 运动 方程 使 Cauchy 问题 有 唯一 解 ( 见 第 7 章 ) ; 

(3) 在 某 类 时 三 维 曲 面 % E, Cauchy 数据 在 SCH) AT EG) A 
群 下 是 不 变 的 。 


FE 的 内 康 几 何在 可 迁 微分 同 胚 群 下 是 不 变 的 ,所 以 它们 是 等 距 变 
WA % 是 完备 的 , 即 2 不 能 有 任何 边界 。 可 以 证 明 ( 见 $6.5) ,如 果 
存在 与 % 相交 不 止 一 次 的 非 类 空 曲线 , 则 存在 .NY 的 覆盖 流 形 .有 ,其 
中 2 的 像 的 每 个 连通 分 支 都 不 会 与 任何 非 类 空 曲线 相交 一 次 以 上 。 
我 们 先 假定 . zt 是 类 时 测 地 完备 的 ,然后 证 明 它 与 条 件 (1) ,(2) 和 (3) 
不 相 容 。 

SHE HEM 中 的 像 的 连通 分 支 。 由 条 件 (3) ,Cauchy 数据 在 
和 WY 上 是 均匀 的 。 故 由 条 件 (2) ,党 上 任意 区 域 的 Cauchy 发 展 均等 距 于 
和 % 的 其 他 类 似 区 域 的 Cauchy 发 展 。 这 意味 着 曲面 1s = 常数 | 是 均匀 
的 ,只 要 它们 处 于 党 的 Cauchy 发 展 之 内 ,这 里 s 是 沿 次 的 测 地 法 线 测 
得 的 到 入 的 距离 。 这 些 曲面 只 能 要 么 完全 处 于 沱 的 Cauchy 发 展 之 


ms 


8 
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内 ,要 么 完全 处 于 和 % 的 Cauchy RELI, SUE AK HARES 
ft Cauchy 发 展 的 等 价 区 域 。 只 要 曲面 1; = 常数 | 保持 为 类 空 , 则 这 些 
曲面 就 将 处 于 光 的 Cauchy RZ A, AW OP RY Cauchy 发 展 的 边界 
(如 果 存 在 的 话 ) 为 零 边 界 ( 8$6.5)。 

正 交 于 将 的 测 地 线 也 正 交 于 曲面 |s = 常数 | ,因为 代表 相 邻 测 地 
线 上 两 个 等 距 点 间 的 分 离 向 量 , 如 果 初 始 时 与 测 地 线 垂直 , 则 将 一 直 保 
持 垂 直 。 和 $4. 1 情形 一 样 ,我 们 可 以 用 交 上 的 单位 矩阵 A KERE 
直 于 % 的 相 邻 测 地 线 间 的 空间 分 离 。 由 于 均匀 性 ,这 个 空间 分 离 在 曲 
Ts = 常数 | 上 为 常数 ,只 要 这 些 曲 面 处 于 光 的 Cauchy ERZA, BE 
然 A 是 非 退化 的 ,那么 由 法 向 测 地 线 定 义 的 交 到 曲面 }s = 常数 | 的 映 
射 的 秩 为 3, 从 而 曲面 为 包含 在 将 的 Cauchy 发 展 之 内 的 类 空 三 维 曲 
面 。 这 些 测 地 线 的 膨胀 

0 = (detA) “'d(detA) /ds 

服从 涡 量 和 加 速度 为 零 的 Raychaudhuri 方程 (4.26)。 由 条 件 (1) ,对 
所 有 类 时 向 量 VR VV 为 正 ,因此 9 将 趋 于 无 穷 大 ,而 A X s 的 某 
个 有 限 的 正 或 负 值 so EREN. AFE, A Eh s = s 的 映射 至 多 能 
到 达 2 秩 ,因此 兆 上 至 少 存在 一 个 向 量 场 Z 使 AZ =0。 这 个 向 量 场 在 
光 的 积分 曲线 ,将 被 测 地 法 线 映射 为 曲面 =s,。 上 的 一 点 ,因此 这 个 曲 
面 至 多 是 二 维 的 。 因 为 1s1 < 1so1 的 测 地 线 都 处 于 党 的 Cauchy 发 展 之 
内 , 故 曲面 * =s 要 么 在 将 的 Cauchy 发 展 内 ,要 么 在 其 边界 上 。 由 条 
件 (1) ,能 量 - 动量 张 量 在 每 一 点 有 唯一 的 类 时 本 征 向 量 ,这 些 本 征 向 
量 构成 一 C 类 时 向 量 场 , 其 积分 曲线 可 视 为 代表 物质 的 流 线 。 因 为 曲 
Hi s = so Ub H Cauchy 发 展 内 或 其 边界 上 , 故 所 有 通过 它 的 流 线 必 
SRG HC. (LF OY AY, TA BERL OF OY AR Wt h E 
S =so 因 此 ,这 些 流 线 在 将 和 曲面 = sw 之 间 定 义 了 一 个 微分 同 胚 。 这 
是 不 可 能 的 ,因为 尝 是 三 维 的 ,而 曲面 * = s, 是 二 维 的 。 口 


实际 上 ,如 果 所 有 流 线 都 要 穿 过 一 个 二 维 曲面 ,那么 我 们 可 以 想象 
物质 密度 会 变 得 无 穷 大 。 我 们 现在 看 到 ,在 服从 严格 Copernicus 原理 
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的 宇宙 模型 里 ,大 尺度 的 加 速 和 转动 本 身 并 不 能 阻止 奇 点 的 出 现 。 我 
们 会 在 后 面 的 定理 看 到 ,在 许多 宇宙 模型 里 ,不 规则 性 一 般 也 不 可 能 阻 
止 奇 点 的 出 现 。 


5.5 Schwarzschild 解 和 Reissner - Nordström 解 


尽管 空间 均匀 解 是 描述 宇宙 大 尺度 物质 分 布 的 一 个 良好 模型 ,但 
它们 不 足以 说 明 像 太阳 系 这 样 的 局 部 的 时 空 几 何 。 我 们 可 以 用 
Schwarzschild 解 很 好 地 近似 描述 这 种 几何 , 它 代 表 大 质量 球 对 称 天 体 
ene 的 球 对 称 时 空 。 事 实 上 ,迄今 所 有 为 检验 广义 相对 论 与 Newton 

论 之 间 的 差异 而 进行 的 实验 ,都 是 基于 这 个 解 的 预言 言 。 

Schwarzschild 解 的 度 规 形 式 为 

ds? = -(1 -各 jd +(1 -2m dar (de + sin2bdd) ， 

(5.21) 
其 中 r>2m。 可 以 看 出 ,这 个 时 空 是 静态 的 , 即 oa 是 一 个 表示 梯度 的 
类 时 Killing 向 量 ; 这 个 时 空 还 是 球 对 称 的 , 即 度 规 在 作用 于 二 维 类 空 
曲面 1i, ri 的 等 距 变换 群 S0(3) 下 是 不 变量 (参见 附录 B) 。 在 此 度 规 
形式 下 的 坐标 上 是 通过 要 求 可 迁 曲面 面积 为 4mr MAREK E 
规 在 大 r 下 有 形式 gw =yuw +O(Lr) ,因此 这 个 解 是 渐 近 平 直 的 。 与 
Newton 理论 (参见 $3.4) 比较 可 知 ,这 里 m 应 理解 为 无 穷 远 处 测 得 的 
产生 场 的 物体 的 引力 质量 。 需 要 强调 的 是 ,这 个 解 是 唯一 的 :如果 任 一 
真空 场 方程 的 解 是 球 对 称 的 ,那么 它 可 以 局 部 地 等 距 变换 到 Schwarzs- 
child 解 ( 当然 ,在 另外 某 个 坐标 系 下 , 它 看 上 去 可 能 完全 不 同 , 见 附 录 
B 和 Bergmann, Cahen and Komar( 1965) ) 。 

通常 情况 下 ,我 们 将 r 大 于 某 个 值 rn > 2m 的 Schwarzschild 度 规 当 
作 球 状 天 体 的 外 部 解 ,而 其 内 部 (><m ) 的 度 规 具有 物质 的 能 量 - 动量 
张 量 所 确定 的 不 同形 式 。 但 如 果 把 所 有 r 值 的 度 规 视 为 虚空 空间 的 
ft ,来 看 看 会 出 现 什么 情况 也 插 有 趣 。 

这 样 一 来 , 度 规 在 r=0 和 r=2m 是 奇异 的 ( 当 9=0 和 6b=Tm 时 还 
存在 极 坐标 下 的 平凡 奇 点 ) 。 因 此 ,我们 应 从 坐标 (2,r,6, 由 ) 定义 的 流 
形 除去 + =0 和 r=2m, 因 为 在 §3.1 里 我 们 是 用 Lorentz 度 规 的 流 形 来 
表示 时 空 。 除 去 的 " = 2m 面 将 流 形 分 成 不 连通 的 两 个 部 分 :0 <r < 2m 
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和 2m <r< œ 。 由 于 我 们 的 时 空 是 用 连通 的 流 形 来 表示 的 ,所 以 只 能 考 
虑 二 者 之 一 ,显然 ,我 们 当 取 "> > 2m 那 一 支 , 它 代 表 外 场 。 接 着 我 们 要 
问 ,这 个 具有 Schwarzschild FM g 的 流 形 .是 否 可 扩展 , 即 是 否 存 在 
更 大 的 流 形 .W ', 使 .成 为 其 中 的 嵌入 子 流 形 , 同 时 .NN ' 有 适当 可 微 
的 Lorentz 度 规 g' ,并 在 .的 像 中 与 8 重合? 显然,. 可 扩展 的 余地 
MÆ r 趋 近 2m。 计 算 表明 ,虽然 在 Schwarzschild 坐标 (1,r,9,4$) 下 度 
规 在 r =2m 处 奇异 ,但 在 r 一 2m 时 曲率 张 量 的 标量 多 项 式 和 度 规 并 
不 发 散 。 这 说 明 在 r =2m 处 的 奇 点 并 非 真 正 的 物理 奇 点 ,而 只 是 坐标 
选择 不 当 的 结果 。 
为 证 明 这 一 点 并 说 明 (.N,g) 的 可 扩展 性 ,定义 


4 dr _ 
r = | 一 2 om =r +2m log(r - 2m), 


那么 v=t+r" 
为 超前 零 坐标 ,而 
w=t-r* 
为 延迟 零 坐 标 。 在 (v,r,9, 中 ) 坐标 下 , 度 规 有 Eddington - Finkelstein 形 
式 g': 
ds? = -(1 -e)a +2dodr +° (dÈ +sin2@db?), (5.22) 


TIE M 为 区 域 2m <r < % ,而 在 更 大 的 流 形 .WN '(0 <r < % ) 上 , 度 规 
(5. 22) 是 非 奇 异 的 ,实际 上 还 是 解析 的 ,(.N ',g') 的 0<r<2m 区 域 其 
实 可 等 距 变 换 为 Schwarzschild 度 规 的 0 <r<2m 区 域 ,这 样 ,借助 不 同 
的 坐标 , 即 取 不 同 的 流 形 , 我 们 扩展 了 Schwarzschild 度 规 ,使 它 在 r= 
2m 不 再 是 奇异 的 。 从 Finkelstein 图 (图 23) 可 以 看 出 ,在 流 形 .WN' 上 , 曲 
H r=2m 是 零 曲 面 ,Finkelstein 图 是 一 种 (8,4 为 常数 ) 的 时 空 截面 ,其 
每 一 点 代表 一 面积 为 4mr 的 二 维 球面 ,图 中 还 显示 了 一 些 零 锥 和 径 向 
等 测 地 线 。 从 曲面 1 = 常数 | 可 以 看 出 ,i 在 曲面 r =2m 上 变 成 无 穷 大 。 
Schwarzschild 解 的 这 种 表示 有 一 个 奇异 特征 , 即 它 不 是 时 间 对 称 
的 。 我 们 可 以 从 (5.22) 式 的 交叉 项 (dodr) 想 到 这 一 点 ,从 Finkelstein 
图 上 也 可 定性 看 出 这 一 点 。 最 显著 的 不 对 称 是 曲面 = 2m 起 着 单 向 
REER, 仅 让 未 来 方向 的 类 时 曲线 和 零 曲 线 从 外 (r > 2m) 向 内 
(Cr<2m) 穿 过 它 ,任何 外 区 域 的 过 去 方向 的 类 时 曲线 和 零 曲 线 都 不 能 
穿 过 它 进入 内 区 域 。 所 有 在 > =2m 内 区 域 的 过 去 方向 的 类 时 曲线 和 
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径 向 下 落 的 粒子 


{ii) BEFA =0 


v= 常数 


图 23 Schwarzschild 解 的 (0,4) 常 数 截面 。 
(让 用 (1,r) 坐标 时 在 r=2m 处 的 表 观 奇 点 。 
(站 ) 由 (wv,r) 华 标 得 到 的 Finkelstein 图 (45° 线 是 "为 常数 的 直线 ) 。 曲 面 
r=2m 是 零 曲 面 ,其 上 1=%。 


零 曲线 都 不 能 到 达 "=0。 但 是 ,任何 穿 过 曲面 >=2m 的 未 来 方向 的 类 
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时 曲线 和 零 曲 线 都 能 在 有 限 的 仿 射 距离 内 到 达 上 =0。 随 着 一 "0 ,标量 
ROR area 以 mv 的 方式 发 散 ,因此 ,r=0 是 真 奇 点 ,(.U ',g') 不 能 以 
C 方式 (其 至 不 能 以 0" 方式) 扩展 穿 过 r=0。 

如 果 我 们 用 w 坐标 代替 v, 则 度 规 g” 的 形式 为 


d? =- (1-77 
7 


它 在 坐标 (w,r,9,$) 定 义 的 流 形 .W" 的 0 <r< 0 区域 是 解析 的 。 流 形 
.NH 的 区 域 仍 为 2m <r < % ,新 区 域 0<r<2m 等 距 于 Schwarzschild BF 
规 的 0<r<2m 区 域 ,但 等 距 变 换 将 反 转 时 间 方 向 。 在 流 形 .W” 上 , 曲 
H r=2m 仍 是 起 单 向 膜 作用 的 零 曲 面 ,但 它 的 时 间 方 向 是 相反 的 , 仅 
让 过 去 方向 的 类 时 曲线 和 零 曲 线 从 外 (r >2m) 向 内 (r <2m) 穿 过 它 。 

事实 上 我 们 可 同时 取 两 个 扩展 (.H',g') 和 (.NUN",g”) ,就 是 说 , 存 
在 更 大 的 具有 度 规 8° 的 流 形 .WN“ EC. ',g') 和 (.WY",g”) 成 为 其 等 
距 髓 入 子 流 形 ,这 样 ,二 者 正好 在 与 (.W,g) 等 距 的 >>2m RREA. 
Kruskal( 1960 ) 曾 构 造 过 这 种 更 大 的 流 形 。 为 了 获得 它 ,我 们 在 
(v,w,0, 中 ) 坐标 下 考虑 (.W,g) ,此 时 度 规 形式 为 


ds’ = -(1 - 77) dvdw +r (do +sin’ 6dp’) ， 


Jav? -2dwdr +r? (d@ +sin2gdd?) 。 


wa 
we 


这 里 -由 
(vw) =r+2m log(r -2m) 


确定 。 它 代表 零 共 形 平 直 坐标 下 的 二 维 空间 (0, 为 常数 ) ,因为 度 规 
J ds? = -dvdw 的 空间 是 平 直 的 ,使 这 个 二 维 空间 保持 这 种 共 形 平 直 
的 双 零 坐标 表示 的 最 一 般 的 坐标 变换 是 v=v'(v),w =w (w), RE 
v, w 是 任意 C 函数 。 得 到 的 度 规 为 
d = - (1 -地 时 oe dd +r (d8 + sin’ dg’ ) o 

为 了 将 其 化 为 与 早先 得 到 的 Minkowski 时 空 度 规 下 对 应 的 形式 ,定义 

I 
2 


x= (=w), =F(0' tw’), 


度 规 的 最 终 形式 为 
ds” = F?(t',x') ( -dt” +dx”) +r’ (t,x) (de +sin’ do’), 
(5.23) 
RE o, w 的 选择 决定 度 规 的 具体 形式 。Kruskal 选择 的 是 
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v =exp(v/4m) , w' = -exp( -w/4m), FÆ r 由 方程 
(t')? —(«')? = -(r -2m) exp(r/2m) (5. 24) 
WA Tm F PRS 
F’ =exp( -r/2m) x 16m’/r, (5. 25) 
XA b(t,’ ,0,b) FE (EV? -(x')? <2m 条 件 下 定义 的 流 形 . 和 “， 
函数 r 和 天 (分 别 由 (5.24) ,(5. 25) 式 定义 ) 为 正 且 解析 。 用 (5. 23 ) 式 
定义 度 规 g , 则 x > le EA. M8") AR FEF g), Bl 
Schwarzschild 解 在 r >2m 的 区 域 。 而 x > -t EMH KR ( BH 
区 域 1', 工 ) 等 距 于 超前 Finkelstein 扩展 (.N ',g')。 类 似 地 ,x’ >t 
定义 的 区 域 下 (图 24 KE I, T) 等 距 于 延迟 Finkelstein 扩展 
(.0",8"), A x < -1 定义 的 区 域 工 ,也 可 以 证 明 它 等 距 于 外 部 
的 Schwarzschild 解 (. WN,g)。 区 域 1 可 视 为 Schwarzschild“ 喉 " 另 一 端 
的 另 一 个 渐 近 平 直 宇宙 。( 考 虑 截面 上 =0。 对 大 r, jlr = 常数 | 的 二 维 
球面 的 性 态 等 同 于 在 Euclid 空间 的 性 态 ; 但 对 小 ", 当 两 个 球面 膨胀 进 
人 男 一 个 渐 近 平 直 的 三 维 空间 时 ,它们 的 面积 减 小 到 极 小 值 16mm2 , 然 
后 增 大 。 如 在 图 24 中 所 看 到 的 ,区 域 ASETE I 的 超前 
Finkelstein 扩展 ;类 似 地 ,区 域 1 AT’ 等 距 于 区 域 1 的 延迟 Finkelstein 
扩展 。 不 存在 从 区 域 到 区 域 【1 的 类 时 曲线 或 零 曲 线 。 所 有 穿 过 r = 
2m 曲面 (在 此 由 4: = Le’ RR) 的 未 来 方向 的 类 时 曲线 或 零 曲线 ,在 总 
= (2m + (x')*)” 时 趋 于 r =0 的 奇 点 ;类 似 地 , 穿 过 1 = - 1x'1 曲 面 的 
过 去 方向 的 类 时 曲线 或 零 曲 线 ,在 二 = - (2m + (x')*)” 时 趋 于 +=0 
的 另 一 个 奇 点 。 
Kruskal 扩展 (.X * ,g* ) 是 Schwarzschild 解 的 唯一 解析 的 和 局 部 
不 可 扩展 的 扩展 。 我 们 可 通过 定义 新 的 超前 和 延迟 零 坐标 来 构造 
Kruskal 扩展 的 Penrose 图 : 


Xt -a <u" tw <n Ml -a/2 <v"<a/, -1/2 <w” <T/2, 





v” = arac tan(v'(2m) -7 w” =arctan(w' (2m) -7) 
( 见 图 24(i) ) 。 我 们 可 以 将 它 与 Minkowski 空间 的 Penrose 图 (图 15 
(ii) ) 作 一 比较 。 由 图 24(ii) 可 见 , 对 每 个 渐 近 平 直 区 域 I 和 工 , 都 有 
未 来 .过 去 和 零 无 穷 远 ; 与 Minkowski 空间 不 同 ,这 里 共 形 度 规 在 六 点 
连续 但 不 可 微 。 
如 果 我 们 考察 + =2m 外 任 一 点 的 未 来 光 锥 , 则 径 向 向 外 的 测 地 线 
趋向 无 穷 远 而 径 向 向 内 的 测 地 线 趋 向 未 来 奇 点 。 如 果 考 察 点 处 于 
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r=2m 以 内 , 则 两 种 测 地 线 都 会 到 达 奇 点 ,点 的 整个 未 来 也 就 终止 于 奇 
点 。 因 此 ,对 r=2m 外 的 粒子 来 说 , 奇 点 是 可 以 避 开 的 (因而 和 Robertson — 
Walker 空间 的 情形 一 样 , 奇 点 不 是 “普遍 的 ”) ,但 一 旦 粒子 落 人 r=2m 
内 (区 域 工 ) , 它 就 不 可 能 避 开 奇 点 。 原 来 ,这 一 事实 是 与 下 述 性 质 密 
切 相 关 的 ;区域 正中 的 每 一 点 代表 一 个 闭合 俘获 面 的 二 维 球面 。 这 意 
味 着 存在 如 下 情形 :考虑 二 维 球面 p( 由 图 24 中 的 一 个 点 代表 ) 和 某 个 
时 刻 从 p 发 出 的 分 别 沿 径 向 向 外 、 向 内 的 光子 形成 的 两 个 球面 g 和 s。 
如 果 三 个 球面 均 处 于 r >2m 区 域 , 则 4 的 面积 (4wr ) BAF p 的 面积 ， 
而 s 的 面积 将 小 于 p 的 面积 ;但 是 ,如 果 它 们 均 处 于 r<2m 的 区 域 工 , 则 
q Als 的 面积 都 将 小 于 p 的 面积 (图 24 中 ,r 在 区 域 下 内 自 下 而 上 运动 
逐渐 减 小 ) 。 这 时 我 们 称 球面 p 为 闭合 俘获 面 。 区 域 开 的 每 个 点 代表 
一 个 时 间 反 向 的 闭合 俘获 面 (存在 俘获 面 是 曲面 r = 常数 为 类 空 曲面 的 
必然 结果 ) ,相应 地 ,区 域 下 的 所 有 点 必然 来 自 过 去 奇 点 。 我 们 将 在 第 
8 章 看 到 , 奇 点 的 存在 与 闭合 俘获 面 的 存在 紧密 相关 。 
Reissner — Nordstrom 解 代 表 球 对 称 荷 电 物 体外 的 时 空 (但 无 自 旋 
或 磁极 ,因此 它 不 能 很 好 代表 一 个 电子 外 的 场 ) 。 于 是 , 它 的 能 量 - 动 
量 张 量 也 就 是 物体 所 携 电 荷 产生 的 电磁 场 的 能 量 - 动量 张 量 。 它 是 
Einstein - Maxwell 方程 组 的 唯一 球 对 称 渐 近 平 直 解 ,在 局 部 非常 类 似 
于 Schwarzschild 解 。 在 一 定 的 坐标 下 其 度 规 形式 为 : 
ds? = -(1 a Sar +(1 -m,e ‘de +r°(d@’ +sin’6dd’) , 
(5. 26) 
其 中 m 代表 引力 质量 ,e 代表 物体 携带 的 电荷 。 这 个 渐 近 平 直 解 通常 
只 作为 物体 的 外 部 解 ,其 充满 物质 的 内 部 需要 用 其 他 适当 的 度 规 。 但 
我 们 也 不 妨 看 看 将 这 个 解 作为 所 有 > 的 空间 解 时 会 出 现 什么 情形 。 
若 e >m, 则 度 规 除 了 在 r=0 的 不 可 去 奇 点 外 ,处 处 是 非 奇异 的 ， 
此 时 物体 可 视 为 产生 场 的 点 电荷 ; 蔡 e 万 m , 则 度 规 还 有 在 r+, 和 7_ 的 
RAAE r, =m+t(m -e)l ); MEO <r<r_,r <r<r,, r, <r<w% 
的 区 域 ( 若 。 =m WEB SAE), ERER. aE 
Schwarzschild 情形 一 样 ,通过 适当 的 坐标 选择 ,扩展 流 形 以 取得 最 大 解 
析 扩 展 , 这 两 个 奇 点 也 是 可 以 去 除 的 ( Graves and Brill (1960) , Carter 
(1966) ) 。 主 要 区 别 在 于 ,dt 前 面 的 系数 有 两 个 零点 ,而 在 Schwarzs- 
child 情形 下 只 有 一 个 。 这 特别 意味 着 ,第 一 、 三 区 域 是 静态 的 ,而 第 二 
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(ii) 


图 24 最 大 解析 Schwarzschild H FE. 0,6 坐标 被 压缩 ; SA AF + 45°, 
{r= 常数 | 曲面 均匀 。 


(i) Kruskal 图 ,显示 了 渐 近 平 直 区 域 T 和 了 ,以 及 r<2m 的 卫生 区域。 
(ii) Penrose 图 ,显示 了 共 形 无 穷 远 以 及 两 个 奇 点 。 
区 域 ( 如 果 存 在 的 话 ) 是 空间 均匀 但 不 是 静态 的 。 


为 了 获得 最 大 扩展 流 形 ,我 们 逐步 比照 Schwarzschild 情形 来 进行 。!? 
定义 坐标 er" WA 
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于 是 对 r>r, ,车 e <m’ Il 
2 
r” sreg loge -r.) =Y 
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r_ 
7 Zye rs 
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2272 m * _ 2) _ . 
e =m, Mi r* =r+m log((r-m)*) Im 











2 r-m 
zarctan| > z jo 
-m e 一 


r* =r+m log(r -2mr +e’) + m 


e 
再 定义 超前 和 延迟 坐标 ww 为 
v=t+r*,w=t-r*, 
度 规 (5. 26) 有 双 零 形式 
ds? = -(1 -各 + 与 jd dw +r’ (dP +sin2gdd2)。 (5.27) 


在 e <m TE EL BTABER v", w” 为 





r-r. -r, +r. 

n " 

v = arctan( exp —_z ¥))}, w =arctan| ~ exp 7 Wyo 
4r år, 


+ 


于 是 度 规 (5. 27) 有 形式 


4 
J64 — + cosec2v"cosec 2w"dv"dw” + 
r (r,-r_) 
r (dø + sin’@dd’) ， 
(5. 28) 
这 里 7 由 方程 
r, -r 


2r,? 
定义 ,其 中 a = (r,)”“(r_)"。 这 样 ,通过 取 (5.28) 式 为 度 规 g*， 
M 为 最 大 流 形 ( 度 规 在 C 是 C? 的 )， 即 得 到 我 们 需要 的 最 大 
扩展 。 

这 个 最 大 扩展 的 Penrose 图 如 图 25。 在 ">r, 区 域 ,有 无 穷 多 个 渐 
近 平 直 区 域 ,这 些 区 域 记 为 工 ,它们 通过 中 间 区 域 开 和 亚 ( 分 别 为 > < 
r<r, 和 0<r<r_) 连 接 。 每 个 区 域 焉 内 还 有 一 个 在 >=0 的 不 可 去 奇 
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图 25 最 大 扩展 的 Reissener - Nordström 解 (e: <m ) 的 Penrose 图 。 
无 穷 的 渐 近 平 直 区 域 I 链 (r, <r< om ) 由 区 域 I(r- <r<r, ) 和 区 
域 亚 (0 <r<r- ) 连 通 , 每 个 区 域 亚 均 以 >=0 的 类 时 奇 点 为 界 。 


点 ,但 与 Schwarzschild 解 不 同 , 它 是 类 时 的 ,因而 从 区 域 1 穿 过 r=r, 的 is 
未 来 方向 的 类 时 曲线 可 以 避 开 它 。 这 种 类 时 曲线 能 够 穿 过 区 域 工 , 亚 
Al ,然后 重新 出 现在 另 一 个 渐 近 平 直 区 域 I 。 这 提供 了 一 种 诱 人 的 
可 能 性 ,就 是 我 们 或 许可 以 穿 过 由 电荷 生成 的 * 虫 洞 " 到 另 一 个 宇宙 去 is 
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旅行 。 但 不 幸 的 是 我 们 不 可 能 返回 我 们 的 宇宙 来 讲述 我 们 在 那儿 的 
见闻 。 

度 规 (5.28 ) 除 了 在 >=r- 退化 外 是 处 处 解析 的 。 不 过 ,我 们 还 可 
以 定义 另 一 种 不 同 的 坐标 "FA w”: 


m T+ T. 
v =arctan| exp 2 >» 
2nr. 


m -r +r. 
w =arctan| — exp 2 , 
2nr_ 


RE n A) F 2(7,) O 的 整数 。 在 这 些 坐 标 下 ,上 度 规 除了 在 
r=r, 退化 外 是 处 处 解析 的 。 在 rr, Wr. 情形 ,坐标 ww A u" Ev" 
Aw” 的 解析 函数 。 因 此 流 形 A” 可 被 一 解析 坐标 卡 集 所 覆盖 。 该 坐 
标 卡 集 包括 r 关 r_ BY Eo” A w 定义 的 局 部 坐标 邻 域 和 7r 关 +r, 时 由 六 
和 w” 定义 的 局 部 坐标 邻 域 。 度 规 在 此 坐标 卡 集 下 是 解析 的 。 

e =m 情形 可 作 类 似 扩 展 ,而 e >m 情形 在 原 坐 标 下 已 不 可 扩 - 
展 。 这 两 种 情形 的 Penrose 图 见 图 26。 

在 所 有 这 些 情 形 下 , 奇 点 均 为 类 时 的 。 这 与 Schwarzschild 解 不 同 ， 
它 意 味 着 类 时 曲线 和 零 曲 线 总 可 以 避 开 奇 点 。 事 实 上 ,这 些 奇 点 似乎 
具有 排斥 性 :尽管 非 测 地 类 时 曲线 和 径 向 零 测 地 线 会 碰 到 它 , 但 任何 类 
时 测 地 线 都 不 会 碰 上 它 。 因 此 这 些 空间 是 类 时 测 地 完备 的 (虽然 不 是 
零 测 地 完备 的 ) 。 奇 点 的 类 时 特征 还 意味 着 这 些 空间 不 具备 Cauchy 曲 
面 , 即 对 给 定 的 任何 类 空 曲面 ,我 们 都 能 找到 进入 奇 点 却 不 穿 过 该 曲面 
的 类 时 曲线 和 零 曲 线 。 例 如 ,在 e <m 情形 ,我 们 可 以 找到 一 个 穿 过 
两 个 渐 近 平 直 区 域 1 的 类 空 曲面 . (图 25) ,这 是 两 个 区 域 1 和 相 邻 
两 个 区 域 下 的 Cauchy 曲面 。 但 在 通 往 未 来 的 相 邻 区 域 五 ,存在 过 去 方 
向 的 不 可 扩展 的 类 时 曲线 和 零 曲 线 , 它 们 趋向 奇 点 但 不 穿 过 +r =r_ h 
面 。 因 此 这 个 r=r_ 曲面 称 为 .9 的 未 来 Cauchy WR, ME rar. 之 
外 的 延 拓 不 取决 于 .上 的 Cauchy 数据 。 这 里 说 的 延 拓 仅 指 局 部 不 可 
扩展 的 解析 延 拓 ,还 存在 另 一 种 满足 Einstein - Maxwell 方程 的 非 解 析 
的 C” 延 拓 。 

对 世界 线 保持 在 曲面 + =r, 外 并 趋向 未 来 无 穷 远 i* 的 观察 者 0 
(图 25) 来 说 , 穿 过 曲面 r=r, 的 粒子 PP 将 表现 出 无 限 大 红 移 。 在 7 = 
r, 和 r=r- 之 间 的 区 域 耳 ,7 为 常数 的 曲面 是 类 空 的 , 故 图 中 的 每 一 点 
代表 一 个 闭合 俘获 面 性 质 的 二 维 球面 。 穿 过 曲面 + =r_ 的 观察 者 将 
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(it) 


图 26 最 大 扩展 的 Reissner ~ Nordstrom ff (i) e? =m’, (GD e >m AY 
Penrose 图 。 在 情形 (i) ,无 穷 的 渐 近 平 直 区 域 1 链 (m <r < om ) 由 区 
域 亚 (0 <r<m) 连 通 。 点 p 不 属于 r=0 的 奇 点 的 一 部 分 , 却 是 真正 
的 无 穷 远 的 例外 点 。 


在 有 限时 间 内 看 到 渐 近 平 直 区 域 | 的 某 个 观察 者 的 整个 历史 。 因 此 ， 
这 个 区 域 的 物体 在 趋 近 i” 时 会 出 现 无 限 大 蓝 移 。 这 说 明 曲 面 =r 
对 类 空 曲面 .上 的 初始 状态 的 小 扰动 是 不 稳定 的 ,这 种 小 扰动 通常 会 
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导致 在 r =r. 上 出 现 奇 点 。 


5.6 Kerr 解 


一 般 说 来 ,天体 总 是 旋转 的 ,因此 不 能 期 望 其 外 部 解 是 严格 球 对 称 
BY. Kerr 解 是 唯一 已 知 的 可 代表 旋转 大 质量 天 体外 部 稳 态 轴 对 称 渐 近 
平 直 场 的 一 族 精确 解 。 这 些 解 也 是 那 种 带 有 特定 多 极 抢 组 合 的 大 质量 
旋转 天 体 的 外 部 解 ; 这 些 带 有 不 同 矩 组 合 的 天 体 还 有 其 他 外 部 解 。 
Kerr 解 似乎 还 是 唯一 可 能 的 黑洞 的 外 部 解 ( 见 89.2 和 8$9.3)。 
Kerr 解 可 由 Boyer 和 Lindquist 坐标 (7,6,¢6,t) 给 出 ， 其 度 规 形 
式 为 
ds? =p (% + de) + (r +a’)sin’ odd’ - dt? + 


amr 4 sin’ dd -dt)’, 
p 
(5.29) 

其 中 p (7,0) =r +a’cos’9, A(r) =r ~2mr +a, 
这 里 m 和 a 均 为 常数 ,mm 代表 质量 ,ma 代表 从 无 穷 远 测 得 的 角 动 量 
(Boyer and Price (1965)), 4 a =0, 解 退化 为 Schwarzschild 解 。 显 
然 , 在 同时 反 演 1, 中 时 , 即 在 1 一 -1, $ 一 -四 变换 下 , 度 规 形式 不 变 ， 
尽管 在 单独 的 :1 反 演 下 , 度 规 不 是 不 变 的 (除了 a =0)。 这 正 是 我 们 所 
期 望 的 ,因为 旋转 天 体 的 时 间 反 演 将 产生 反 向 旋转 的 天 体 。 

a 4a’ >m 时 ,A >0, 上 面 的 度 规 仅 在 r =0 奇异 。r =0 的 奇 点 事实 上 
不 是 一 个 点 而 是 一 个 环 , 为 看 清楚 这 一 点 ,我 们 可 将 坐标 变换 到 Kerr - 
Schild 坐标 (x,y,z, ! ) ,这 里 


x +iy = (r + ia)sin@ exp if (de + aA dr), 


z = rcosĝ,t = far + (r+a)A ldr) -r, 
在 此 坐标 下 , 度 规 形 式 为 
ds? =dx’ + dy’ + d? ~ dt? + 


+ ai) , 


2mr 
4 2 
r4 二 Q2z 





(cats + ydy) - a(xdy - ydx) + zdz 
r +a r 
(5. 30) 

其 中 r 由 x,y,z 通 过 方程 
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P-(e4+y4+2-a)r-ad2 =0 
确定 到 相差 一 个 正 负 号 。 对 rz0, fr 为 常数 | 曲面 为 (x,y,z) 面 上 的 共 
焦 椭 球面 ,它们 在 r =0 时 退化 为 圆 盘 x’ +y sa, MAHA 
Katy =a ,z=0 是 真正 的 曲率 奇 点 ,因为 标量 多 项 式 R,sR* 在 环 
上 发 散 ,但 在 除去 边界 环 的 整个 圆 盘 都 不 存在 发 散 的 标量 多 项 式 。 事 
实 上 ,函数 r 可 以 解析 延 拓 到 整个 圆 盘 内 部 x +<a ,z=0 取 遍 从 
正 到 负 的 所 有 值 ,从 而 获得 Kerr 解 的 最 大 解析 扩展 。 

为 此 ,我 们 添加 另 一 个 由 坐标 (x',y ,z) 定 义 的 平面 。 将 (*,y,z ) 
FRA +y <a ,z=0 顶 面 的 一 点 与 (x',y',z') 平 面 内 相应 图 
盘 底 面 的 具有 相同 x,y 坐标 的 点 倒 合 起 来 。 类 似 地 ,将 (x,y,z ) 平 面 
内 圆 盘 底面 的 点 与 (x',y',z') 平 面 内 相应 圆 盘 顶 面 的 点 释 合 起 来 (图 
27) 。 度 规 (5. 30) 按 这 种 显而易见 的 方式 扩展 为 一 个 更 大 的 流 形 。 度 
规 在 (x',y',z') 区 域 仍 为 (5.29) 形 式 ,但 + 取 负 值 而 非 正 值 。 在 大 负 
值 的 > 处 ,空间 仍 保持 渐 近 平 直 但 具有 负 质 量 。 而 对 环形 奇 点 附近 的 
小 负 值 >, 向量 aap 是 类 时 的 , 故 圆 (: 为 常数 , r 为 常数 ,6 为 常数 ) 为 
闭合 类 时 曲线 。 这 些 闭 合 类 时 曲线 通过 变形 可 经 过 扩展 空间 的 任 一 点 
(Carter( 1968a) ) Kerr 解 在 环形 奇 点 是 测 地 不 完备 的 ,但 到 达 奇 点 的 
类 时 测 地 线 和 零 测 地 线 只 是 处 于 赤道 面 的 正 r 侧 的 那些 曲线 ( Carter 
(1968a) ) 。 

HE a? <m? 情形 ,Kerr 解 的 扩展 更 为 复杂 ,因为 这 时 A(r) 在 两 个 ， 
值 处 为 零 :r, sm4 (m-a) Mr. =m~-(m? -a )。 这 些 曲 面 类 
似 于 Reissner - Nordstrom f# #9 r=r, #Alr=r_ 曲面 。 为 了 扩展 度 规 
穿 过 这 些 曲 面 ,我 们 转换 到 Kerr 坐标 (r,0,$, ,u, ) ,这 里 

du, =dt + (r +a’) A~'dr,dh, =dp +aA~'dr, 
于 是 ,在 此 坐标 下 定义 的 流 形 的 度 规 形式 为 
ds’ = pdb - 2asin2bdrd + 2drdu, + 
p°? +a)? - Aa’sin’@]sin’6d 6,” - 
4ap mr sin’ 6d, du,- (1 - 2mrp”) du,’ 
(5.31) 
WATE r=r, Alr=r_ 是 解析 的 。 在 r=0 仍 有 和 上 述 相同 的 环 奇 点 和 
测 地 结构 。 我 们 还 可 以 将 度 规 扩 展 到 坐标 (r,9,4$. ,u_ ) 定 义 的 流 形 ， 
这 里 
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图 27 Ed >m 情形 下 ,将 (x,y,z) 平 面 内 圆 盘 +y <o ,z=0 顶 面 上 
HAREE ,y ,z ) 平 面 内 相应 圆 盘 底面 上 的 点 (反之 亦 然 ) ,可 得 到 
Ker 解 的 最 大 扩展 。 图 中 显示 的 是 这 些 面 的 y=0,y =0 截面 。 围 绕 
fixity =a ,z=0 的 奇 点 两 圈 , 就 通过 (x,y,z) 平 面 到 达 (x',y',z' ) 平 
面 (此 处 7 为 负 ) ,并 回 到 (x,y,z) 平 面 (此 处 7 为 正 )。 


du_ =dt- (r +a’)A ‘dr, dọ. =d$ -a4A`'dr, 

度 规 仍 取 (5. 31) 形 式 ,只 是 其 中 $8, 和 ww, 代 换 为 -$8_ 和 -wu 。 和 Re- 
issner — Nordstrom 情形 一 样 , 最 大 解析 扩展 可 通过 这 些 扩展 的 组 合 来 
实现 (Boyer and Lindquist(1967) ,Carter( 1968a) ) 。 它 的 总 体 结构 非常 
类 似 于 Reissner - Nordstrom 情形 ,不同 的 是 这 时 可 连续 地 通过 环 而 
达到 负 值 。 图 28(i) 显 示 了 解 沿 对 称 轴 的 共 形 结构 。 区 域 工 代表 r > 
r, 的 渐 近 平 直 区 域 ,区 域 I (r- <r<r,) 包 含 闭 合 俘获 面 ,区 域 
M -œ <r<r-) 包 含 环 奇 点 ;区 域 亚 的 每 一 点 都 有 经 过 它 的 闭合 类 
时 曲线 ,但 在 其 他 两 个 区 域 没 有 出 现 因果 性 破坏 的 情形 。 

在 a =m’ 情形 ,r, Mr. 重合 ,不 存在 区 域 贡 。 最 大 扩展 类 似 于 
Reissner - Nordstrom H e =m 情形 。 在 此 情形 下 沿 对 称 轴 的 共 形 
结构 见 图 28(ii) 。 

作为 稳 态 和 轴 对 称 解 ,Kerr 解 有 一 个 两 参数 等 距 变换 群 。 这 个 群 
必然 是 Abel 群 (Carter(1970) )。 于 是 ,存在 两 个 对 易 的 独立 Killing 向 
量 场 。 这 些 Killing 向 量 场 存 在 唯一 的 线性 组 合 K", 它 在 任意 大 的 正 或 
负 的 r 值 是 类 时 的 ;这 些 Killing 向 量 场 还 存在 另 一 唯一 的 线性 组 合 


RR", 它 在 对 称 轴 上 为 零 。Killing 向 量 K 的 轨道 定义 了 静止 坐标 系 ,就 
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图 28 Kerr 解 沿 对 称 轴 的 共 形 结构 。(i)0 <a? <m 情形 , (i)a =m’ 情形 。 虚 
线 是 7: 为 常数 的 线 , 情 形 (i) 的 区 域 L,I 和 亚 由 >=r， 和 r=r- 分 隔 。 情 形 (ii) 
的 区 域 I A Ar =m 分 隔 。 在 两 种 情形 , 环 奇 点 附近 的 空间 结构 同 图 27。 


是 说 , 沿 K 的 某 条 轨道 运行 的 物体 相对 于 无 穷 远 是 静止 的 。Killing . 


向 量 KK“ 的 轨道 为 闭 曲线 ,对 应 于 解 的 旋转 对 称 性 。 
在 Schwarzschild 解 和 Reissner - Nordström 解 中 ,在 大 7 值 为 类 时 
的 Killing 向 量 K 在 区 域内 是 处 处 类 时 的 ,而 在 曲面 + =2m 和 r =r, 


分 别 变 为 零 。 这 些 面 是 零 曲面 。 这 意味 着 一 个 沿 未 来 方向 穿 过 这 些 曲 ， 





面 之 一 的 粒子 不 可 能 再 回 到 同一 个 区 域 。 这 些 零 曲面 是 某 种 解 的 区 域 
的 边界 ,那个 区 域 的 粒子 可 以 逃 向 某 特殊 区 域 工 的 无 穷 远 .7 ' ,因而 它 
们 也 叫 那个 .和 二- 的 事件 视界 。( 对 在 区 域 [ 中 沿 Killing 向 量 K 的 任 
一 轨道 运动 的 观察 者 来 说 , 这些 零 曲 面 其 实 就 是 8$5.2 意义 的 事件 
视界 。) 

Fi— Fi fil, E Kerr 解 中 ,Killing 向 量 K fe r=r, 以 外 的 区 域 是 类 
空 的 , 即 所 谓 能 层 (图 29)。 这 个 区 域 的 外 边界 是 曲面 r=m+(m - 
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图 29 对 于 0<a <m 区 域内 的 Kerr 解 ,能 层 处 于 稳 态 极限 面 与 视界 r=7， 
之 间 。 粒子 可 从 区 域 区 事件 视界 r= r, 之 外 ) 逃 往 无 穷 远 ,但 从 区 域 Mr =r, 
与 r=r_ 之 间 区 域 ) 和 区 域 Mr <r- ,该 区 域 包含 环 奇 点 ) 的 粒子 则 不 能 。 


a cos 9)“ , K 在 其 上 为 零 。 这 是 一 个 区 域 的 边界 曲面 ,区 域内 的 沿 
类 时 曲线 运动 的 粒子 可 沿 Killing 向 量 K" 的 轨道 运动 ,因而 相对 于 无 
穷 远 保持 不 变 , 所 以 这 个 曲面 被 称 为 稳 态 极限 面 。 除 了 轴 上 两 点 之 外 ， 
稳 态 极限 面 是 类 时 曲面 ;而 在 轴 的 那 两 点 上 , 稳 态 极限 面 为 零 ( 在 这 两 
点 它 正好 与 r=r* 曲面 重合 ) 。 在 稳 态 极限 面 为 类 时 的 地 方 , 粒 子 可 以 


” 沿 进出 两 个 方向 穿 过 这 一 曲面 ,因此 这 个 面 不 是 .7' 的 事件 视界 。 事 


KE, A 的 事件 视界 是 曲面 r=r, =m+(m -qa)“。 图 30 说 明了 
为 什么 会 这 样 。 图 中 显示 了 赤道 面 = mr/2 ,其 中 每 一 点 代表 Killing 向 
BK 的 一 条 轨道 , 即 它 相 对 于 .和 拓 "是 静止 的 。 小 圆圈 代表 由 粗 黑 点 的 
光源 发 出 的 闪光 在 稍 后 时 刻 的 位 置 。 在 稳 态 极限 面 之 外 ,Killing 向 量 
K" 是 类 时 的 ,因而 处 于 光 锥 内 。 这 说 明 图 30 中 代表 发 射 轨道 的 点 都 
处 于 光波 波 前 之 内 。 

在 稳 态 极限 面 上 ,天 " 为 零 , 故 代 表 发 射 轨道 的 点 都 处 于 光波 波 前 
上 。 但 这 个 波 前 部 分 在 稳 态 极限 面 内 ,部 分 在 外 ,因此 沿 类 时 曲线 运动 
的 粒子 有 可 能 从 这 个 极限 面 逃 到 无 穷 远 。 在 稳 态 极限 面 和 r=r, 之 间 
的 能 层 内 ,Killing 向 量 K 是 类 空 的 , 故 代表 发 射 轨道 的 点 处 于 光波 波 
前 之 外 。 在 这 个 区 域内 , 沿 类 时 曲线 或 零 曲 线 运动 的 粒子 不 可 能 沿 
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稳 态 极限 面 

图 30 m >a’ 时 Ker 解 的 赤道 面 。 圆 圈 代 表 由 粗 黑 点 的 光源 发 

出 的 闪光 在 稍 后 时 刻 的 位 置 。 

Killing 向 量 的 轨道 运动 ,因而 也 不 可 能 相对 于 无 穷 远 保持 静止 。 但 波 
前 的 位 置 决定 了 粒子 仍 可 穿 过 稳 态 极限 面 而 逃 向 无 穷 远 。 在 "=r, 面 
上 ,Killing 向 量 K 仍然 是 类 空 的 ,但 相应 于 这 个 面 上 的 点 的 波 前 完全 
处 于 面 内 。 这 说 明 从 面 上 或 面 内 的 点 出 发 的 沿 类 时 曲线 运动 的 粒子 不 
可 能 到 达 面 外 ,因而 也 不 可 能 跑 到 无 穷 远 。 故 +=7, 面 是 .A 的 事件 
视界 ,也 是 零 曲面 。 


尽管 Killing 向 量 K 在 能 层 内 是 类 空 的 ,但 Killing REE K, K, 
的 大 小 K R'K Ka , 除 在 轴 K =0 上 为 零 外 ,在 r=r, 面 外 处 处 为 负 。 
因此 ,K" 入" 张 成 一 个 类 时 二 维 曲 面 。 在 r=7, 面 外 离 轴 的 每 一 点 


EFE K 和 KR" 的 类 时 线性 组 合 。 因 此 在 某 种 意义 上 ,可 认为 能 
层 内 的 解 是 局 部 稳定 的 ,虽然 它 相对 于 无 穷 远 来 说 不 是 稳定 的 。 事 实 


上 ,在 >=r* 外 并 不 存在 处 处 类 时 的 K 和 天" 的 线性 组 合 。Killing 双向 
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量 的 大 小 在 >=r* 面 上 为 零 ,而 在 面 内 为 正 。 在 "=r, 面 上 ,KR 和 天 " 
均 是 类 空 的 , 却 有 在 r=r, 面 上 处 处 为 零 的 线性 组 合 (Carter(1969) ) 。 
我 们 上 面 讨论 的 能 层 和 视界 的 性 态 将 在 8$9.2 和 $9.3 的 黑洞 讨 
论 中 扮演 重要 角色 。 
正如 Reissner - Nordstrom 解 可 视 为 荷 电 情形 的 Schwarzschild 解 ， 
同样 也 存在 一 族 荷 电 的 Kerr 解 ( Carter(1968c) ) ,它们 的 整体 性 质 与 这 
里 讨论 的 不 带电 的 Kerr 解 极 为 相似 。 


5.7 Godel 宇宙 


1949 4F, Kurt Godel 发 表 了 一 篇 论文 (Gidel(1949) ) 。 这 篇 文章 
在 当时 极 大 地 刺激 了 人 们 去 寻找 较 我 们 前 面 所 考察 的 那些 解 更 为 复杂 
的 精确 解 。 他 给 出 了 Einstein 场 方程 的 一 个 精确 解 ,其 中 物质 为 压强 
为 零 的 理想 流体 形式 (7. = pu,u, ,这 里 p 是 物质 密度 ,u, 是 正规 化 四 
速度 向 量 ) , 流 形 为 尺 , 度 规 形式 如 下 : 
ds’ = - dé? + dx? ~ Fexp(2(/2) wx) dy + dz’ —2exp((/2) wx) dt dy, 


其 中 w >0 BHA, A u = 0/ax° ( Blu’ =5",) Al 
4mp =w = -A, 
则 场 方程 满足 。 事 实 上 ,常数 w 是 流向 量 uw 的 涡 量 的 大 小 。 

Gödel 时 空 有 可 迁 的 五 维 等 距 变 换 群 , 即 它 是 完全 均匀 的 时 空 。 
(所 请 群 的 作用 在 .NW 上 是 可 迁 的 ,是 指 它 能 将 .的 任 一 点 映射 为 .WN 
的 刀 一 点 。) 其 度 规 是 度 规 g, 和 度 规 g, HEM, g 是 坐标 (1,x,y) 定 义 
的 流 形 M, =R WER: 

ds? = -d° + dx? -六 exp(2 Jox) dy? -2exp( V2wx) dt dy, 


B2 是 坐标 z 定义 的 流 形 .th =R' 的 度 规 : 
ds,’ = dz’ 
为 描述 Gödel 解 的 性 质 , 仅 需 考虑 (. A ,gi ) 。 
在 .A 上 定义 新 坐标 (六 ,r, 中 ) : 
exp(V2wx) =cosh2r + cosdsinh2r , 
wyexp( V2wx) = sindsinh2r , 
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tan +d + wt —/2t') =exp( -2r)tan Je, 


度 规 g 形式 为 
ds, =2w@ ° ( -dt” + dr’ — ( sinhfr - sinh’r) do’ +2 V2sinh’rdg$di) ， 

其 中 -om <1<0,0<r<m,0<$<20,6=0 5 6=20 BA. Hie 
在 这 些 新 坐标 下 为 u = (@//2) 0/at', XPERIA T Godel 解 关于 轴 
r=0 的 旋转 对 称 性 。 通 过 不 同 的 坐标 选择 , 可 使 轴 处 于 物质 的 任 一 流 
线 上 。 

(. WU ,gi ) 的 性 态 如 图 31。 轴 r=0 上 的 光 锥 包含 方向 9/9'( 图 中 
竖 直 方向 ) ,但 不 包括 水 平方 向 over 和 9/04$。 当 我 们 离 轴 而 去 时 ,会 
看 到 光 锥 张 开 并 沿 由 方向 倾斜 ,从 而 使 o[s 在 半径 >=log(1 +/2) Ab 
为 零 问 量 ,而 关于 原点 的 这 个 半径 的 圆 是 一 闭合 零 曲线 。 在 更 大 的 
值 ,8/94 是 类 时 向 量 ,r,t 为 常数 的 圆 为 闭合 类 时 曲线 。 因 为 (. Wh， 
g1) 有 四 维 可 迁 等 距 变 换 群 , 故 通过 (.A ,gi) 的 每 一 点 ,从 而 也 通过 
G6del 解 (.N,8g) 的 每 一 点 ,都 存在 闭合 类 时 曲线 。 

这 说 明 Godel 解 没 有 多 大 物理 意义 。 闭 合 类 时 曲线 的 存在 意味 着 
.UY 上 不 存在 处 处 类 空 的 垦 人 的 无 边 三 维 曲 面 。 由 于 穿 过 这 种 曲面 的 
闭合 类 时 曲线 将 奇数 次 穿 过 它 ,这 意味 着 曲线 不 可 能 连续 变形 到 零 , 因 
为 连续 形变 只 能 改变 偶数 次 穿行 ,这 与 .KN 是 单 连 通 的 并 与 R 同 胚 的 
事实 相 子 盾 。 闭 合 类 时 曲线 的 存在 还 说 明 ,. KW 中 不 会 有 沿 未 来 方向 的 
类 时 曲线 或 零 曲线 增长 的 宇宙 时 间 坐 标 to 

Gödel 解 是 测 地 完备 的 , 测 地 线性 态 可 利用 其 分 解 (. AU, gi) 和 
(. 妈 ,go ) 来 描述 。 因 为 . 的 度 规 g 是 平 直 的 , 故 在 .WU 上 测 地 线 切 
向 量 的 分 量 是 常数 , 即 z 坐标 随 测 地 线 的 仿 射 参数 线性 变化 。 于 是 ,我 
们 只 需要 描述 (. 及 ,g, ) 的 测 地 线 的 行为 就 够 了 。 自 坐标 轴 上 点 发 出 
的 零 测 地 线 (图 31) 从 轴 开 始 发 散 , 到 达 r =log(1 +v2) 的 焦 散 面 ,然后 
重新 汇聚 到 p' 点 。 类 时 测 地 线 的 行为 与 此 类 似 :它们 先 到 达 某 个 小 于 
log(1 +2) 的 最 大 r 值 ,然后 重新 汇聚 到 p' 点 。 在 大 于 log(1 +/2) (469 
半径 + 的 g 点 , 由 类 时 曲线 (但 不 是 类 时 测 地 线 或 零 测 地 线 ) 与 p 点 
相连 。 

关于 Godel 解 的 更 多 的 细节 见 Godel( 1949) , Kundt( 1956)。 
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图 31 Godel 宇宙 (不 相关 的 z 坐标 已 被 压缩 ) 。 空 间 关 于 任 一 点 旋转 对 称 ; 图 
中 准确 描绘 了 关于 r=0 的 旋转 对 称 性 和 时 间 不 变性 , 随 着 了 增长 , 光 锥 张 开 
并 倾斜 .翻转 ( 见 直 线 L) ,出 现 闭合 类 时 曲线 。 但 图 中 无 法 准确 表现 所 有 点 
都 等 价 的 事实 。 


5.8 Taub-NUT 空间 


1951 年 , Taub 发 现 了 Einstein 方程 的 一 个 空间 均匀 的 虚空 空间 
解 , 它 有 拓扑 RxS , 度 规 形式 为 
ds’ = -UT 'dr + (21)’U( dy +cosgd 由 ) ?+ 
(È +1’) (d@ +sin edd’), (5. 32) 


me te) 1 CEE) TEAK. 
SH o,o, y ES? HY Euler bin, i Oys, 0<0<7, 0<d<2n, E 
MEt=t,=m2(m' + 了 )k” 是 奇异 的 ,此 时 U=0。 事 实 上 ,这 个 度 规 
可 经 过 扩展 穿 过 这 些 曲 面 ,得 到 Newman, Tamburino 和 Unti(1963 ) 发 
现 的 空间 。 但 在 讨论 这 个 扩展 之 前 ,我 们 先 考 虑 Misner (1967 ) 提出 的 
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一 个 简单 的 二 维 例子 , 它 有 许多 相似 的 性 质 。 

这 是 一 个 具有 S xR 拓扑 的 空间 ,其 度 规 g 由 下 式 给 出 : 

ds? = -t7'de? +tdy’, 
其 中 0<yw<2w。 度 规 在 :=0 是 奇异 的 。 但 如 果 我 们 将 流 形 .NY 定义 
在 上 和 0<1<wm 上 , 则 (.W,g) 可 通过 定义 yw' =y -log t 来 扩展 ,此 时 
EH g He 
ds? = +2dy'dt +t( dy’)? 
形式 , 它 在 由 几 M-o <t<% 定 义 的 拓扑 为 5' xR 的 流 形 .WN' 上 是 
解析 的 。; >0 的 (.W ',g') 区 域 等 距 于 (.N,g)。(.WN ',g') 的 性 态 如 图 
32, 在 t<0 区 域 有 闭合 类 时 曲线 ,但 在 :>0 区 域 没有 。 在 图 32(i) 
中 , 竖 直 线 代表 一 族 零 测 地 线 ,它们 穿 过 ;=0 面 。 另 一 族 零 测 地 线 则 
螺旋 式 地 环绕 着 接近 :=0 面 ,但 不 可 能 真 的 穿 过 这 个 面 ,它们 只 有 有 
限 的 仿 射 长 度 。 因 此 ,扩展 空间 (.N ',g') 对 这 两 族 零 测 地 线 是 不 对 称 
的 ,尽管 原来 的 空间 (.W,g) 是 对 称 的 。 但 我 们 可 以 再 定义 一 个 扩展 
(A'B) ,使 两 族 零 测 地 线 的 行为 发 生 交 换 。 为 此 ,定义 w=y + log 4， 
度 规 g 形式 为 
ds’ = -2dy"dt + t( dy”)? 

它 在 由 如 和 - z <t<o 定义 的 拓扑 为 S xR 的 流 形 .NW "上 是 解析 
的 。: >0 RCA”, g) 区 域 等 距 于 (.W,g)。 从 某 种 意义 说 ,我 们 定义 
"是 为 了 要 解 开 环绕 着 的 第 二 族 零 测 地 线 , 使 之 成 为 竖 直 线 ,从 而 能 连 
续 地 通过 1=0 面 。 但 这 种 解 开 的 过 程 却 使 第 一 族 零 测 地 线 卷 起 来 , 螺 
旋 地 环绕 着 :=0 而 不 能 连续 地 通过 它 。 于 是 我 们 得 到 的 是 (.N,g) 的 
两 个 不 等 价 的 局 部 不 可 扩展 的 解析 扩展 ,二 者 均 为 测 地 不 完备 的 。 我 
们 可 通过 (. Wg) 的 覆盖 空间 来 看 清 这 两 个 扩展 之 间 的 关系 。 

这 个 覆盖 空间 其 实 是 包含 于 p 点 的 未 来 零 锥 的 二 维 Minkowski 空间 
CA ,人 i) 的 区 域 1( 图 32(ii))。 保 持 p ARRIRA A) 的 等 距 变 
换 组 成 一 维 群 (i 的 Lorentz 群 ) ,其 轨道 是 双 曲 线 |o 为 常数 | ,这 里 
0 三 7 - #7, 8,8 为 通常 的 Minkowski 坐标 。 空间 (.N,g) 是 ( 工 ,i) 
关于 Lorentz 群 的 一 个 离散 子 群 C 的 商 空间 。 这 个 子 群 C 由 映射 如 (mn 
为 整数 ) 组 成 ,4 将 (了 ,3 ) 映 射 到 


T coshm + Xsinhm, x cosh + 7 sinhm), 


就 是 说 ,我 们 将 所 有 n 为 整数 的 点 
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图 32 Misner 的 二 维 空间 例子 
(让 区 域 1 的 扩展 穿 过 :=0 面 进入 区 域 II。 紧 直 零 曲 线 是 完备 的 ， 
但 环绕 零 曲线 不 完备 。 


(这 ) 通 用餐 盖 空 间 是 二 维 Minkowski 空间 ,在 Lorentz 群 的 离散 子 
群 6G 作 用 下 ,点 :是 等 价 的 ,点 +,q,t 同样 如 此 。(i) 图 就 是 通过 伙 合 区 
域 1 和 的 等 价 点 而 得 到 的 。 
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( Fcoshna + x sinhna, X coshna + T sinhnt) 
县 合 起 来 ,从 而 它们 对 应 于 AHA: 
t =i T? X°), y =2arctanrh(ž/Ť )o 


等 距 变 换 群 6 在 区 域 1 的 作用 是 真 不 连续 的 。 所 谓 群 WERE 
-f 上 的 作用 是 真 不 连续 的 ,是 指 

(1) 对 每 个 非 恒 等 变换 4 CH, BR ge .人 有 一 个 邻 域 NW 使 
ACW NW= 名 ;同时 ， 

(DRR q, re V AMEE A © H fi Aq =7, 则 分 别 有 g,r 的 邻 域 
URU’ EREE B eH BCU) NAU’. 

条 件 (1) 说 明 商 .人 /8 是 一 流 形 , 条 件 (2) 说 明 商 是 Hausdorff 的 。 
因此 , 商 ( 工 ,9)/C X Hausdorff 空间 (.N,g)。G 在 区 域 T + (7 > 
-多 ) 的 作用 同样 是 真 不 连续 的 , 故 (IT+, 1 )/6 也 是 Hausdorff 空间 ， 
RXR ECM’, g) XM, (C1 + WD, 51)/G 是 Hausdorff 空间 
(.N",g”) ,这 里 工 + 亚 是 区 域 i > X*。 从 这 里 我 们 看 到 一 族 零 测 地 
线 是 如 何在 扩展 空间 (.W ',g') 里 变 得 完备 ,而 另 一 族 零 测 地 线 又 是 如 
何在 扩展 空间 (.W”,g”) 完 备 起 来 的 。 这 说 明 我 们 需要 间 时 实施 两 个 
扩展 。 但 是 , 群 在 区 域 (I+I+ 亚 )( 即 了 >121) 的 作用 满足 条 
件 (1) ,但 工 和 开 之 间 边 界 上 的 点 94, 以 及 工 和 正之 间 边 界 上 的 点 >, 却 
TRER). A, RCL +i +0, n) BRE, 但 不 是 
Hausdorff 空间 。 

这 种 非 Hausdorff 性 态 不 同 于 82. 1 给 出 的 例子 。 在 那个 例子 中 ， 
我 们 可 以 有 分 岔 的 连续 曲线 ,其 中 一 一 支 进入 一 个 区 域 而 另 一 一 支 进 入 另 
一 区 域 。 观 察 者 的 世界 线 的 这 种 性 态 令 人 很 不 满意 。 但 流 形 
CL++0,q)/C 不 具有 这 种 分 伟 曲 线 :区 域 的 曲线 可 扩展 到 区 
域 卫 或 亚 ,但 不 能 同时 扩展 到 这 两 个 区 域 。 因 此 我 们 也 许 应 该 放宽 对 
时 空 模型 的 Hausdorff 要 求 ,允许 眼下 这 种 情形 而 不 允许 那 种 带 有 分 贫 
曲线 的 情形 。 有 关 非 Hausdorff 时 空 的 进 一 步 工 作 , 见 Hajicek (1971) 
的 论文 。 


其 实 ,C 在 .NW - fp| 的 作用 也 满足 条 件 (1)。 于 是 ,从 某 种 意义 
说 , 流 形 ( .NH - {pi ,1)/6 是 (.N,g) 的 最 大 非 Hausdorff 扩展 ,但 它 仍 





~ 
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不 是 测 地 完备 的 ,因为 还 有 通过 被 除去 的 过 p 点 的 测 地 线 。 如 果 将 p 
包括 进来 , 则 群 作用 不 满足 条 件 (1) ,因而 商 .N /G 甚至 连 非 Hausdorff 


流 形 都 不 是 。 不 过 ,我 们 可 以 考虑 线性 标 架 从 L( .2 ) , 即 所 有 ge .YH 
点 的 线性 独立 向 量 X,Y ez 组 成 的 向 量 对 (X,Y) 的 集合 。 于 是 ,等 距 


变换 群 6 TERANA 的 作用 ,将 诱导 一 个 在 L( A ) 的 作用 4。， 
将 9 点 的 标 架 (X,Y) 变换 为 4(9) 的 标 架 (4 X, 4.Y) 。 这 种 作用 满足 
条 件 (1) ,因为 即使 对 (X,Y) < 了 7 ,也 有 4,XzFX,4.Y 关 Y, 除 非 4 是 恒 
等 变换 ;这 种 作用 也 满足 条 件 (2) ,即使 X,Y 处 于 p 点 的 零 锥 上 也 是 如 


ito FRR L(.W)/6 是 一 个 Hausdorff 流 形 , 它 是 非 Hausdorff 非 流 形 


M/C .上 的 纤维 从 。 在 一 定 意义 上 ,我 们 可 将 其 视 为 那个 空间 的 线性 
标 架 从 。 空 间 的 性 态 不 好 但 其 标 架 从 的 性 态 却 良 好 ,这 一 事实 说 明 用 
线性 标 架 从 来 看 奇 点 是 非常 有 用 的 。 它 的 一 般 过 程 将 在 § 8. 3 讨论 。 
现在 我 们 回 到 四 维 Taub 空间 (.N,g), 这 里 .NH 是 RR xS, gh 
(5. 32) 式 给 出 。 因 为 .是 单 连 通 的 ,所 以 无 法 像 二 维 例子 那样 有 一 
个 覆盖 空间 。 但 是 ,如 果 将 AS 上 具有 纤维 R' xS 的 纤维 从 
(其 中 从 投影 n: AOS’ ELA (1,0,0,6) (6,6) ) , 则 我 们 可 以 得 到 
类 似 的 结果 。 事 实 上 它 是 Hopf 纤维 化 SoS (有 纤维 9 ) 与 二 轴 的 乘 
积 (Steenrod(1951) )。 空 间 (.N,g) 允许 一 个 四 维 等 距 变 换 群 ,其 可 迁 
曲面 是 三 维 球面 11 = 常数 | 。 这 个 等 距 变 换 群 将 从 的 纤维 mi HOS? 
映射 为 纤维 , 从 而 (多 多 ) 对 都 是 等 距 的 , 这 里 FF BAR 
(F =R xS ),g 是 .NH 的 四 维度 规 在 纤维 上 诱导 的 度 规 。 纤维 r 
HARAG y) EE, F 的 度 规 g 可 通过 去 掉 (5. 32) 式 里 do 和 dg 项 得 
到 ,因此 g 的 形式 为 
ds’ = -Ude +4PU(dy)’, (5.33) 
点 9e. 儿 的 切 空间 也 可 分 解 为 由 ev& Fl oap 张 成 的 与 纤维 相 切 
的 垂直 子 空间 多 ,和 由 0/00 和 eve - cosbovap 张 成 的 水 平子 空间 H, 
任 一 向 量 Xe7, 均 可 分 解 为 V, PAY X, AH, 中 的 X, 两 部 分 ,于 是 也 
的 度 规 g 可 表示 为 
9( X,Y) =9,(X,,Y,) + (0 +P )og( aX, mY), (5.34) 
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其 中 ,gy=g, gy 是 ds* = de’ + sindo’ 给 定 的 二 维 球面 的 标准 度 规 。 
这 样 ,虽然 度 规 g 不 是 gy 与 (+ 六)gs 的 直 和 (因为 RR x5 不 是 R x 
S 与 5 的 直 积 ) ,但 在 局 部 也 不 妨 看 作 这 样 的 和 。 

令 人 感 兴趣 的 是 度 规 g 包含 在 2 内 的 部 分 ,因此 我 们 考察 
(多 gy) 对 的 解析 扩展 。 然 后 像 (5.34) 式 那样 结合 二 维 球面 的 度 规 
gz, 它们 就 给 出 (.W,g) 的 解析 扩展 。 

由 (5. 33) 式 给 出 的 gy 在 1=t, 有 奇 点 ,此 时 U=0。 但 如 果 我 们 以 
pi <it<i, 来 定义 流 形 ., 则 (. 移 ,gy) 可 通过 定义 

' 1 di 
wore + UD 
来 扩展 。 此 时 度 规 g, 的 形式 为 
ds? =4ldyp'(1U(t) dẹ’ - dt) 。 

ETE y 和 - o <i<o 定义 的 拓扑 为 $ xR ORB 9" 上 是 解析 的 。 
t <S KCF gy RRR F(A, gr) ARM. <t<i, 不 存在 
闭合 类 时 曲线 ,但 在 :<t_ 或 1>i, 区域 却 可 能 有 。 它 的 性 态 和 前 面 考 
虑 的 空间 (.W ',g') 一 样 ,只 是 这 里 有 两 个 视界 (在 1 =t_ 和 t=i, ) 而 不 是 


一 个 视界 (1 =0) 。 一 族 零 测 地 线 穿 过 视界 1 =! Alene, ,但 男 一 族 零 测 


地 线 则 在 这 两 个 视界 曲面 附近 螺旋 环绕 ,而 且 是 不 完备 的 。 
和 前 面 一 样 ,通过 定义 
dt 


» 1 
=y- U’ 
我 们 还 可 得 到 一 个 扩展 。 此 时 度 规 g 的 形式 为 
ds? =4ldy"(1U(t)dy” + dt) , 
ÈE y" 和 -oo <t< mE NE F” 上 是 解析 的 ,而 且 在 上 <t<t, 
KREET, g )o 
F, TA AE GS] UBS A AS ROMA, Z 
的 覆盖 空间 是 定义 在 坐标 - << ft <t<t, HREF. E 
Fy E, gy 可 写成 双 零 形式 
ds? =4P U(t) dip’ dy", (5.35) 
其 中 -om <y <o, -o <y"<w, RIIT H F Reissner — Nordstrom 
解 的 类 似 方 法 来 扩展 这 个 度 规 。 为 此 在 FH EE OBR (u,v) 和 


(u_,v_): 
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均匀 曲面 | ! = 常数 } 
(类 空 群 轨道 ) 


图 33 Taub - NUT 空间 二 维 截面 的 最 大 扩展 覆盖 空间 的 Penrose 
图 。 图 中 显示 了 等 距 变 换 群 的 轨道 。 在 等 距 变 换 群 的 离散 子 群 
下 全 合 某 些 点 ,可 从 这 个 空间 的 部 分 得 到 Taub - NUT 空间 及 其 
扩展 。 


=arctan(exp w'/a,), v, =arctan( — (exp( -~w")/a.)), 


、 a fe t- es 
这 里 “+ Al mt +P) 和 a. 4nl(m +Ê)’ 


nÆKT (mt, +P)/(mt_ +0) REDER BORE E E 


(5. 35) 式 得 到 的 度 规 g， 在 流 形 F 上 是 解析 的 , 见 图 33。 其 中 坐标 
(u,,v,) Et =t_ 以 外 处 处 解析 ,而 在 :=i_ 至 少 是 C 的 ;坐标 
(wu_ ,5_) 在 t= 以 外 处 处 解析 ,而 在 t=t, 至 少 是 C 的。 这 与 Reissner - 
Nordstrom 解 中 的 (1,7) 面 的 扩展 非常 相似 。 


空间 (. 交 ,gf ) 具 有 一 维 等 距 变 换 群 ,其 轨道 见 图 33。 在 点 P，, p. 
附近 , 群 的 作用 类 似 于 二 维 Minkowski 空间 Lorentz 群 的 作用 (图 32 


u 


H 


-tł t, -t._ 
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(ii) )。 令 6 为 等 距 变 换 群 的 非 平 凡 元 素 4 生成 的 一 个 离散 子 群 , 则 空 
WCF g) HEAO, , By) 区 域 关于 C 的 商 空 间 。(.F',gy') 为 商 
(I +H, +m., 8), (7,8 AR 


(CI, +H, +M,,g,)/Go 
取 区 域 ( I, + M, + 工 ) 的 商 , 我 们 也 能 得 到 一 个 Hausdorff 流 形 : 它 相 
当 于 在 曲面 上 = 上 ， PCF’, gy’) MER ce =e, PHRF’, g” )o 


取 全 空间 .多 RE p, Mp 两 点 的 商 , 我 们 得 到 非 Hausdorff 流 形 ; 取 全 


ZEF 的 商 , 则 类 似 前 面 例 子 得 到 非 Hausdorff 非 流 形 。 和 那个 例子 一 
样 ,我 们 可 到 F 的 线性 标 架 从 的 商 来 得 到 Hausdorff 流 形 。 

结合 (1,w) 平 面 的 扩展 和 坐标 (9,4$ ) ,我 们 可 以 得 到 相应 的 四 维 
空间 (.W,g) 的 扩展 。 特 别 是 ,两 个 扩展 (了 7',gy') 和 (.F”,gy”) 分 别 产 
生 (. NW,g) 的 两 个 不 同 的 局 部 不 可 扩展 的 解析 扩展 ,上 且 二 者 均 为 测 地 不 
完备 的 。 

我 们 来 考察 其 中 一 个 扩展 ,如 (.W ',g’')。 作 为 等 距 变 换 群 的 可 迁 
曲面 ,三 维 球面 在 区 域 :_<1<i, 是 类 空 曲面 ,但 在 :>i, 和 t<t_ 区 域 
是 类 时 曲面 。 两 可 迁 曲面 := 上 _ 和 + = 为 零 曲 面 ,它们 组 成 包含 在 区 
域 :. <i<i, 内 的 任 一 类 空 曲面 的 Cauchy 视界 ,这 是 因为 在 区 域 :< 
Ali >t, DIFE FE tot. 和 t=1, 的 类 时 曲线 (例如 ,在 区 域 :>1， 
和 :<t_ 存 在 闭合 类 时 曲线 )。 时 空 区 域 1_ <1<i, 是 紧 致 的 ,但 仍 存 在 
包含 在 其 中 的 类 时 测 地 线 和 零 测 地 线 , 因 而 是 不 完备 的 。 我 们 将 在 第 
8 章 进一步 讨论 这 种 性 态 

Taub -NUT 空间 的 更 多 细节 可 从 Misner 和 Taub (1969) , Misner 
(1963 ) 等 文献 中 找到 。 


5.9 其 他 精确 解 


我 们 在 本 章 考察 了 一 系列 精确 解 ,并 用 它们 给 出 了 不 同 整体 性 质 
的 例子 ,后 面 我 们 还 将 更 一 般 地 讨论 这 些 整体 性 质 。 虽 然 我 们 在 局 域 
上 知道 了 大 量 精确 解 , 但 相对 说 来 ,几乎 没有 进行 过 整体 的 考察 。 为 完 
善本 章 的 讨论 ,我 们 简 述 另 两 类 有 趣 的 精确 解 ,它们 的 整体 性 质 已 经 知 
道 了 。 
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第 一 类 是 虚空 空间 场 方程 的 平面 波 解 。 这 些 解 同 胚 于 R ,可 以 选 

择 整体 坐标 (y,z,u,z) (范围 遍及 - % Bl + oo) ,使 度 规 有 如 下 形式 
ds’ =2dudv + dy’ + dz’ + H(Y,z,u) du’, 

其 中 H=(y? -2')f(u) -2yzg(u) ; 
这 里 fu) 和 g(w) 是 任意 C 函数 ,它们 分 别 确定 波 的 振幅 和 极 化 。 在 
SHH u = 常数 | 上 ,这 些 空间 是 乘法 可 迁 的 五 参数 等 距 群 作用 下 的 
不 变量 。 TE flu) =cos 2u, g(u) = sin 2u 的 特殊 解 中 , 允许 有 额外 的 
Killing 向 量 场 ,因而 在 六 参数 等 距 变 换 群 下 是 不 变 的 均匀 时 空 。 平 面 
波 解 的 解 空间 不 含 任何 闭合 类 时 曲线 或 零 曲 线 , 但 也 不 允许 有 Cauchy 
曲面 (Penrose( 1965a) ) 。 这 些 空间 的 局 部 性 质 已 由 Bondi, Pirani 和 
Robinson (1959) 作 了 详尽 讨论 ; Penrose( 196$a ) 考察 了 其 整体 性 质 ; 
Oszvath 和 Schiicking(1962 ) 则 研究 了 更 高 对 称 空间 的 整体 性 质 。Khan 
Ej Penrose( 1971 ) 还 研究 了 两 个 冲击 平面 波 如 何 相互 散射 并 产生 一 个 
奇 点 等 问题 。 

另 一 类 精确 解 是 Carter (1968) 发 现 的 无 源 Einstein - Maxwell 方 
程 的 五 参数 族 精确 解 ( 也 可 参见 Demianski and Newman(1966) ) 。 这 
些 解 将 Schwarzschild 解 .Reissner - Nordström 解 Kerr 解 . 荷 电 Kerr 解 、 
Taub -NUT 解 de Sitter 解 和 反 de Sitter 解 等 都 作为 特例 讨 括 其 中 。 
Carter( 1967 ) 描述 了 某 些 解 的 整体 性 质 ; Ehlers 和 Kundt( 1962) , Kin- 
nersley 和 Walker(1970) 则 就 与 之 紧密 相关 的 某 些 情形 进行 了 研究 。 





6 
因果 结构 


根据 § 3.2 的 假设 (ae) , 仅 当 . 的 两 点 可 用 非 类 空 曲线 连接 时 ， 
它们 之 间 才 能 互相 传递 信号 。 本 章 我 们 将 进一步 探讨 这 种 因果 关系 的 
性 质 ,并 给 出 一 系列 结果 ,用 于 第 8 章 证 明 奇 点 的 存在 性 。 

根据 8 3. 2, 因果 关系 研究 等 同 于 aw 的 共 形 几何 研究 , 即 相 当 于 
对 所 有 与 物理 度 规 g HCE BB = Q g, 这 里 n 是非 零 C” 函数 ) 
的 集合 进行 研究 。 一 般 说 来 ,在 这 种 度 规 的 共 形 变换 下 , 测 地 曲线 不 可 
能 仍 是 测 地 线 ,除非 它 是 零 测 地 线 ;而 且 即 使 是 零 测 地 线 ,其 沿 曲线 的 
仿 射 参数 也 无 法 保证 变换 后 仍 是 仿 射 参数 。 因 此 ,在 大 多 数 场合 , 测 地 
线 的 完备 性 质 ( 即 全 部 测 地 线 是 否 都 能 扩展 到 任意 的 仿 射 参数 值 ) 有 
赖 于 具体 的 共 形 因子 ,因而 不 具有 共 形 几何 属性 ( 8 6. 4 描述 的 特殊 情 
形 例外 ) 。 事 实 上 , Clarke(1971) 和 Siefert( 1968 ) 已 经 证 明 ,只 要 物理 
上 合理 的 因果 条 件 能 够 满足 ,任何 Lorentz, 度 规 必然 共 形 于 这 样 一 种 度 
规 ,其 零 测 地 线 和 所 有 未 来 方向 的 类 时 测 地 线 均 是 完备 的 。 我 们 将 在 
第 8 章 对 测 地 线 的 完备 性 作 进 一 步 讨 论 ,以 便 为 奇 点 的 定义 提供 基础 。 

$ 6. 1 主要 讨论 类 时 和 类 空 基 的 定向 问题 。 $6.2 定义 基本 的 因 
果 关 系 , 并 将 非 类 空 曲线 的 定义 从 分 段 可 微 扩展 到 连续 可 微 。 集 合 的 
未 来 边界 的 性 质 的 推导 则 放 在 86.3。8$6.4 讨论 排除 因果 性 破坏 和 
近似 破坏 所 需 的 诸多 条 件 。 8 6.5 和 86.6 分 别 引 入 与 之 紧密 相关 的 
Cauchy 发 展 和 整体 双 曲 性 的 概念 ;这 些 概念 将 在 $6.7 用 于 证 明 某 些 
点 对 间 存 在 最 长 的 非 类 空 测 地 线 。 

在 § 6.8 ,我们 介绍 Geroch .Kronheimer 和 Penrose 为 时 空 附加 因果 
边界 而 引入 的 构造 方法 。 在 $6.9 研究 的 一 类 渐 近 平 直 时 空 为 这 种 边 
界 提 供 了 一 个 特别 的 例子 。 
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6.1 可 定向 性 


在 我 们 的 时 空 邻 域 , 有 一 个 由 准 孤 立 热 力学 系统 内 的 炳 增 方向 所 
确立 的 时 间 箭 头 方向 。 但 我 们 还 不 清楚 这 个 箭头 方向 与 宇宙 膨胀 定义 
的 方向 和 电动 力学 辐射 所 定义 的 方向 有 什么 关系 。 对 此 感 兴趣 的 读者 
可 以 在 Gold( 1967) , Hogarth( 1962 ) Hoyle 和 Narlikar(1963) ， 以 及 
Ellis 和 Sciama( 1972) 中 找到 进一步 的 讨论 。 物 理 上 看 ,似乎 有 理由 假 
定 存在 一 种 连续 定义 在 每 个 时 空 点 的 局 部 热力 学 时 间 箭 头 , 但 我 们 仅 
要 求 能 对 非 类 空 问 量 连续 地 定义 一 种 分 割 ,将 分 割 的 两 部 分 任意 贴 上 
未 来 方向 和 过 去 方向 的 标签 。 如 果 是 这 样 的 , 则 称 时 空 是 时 间 可 定向 
的 。 某 些 时 空 不 能 这 样 定义 时 间 方向 ,例如 de Sitter 空间 ( § 5. 2) 的 时 
空 , 它 的 点 是 通过 对 五 维 租 人 空间 的 原点 的 反射 而 准 合 起 来 的 。 在 这 
个 空间 里 ,存在 不 同 伦 于 零 的 闭合 曲线 ,时 间 沿 曲线 一 周 就 反 向 了 。 不 
过 ,把 合 合 点 重新 分 开 ,显然 就 能 简单 克服 这 个 困难 ,事实 上 也 总 存在 
这 样 一 种 情形 ;如 果 时 空 (.N,g) 不 是 时 间 可 定向 的 , 则 它 有 一 个 时 间 


可 定向 的 双 覆 盖 空 间 ( . g) ZEA 可 定义 为 所 有 点 对 (p,a) 的 
RARP pe M, a 是 p 点 的 两 个 时 间 方 向 之 一 。 那么 ,根据 .wy 的 
自然 结构 和 投影 映射 n: (p,a) >p, A BE WWTP. WR 
A 由 两 个 不 连通 的 分 支 组 成 , 则 (.N,g) 是 时 间 可 定向 的 ;如 果 . 认 


是 连通 的 , 则 (.N,g) 不 是 时 间 可 定向 的 ,但 ( .NH ,g) 是 。 我 们 下 面 假 
定 ,要 么 (.W,g) 是 时 间 可 定向 的 ,要 么 我 们 处 理 的 是 一 个 时 间 可 定向 
的 覆盖 空间 。 如 果 我 们 能 证 明 获 盖 的 时 空 内 存在 奇 点 , 则 (.H,g) 也 存 
在 奇 点 。 

人 们 或 许 还 会 问 ,时 空 是 否 是 空间 可 定向 的 , 即 是 否 能 以 连续 方式 
将 三 个 类 空 坐 标 轴 的 基 也 分 成 右手 基 和 左手 基 ? Geroch (1967a) 曾 指 
出 ,这 种 空间 可 定向 性 和 时 间 可 定向 性 之 间 存在 着 有 趣 的 关联 ,因为 一 
些 基本 粒子 实验 结果 ,不 论 在 单独 的 电荷 或 宇 称 反 演 下 ,还 是 在 二 者 联 
合作 用 下 ,都 不 是 不 变 的 。 另 一 方面 ,理论 上 有 理由 相信 ,所 有 相互 作 
用 在 电荷 . 宇 称 和 时 间 反 演 的 联合 作用 下 都 是 不 变 的 (CPT 定理 , 见 
Streater 和 Wightman (1964) ) 。 如 果 我 们 认为 ,在 电荷 和 宇 称 反 演 下 弱 
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作用 的 非 不 变性 不 只 是 一 种 局 部 效应 ,而 是 时 空 所 有 点 均 存 在 , 则 沿 任 
一 闭 曲 线 一 周 后 ,不论 是 电荷 符号 .类 空 坐 标 基 的 取向 ,还 是 时 间 的 取 
向 ,它们 要 么 都 反 向 ,要 么 都 不 反 向 。( 在 普通 的 Maxwell 理论 中 ,空间 
各 点 的 电磁 场 均 有 确定 的 符号 。 它 不 允许 电荷 符号 绕 非 同 伦 于 等 的 闭 
合 曲 线 一 周 之 后 发 生 改 变 , 除 非 时 间 取 向 也 改变 。 但 我 们 可 提出 一 种 
理论 ,其 中 的 场 是 双 值 的 ,并 在 绕 那 样 的 曲线 一 周 后 改变 符号 。 这 样 的 
理论 将 与 所 有 现 有 实验 事实 相 容 。) 特别 是 ,如 果 我 们 假定 时 空 是 时 间 
可 定向 的 , 则 它 也 必然 是 空间 可 定向 的 。( 事实 上 , 仅 根 据 实验 事实 就 
能 做 出 这 一 假定 ,而 不 必 诉 诸 CPT 定理 。) 

Geroch( 1968c) 还 证 明 , 如 果 能 在 时 空 的 每 一 点 定义 二 分 量 旋 量 
场 , 则 时 空 必然 是 可 平行 化 的 ,就 是 说 ,我 们 总 可 以 在 每 一 点 引信 一 个 
连续 的 切 空 间 基 系 。( 后 来 Geroch 从 旋 量 结构 的 存在 导出 了 进一步 的 
结果 (1970a) ) 。 
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令 时 空 具有 上 节 说 明 的 那 种 时 间 可 定向 性 , 则 我 们 可 将 每 一 点 的 
非 类 空 向 量 分 为 未 来 方向 的 和 过 去 方向 的 。 于 是 ,对 集合 SY 和 多 ,我 
MELS IFY 的 时 序 未 来 1 (.7 ,WU ) 是 UW 的 一 个 点 集 ,其 所 有 
的 点 都 能 经 自 . 出 发 的 W 中 未 来 方向 的 类 时 曲线 到 达 。( 这 里 所 请 
曲线 ,总 是 指 它 有 一 定 的 扩展 ,而 非 孤立 的 一 点 ,因此 1 S ,WY ) 可 以 不 
BR FOS, .HN ) 简 记 为 1'(.) , 它 是 开 集 ,因为 如 果 从 .7 出 发 
的 未 来 方向 的 类 时 曲线 能 到 达 点 pe.N, 则 它 必然 也 能 到 达 p 的 某 一 
小 邻 域 。 

这 个 定义 有 一 个 对 偶 的 定义 , 即 用 “过 去 ”替换 “未 来 " ,用 " -" 替 风 
换 “ +”。 为 避免 重复 ,我 们 将 这 种 对 偶 定义 及 其 结果 视 为 自明 的 。 

.多 相对 于 WU 的 因果 未 来 记 为 三 (.7 U), EXKI OUMU 
中 所 有 能 从 . 出 发 的 未 来 方向 的 非 类 空 曲线 到 达 点 的 集合 的 并 。 我 
们 曾 在 $ 4. 5 看 到 ,两 点 间 的 一 条 不 是 零 测 地 线 的 非 类 空 曲线 ,可 通过 
变形 成 为 这 两 点 间 的 类 时 曲线 ,因此 ,如 果 WY 是 开 集 , 且 p, gy reU, 
则 

BA qel*(p,W@),rel(q,%) 


总 I Udo 
或 nel (pit) rede ak Arel (PU) 
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HETA, (pW) =T (pW), (pW) = 产 (p,2 ) ,这 里 ,对 
任 一 集合 KH, BAK WA, .入 的 边界 则 记 为 


KB = KB OA-#)> 

同 前 面 一 样 , JCS, .NH ) 简 记 为 CS) EBS .Y 内 事件 因 
果 影 响 的 时 空 区 域 。 即 使 . 是 一 个 单 点 ,这 个 区 域 也 不 一 定 是 闭 集 ， 
如 图 34 所 示 。 图 中 的 例子 还 附带 示范 了 构造 具有 确定 因果 性 质 的 时 
空 的 有 效 方法 : 从 一 个 简单 时 空 (除非 另 有 说 明 , 以 后 谈 到 时 空 均 指 
Minkowski 时 空 ) 开始 ,除去 任 一 闭 集 , 然 后 根据 需要 再 以 适当 方式 将 
"RRA EA A 上 的 点 ) 。 其 结果 仍 将 是 一 个 具有 Lorentz 度 规 的 
RE , 故 仍 是 一 时 空 ,尽管 它 在 除去 某 些 点 的 地 方 可 能 显得 很 不 完备 。 
然而 ,如 前 面 讲 的 ,这 种 不 完备 性 可 经 适当 的 共 形 变换 来 补救 , 即 把 除 

去 的 点 变换 为 无 穷 远 点 。 





WERK IHS) 








L (A) EM SMH, 
ERS (AH ,在 
-NM 上 也 没有 过 去 端点 


从 .NH 移 去 的 点 


过 .79 生成 IS) 
的 过 去 的 零 测 地 线 


图 34 从 Minkowski 空间 移 去 一 点 时 , 闭 集 S 的 因果 未 来 1* (.9 ) 
不 一 定 是 闭 的 。.y 的 未 来 边界 的 延展 部 分 可 由 .KN 上 没有 过 去 端 
点 的 零 测 地 线段 生成 。 


F 相对 于 的 未 来 边界 记 为 ES ,2 ) BLAIS UW) - 
D(F, U), RIME (CS .4 )BH ECS), (REE, 
RA pel’ (q), pel’ (q)Alpek* (9qg) 分 别 记 为 9<p,9qg<P 和 9 一 po) 
如 果 多 是 开 集 , 则 由 命题 4.5. 10, ES , 2 ) 的 点 必 处 于 从 F 出 发 
的 未 来 方向 的 零 测 地 线 上 ;如 果 NY 是 p 点 的 凸 正规 邻 域 , 则 由 命题 
4.5.1, E (p, V) BU PE p 出 发 的 未 来 方向 的 零 测 地 线 组 成 ,并 在 NY 
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HREOC , WAITS U ) 的 共同 边界 。 因 此 ,在 Minkowski 23 
间 里 ,p 点 的 零 锥 形成 p 点 的 因果 未 来 和 时 序 未 来 的 边界 。 但 在 更 复 
杂 的 时 空 里 ,情形 未 必 如 此 (例如 图 34) 。 

为 方便 后 面 的 论述 ,我 们 将 分 段 可 微 定义 下 的 类 时 曲线 和 非 类 空 
曲线 扩展 为 连续 曲线 。 尽 管 这 种 曲线 可 能 没有 切 向 量 ,但 只 要 曲线 的 
任意 两 点 可 局 部 用 一 条 分 段 可 微 的 非 类 空 曲线 来 连接 , 则 我 们 仍 认为 
它 是 非 类 空 曲线 。 更 准确 地 说 ,我 们 称 曲线 y:F >M OXE F Æ R 
的 一 个 连通 区 间 ) 是 未 来 方向 的 非 类 空 曲 线 ,是 指 对 每 个 !e FE FA 
存在 1 的 邻 域 6, 在 .NN 上 存在 y(t) 的 号 正规 邻 域 WY ,使 得 对 任 一 4 e 
G, Æt, <t 时 有 Y(t1)eJ (y(t), MW) ~ y(t) ,而 在 ti >t HA y(t,) © 
J YG), U) -y(t)。 如 果 同 样 条 件 在 7 而 不 是 /中 成 立 , 则 称 曲线 
y 是 未 来 方向 的 类 时 曲线 。 除 非 另 有 说 明 , 以 后 我 们 谈 到 类 时 或 非 类 
空 曲线 都 指 这 种 连续 曲线 。 并 且 , 当 一 条 曲线 是 另 一 条 曲线 的 重新 参 
数 化 时 ,我 们 称 二 者 是 等 价 的 。 通 过 这 种 推广 ,我们 可 以 建立 一 个 将 在 
本 章 余 下 部 分 反复 用 到 的 结果 。 为 此 我 们 先 给 出 一 些 定义 。 

如 果 对 某 一 点 p 的 每 个 邻 域 YY 都 有 1 e ,使 对 每 一 个 i eF 在 
t SAYC) © V, WF p 点 是 未 来 方向 的 非 类 空 曲线 y: .NH 的 未 
来 端点 。 如 果 一 条 非 类 空 曲线 没有 未 来 端点 (或 在 集合 S 内 没有 未 
来 端点 ) , 则 称 它 是 未 来 不 可 扩展 的 (或 在 集合 . 上 是 未 来 不 可 扩展 
的 )。 如 果 p 点 的 每 个 邻 域 都 与 无 数 非 类 空 曲 线 序列 4, 相交 , 则 称 p 
点 是 无 限 非 类 空 曲线 序 列 A, 的 极限 点 。 如 果 存 在 A, 的 子 序列 A', ,使 
对 每 一 点 pe A 都 有 A' KAF p, MIEZ HRA 是 序列 A, 的 极限 
曲线 。 


引 理 6. 2. 1 

令 为 一 开 集 ,和 A, AS 内 未 来 不 可 扩展 的 非 类 空 曲线 的 无 穷 序 
Fjo WRA pe S 是 序列 A, 的 极限 点 , 则 过 p 点 存在 S 内 的 未 来 不 
可 扩展 的 非 类 空 曲线 A, 它 是 A, 的 极限 曲线 。 


由 于 可 将 视 为 具有 Lorentz 度 规 的 流 形 , 故 只 需 考虑 S= MH 
情形 。 令 U 是 p 的 凸 正规 坐标 令 域 ,8(qg, a) q 的 坐标 半径 为 a 的 
开 球 , 取 b>0 使 B(p,b) AE HFS ACL, 0), Æ ANOU 的 收敛 于 p 
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的 子 序列 。 因 为 Bp, b) 紧 致 , 故 它 包含 A(1,0)， 的 极限 点 。 任 何 这 
种 极限 点 y 必然 要 么 处 于 J(p,H) 内 ,要 么 处 于 J'(p, UU ) 内 ,否则 就 
SA y 的 邻 域 K A p 的 邻 域 Y 二 者 之 间 不 存在 WU 内 的 非 类 空 
线 。 取 


x ef'(p,U)N B(p,b) 
为 这 些 极限 点 之 一 (图 35) ,并 取 A(1,1), 为 A(1,0), 的 收敛 于 xi 的 
FEP Ax, 将 是 极限 曲线 A 的 一 个 点 ;继续 数学 归纳 法 ,我们 定义 


xye Jp, U) N B(p,i-'jb) 





过 p 的 零 测 地 线 


图 35 过 一 族 非 类 空 曲线 A, 的 限 极点 p 的 非 类 空 极限 曲线 A 


为 j=0 时 子 序列 A(i-1,i-1), 的 极限 点 ,或 i>j 之 1 时 子 序列 
A(ij 1) 的 极限 点 ,定义 人 (ij)， 为 上 述 子 序列 的 收敛 于 ww 的 子 序 
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列 。 换 句 话说 ,我 们 在 把 区 间 [0, 5 分割 成 越 来 越 小 的 部 分 ,并 在 相应 
的 p 的 球面 上 得 到 我 们 极限 曲线 上 的 点 。 由 于 x 的 任意 两 点 之 间 均 
有 非 类 空间 隔 ,因此 所 有 Xij (j=) 的 并 的 闭 包 将 给 出 从 p 二 Xi0 到 Xi Xi 
的 非 类 空 曲线 A BUTE , 剩 下 的 事情 是 构造 A, 的 子 序列 A', ,使 对 每 一 
个 qeA,A' WRF qo FNTGE ARE A BA’, WAC, m), 的 元 
素 , 对 0<<j<m, 它 与 每 个 球 A(x,,, m5) 相 交 , 这 样 ,A 将 是 A, 的 自 p 
到 x 的 极限 曲线 。 现 在 令 U 是 x 的 是 正规 坐标 邻 域 ,然后 对 序列 
A' 重复 上 述 构 造 过 程 。 不 断 如 此 重复 ,我 们 就 能 无 限 扩展 A. 口 


6.3 JERR IDF 


从 命题 4.5. 1 A, CEG TE LAR WALT (pW) BRI (pW) RH 
FARA p 的 未 来 方向 的 零 测 地 线 组 成 。 为 了 导出 更 一 般 的 边界 的 性 
质 ,我 们 引入 非 时 序 集 和 未 来 集 的 概念 。 

WATS OS 为 空 , 或 者 说 ,如 果 S 的 任意 两 点 间 不 存在 类 
时 间隔 , 则 称 集合 .7 是 非 时 序 的 (有 些 文献 也 称 “ 半 类 空 的 ”) 。 如 果 
SOUS ), 则 称 .” 是 未 来 集合 。 注 意 , 如果 . 是 未 来 集合 , 则 
H-S 是 过 去 集合 。 未 来 集合 的 例子 包括 1 (.Y ) 和 J*(_Y), 这 里 
-是 任意 集合 。 非 时 序 集合 的 例子 见 下 述 基 本 结果 。 


命题 6. 3.1 


如 果 . 是 未 来 集合 , 则 其 边界 .8 是 一 嵌入 非 时 序 三维 C1- 闭 子 
流 形 。 


车 ge  , 则 9g 的 任意 邻 域 都 与 .和 .WN-.y 相交 。 若 pe 
ICa), WC) AEE q 的 邻 域 。 故 1'(g) C.F 。 类 似 地 , 1-(9) C 
(H-Z) Hrer (q) , 则 存在 7 HISD VEY CI“ g) CS oer 


可 能 属于 . ,我 们 可 在 g 的 邻 域 双 上 引入 正规 坐标 系 (z， 2, 0°, 2°), 
令 a/ax” 类 时 且 使 曲线 1w = 常数 (i = 1,2,3)} FI (9g, %) A 


六 (9, 私 ) 相 交 。 于 是 ,每 一 条 这 样 的 曲线 必然 恰好 包含 . 史 的 一 点 。 这 
些 点 的 * BARDA a! (i = 1,2,3) 的 Lipschitz 函数 ,因为 .2 的 任意 两 
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187 
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点 间 均 不 存在 类 时 间隔 。 因 此 ,对 pe.F NUY, H palp) =x (p) (i= 
1,2,3) 定 义 的 一 一 映射 $,: F NUR BAR. HOS AOU, pa) 
BES WC bE. 口 


我 们 称 具 有 命题 6. 3. 1 STS 的 性 质 的 集合 为 非 时 序 边界 。 这 
种 集合 可 分 为 如 下 四 个 不 相交 的 子 集 .Z, Z. F MA te S ， 
可 能 存在 也 可 能 不 存在 p, re . ,满足 peE-(g) -gq,reE'(g) -9. 
不 同 可 能 性 根据 下 表 来 定义 .2 的 不 同 子 集 : 
dp Ap 
qe| Fy) F_| Ar 





qe Sy, WW reE (p), REAN reJ’ (p), Wat Hew 6.3.1, 
rg1'(p)。 这 意味 着 . 内 存在 过 9 的 零 测 地 线段 。 若 ye F,( Sf), 


则 9 是 . 内 零 测 地 线 的 未 来 (过 去 ) WA, FES, BRE (BE 
格 地 说 ,是 非 因果 的 ) 。 图 36 展示 了 这 些 子 集 之 间 的 区 别 。 





图 36” 非 时 序 边界 . 可 分 成 四 组 : .是 类 空 的 , SRE, 
F FONES 内 零 测 地 线 的 未 来 (过 去 ) 端 点 。 


下 面 的 Penrose 引 理 (Penrose(1968 ) ) ,给 出 了 处 于 Pus F ,或 
F. 上 的 点 应 具备 的 条 件 ; 
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引 理 6.3.2 
BW qe S 的 一 个 邻 域 ,这 里 .7 是 未 来 集 , 则 
(D1 (9) CI (9 -W) 包含 ge SyUSF,, 
DI) CI CM- -DBE qE FUF o 


HES 也 可 视 为 过 去 集 (.N - .Fy ) 的 边界 ,故我 们 只 需 证 明 (i) 
REBT. Se, [BU (QW ERAF q HEB AW, BI (q) 
CUCS -W) , 则 有 自 每 一 x, BY -Dp 的 过 去 方向 的 类 时 曲线 和 A,。 
由 引 理 6.2.1, 有 自 g BS -.W 的 过 去 方向 的 极限 曲线 A。 因为 
1 (gq) 是 开 集 且 包 含 于 .N-.y BI (Q)NS BER. Alba BH 


零 测 地 线 并 处 于 . 内。 口 


作为 上 述 结果 的 例子 ,我 们 考虑 闭 集 .% 的 未 来 边界 J A ) = 
I (XH) AR Ga at el 6.3.1, 这 是 一 个 非 时 序 流 形 , 又 由 上 述 引 理 ， 


TK) -HAARAF A) ls 或 [J'(. 必 )],。 这 说 明 


T(K) -由 零 测 地 线段 生成 。 这 些 线段 在 1'(. 兆 ) -.%% 内 可 以 有 
未 来 端点 ;但 如 果 它 们 有 过 去 端点 , 则 这 些 过 去 端点 只 能 在 .和 本 身 。 
如 图 34 所 示 , 还 可 能 存在 零 测 地 线 生成 的 线段 ,它们 没有 过 去 端点 ,但 
能 向 外 无 限 扩展 。 应 该 承认 ,这 个 例子 过 于 人 为 化 了 。 但 Penrose 
(1965a) 证 明 , 即 使 像 平 面 波 解 那样 的 简单 情形 ,也 会 出 现 类 似 性 态 。 
F de Sitter 解 ( § 5.2) #] Reissner - Nordström 解 ( § 5.5) 则 提供 了 另外 
的 例子 。 我 们 将 在 $ 6. 6 看 到 ,这 种 性 态 与 这 些 解 不 具有 Cauchy 曲面 
有 关 。 
WHR & 的 每 一 个 紧 集 .% CW 如果 有 


DBA =E (OOU 和 fHKINY=E (HONU , 


MERV BRR A. RAFS OMIA) EU 内 是 
闭 的 。 
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6.4 因果 性 条 件 


$3. 2 的 假设 (a) 仅 要 求 因果 性 在 局 部 成 立 , 没 讨论 整体 性 问题 。 
” 因此 我 们 不 排除 在 大 尺度 上 可 能 存在 闭合 类 时 曲线 ( 即 类 时 S:) 。 但 
这 种 曲线 的 存在 似乎 有 可 能 导致 逻辑 悖 论 : 想 象 一 下 ,如 果 我 们 驾驶 飞 
船 沿 这 种 闭合 曲线 飞行 一 圈 , 回 到 出 发 之 前 ,于 是 从 一 开始 就 能 阻止 自 
己 起 飞 。 当 然 ,存在 这 个 矛盾 只 是 因为 我 们 坚持 简单 的 自由 意志 的 观 
念 ,但 这 个 矛盾 并 不 是 可 以 轻易 忽略 的 ,因为 我 们 的 整个 科学 价值 体系 
都 是 基于 假定 我 们 能 够 自由 地 从 事 任何 实验 。 我 们 也 许可 以 构造 一 种 
理论 , 它 允 许 存在 闭合 类 时 曲线 ,并 修正 了 自由 意志 的 概念 (例如 
Schmidt( 1966) ) ,但 我 们 更 愿意 相信 ,时 空 满足 我 们 所 谓 的 时 序 性 条 
件 :不 存在 闭合 类 时 曲线 。 当 然 ,我 们 也 必须 牢记 ,可 能 存在 并 不 满足 
时 序 性 条 件 的 时 空 点 (也 许 是 那些 密度 或 曲率 非常 大 的 点 ) 。 所 有 这 些 
点 的 集合 称 为 .KY 的 时 序 性 破坏 集 , 具 有 以 下 性 质 : 


命题 6. 4. 1 ( Carter) 
.UM 的 时 序 性 破坏 集 是 形 如 1*(g) OT Cq), ge .HN 的 集合 的 不 相 
交 并 集 。 


如 果 g AT . 妈 的 时 序 性 破坏 集 内 , 则 必 存 在 一 条 未 来 方向 的 
类 时 曲线 人 ,以 4 点 为 过 去 端点 和 未 来 端点 .如 果 re (gq) A), 
从 9 到 r 必 存在 过 去 方向 和 未 来 方向 的 类 时 曲线 内 AD py. FH, 
(m) ”只 。 风 是 一 条 未 来 方向 的 类 时 曲线 ,以 > 点 为 过 去 端点 和 未 来 
端点 。 而 且 , 如 果 
rell (a) AI (gv INT (p) NT (p)] 


则 pel (q) OL (q) =I (p) NI (p). 

另外 我 们 注意 到 ,时 序 性 遭 破 坏 的 每 一 点 r 均 处 于 集合 T(r) NT (7) 
内 ,这 就 完成 了 证 明 。 口 
命题 6. 4.2 


如 果 .NW 为 紧 集 , 则 .的 时 序 性 破坏 集 非 空 。 
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AM AEM I (gq) ,ge .WN 的 开 集 所 覆盖 。 如 果 在 g 点 时 序 性 条 
件 成 立 , 则 gg7*(g)。 因 此 如 果 时 序 性 条 件 在 每 一 点 成 立 , 则 .A 不 可 
能 被 有 限 个 形 如 1*(gq) 的 开 集 所 覆盖 。 口 


根据 这 一 结果 ,我 们 似乎 有 理由 假定 时 空 是 非 紧 的。 时空 非 紧 的 
另 一 个 论据 是 ,任何 具有 Lorentz 度 规 的 四 维 紧 致 流 形 都 不 可 能 是 单 连 
通 的 。( 存在 Lorentz 度 规 意味 着 Euler 数 y(.U ) 为 零 (Steenrod 


4 
(1951), 207 页 )。 而 xX = > (-1)"B,, KBB, 20. WH n Mf Betti 
n=0 


数 。 根 据 对 偶 性 (Spanier(1966 ) , 297 页 ) ,B, =B,_,. AW Bo =B, = 
1 ,说 明 吾 | 关 0 ,进而 说 明 a, (A) #0(Spanier( 1966) ，398 页 ) 。) Atk, 
紧 致 时 空 实际 上 是 点 被 琶 合 的 非 紧 流 形 。 但 从 物理 上 考虑 ,我 们 似乎 
有 理由 不 秋 合 流 形 的 点 ,而 认为 覆盖 流 形 代 表 着 时 空 。 

如 果 不 存 在 闭合 非 类 空 曲线 ,我 们 就 说 满足 因果 性 条 件 。 类 似 命 
题 6.4.1, 有 


命题 6. 4.3 
不 满足 因果 性 条 件 的 点 集 是 形 如 J (NJ), qe ARAB 
不 相交 并 集 。 口 


特别 是 ,如 果 因 果 性 条 件 在 点 q e. 妇 被 破坏 但 时 序 性 条 件 仍 成 立 ， 
则 必 存 在 过 9 的 闭合 零 测 地 线 yo So Æ y 的 仿 射 参数 ( 视 为 R' 的 开 
区 间 到 .的 映射 ) ,并 令 …,v_1, wm, 0, 2，… 为 "在 4 的 相继 取 值 。 
于 是 我 们 可 以 在 q 点 比较 切 向 量 3/3v |,.,, 和 9/9w1,., ,后 者 由 
/ez|,-, 绕 7 平行 移动 一 圈 而 得 。 由 于 二 者 指向 同一 方向 , 故 必 成 正 
1 :d/avl,.., =49/d0|,.,,0 AF a 具有 如 下 意义 :y 的 第 个 回路 所 经 
历 的 仿 射 距离 (w ,1 -zw) 等 于 ae (ww -wm)。 因 此 ,如 果 a>1, 则 "将 
永远 达 不 到 值 (m -~m)(1-e )…, 故 7 在 未 来 方向 是 不 完备 的 ,尽管 
我 们 能 够 绕 行 无 穷 多 圈 。 类 伏地 ,如 果 a <1, 则 7 在 过 去 方向 是 不 完 
备 的 ;而 如 果 a =1, 则 y 在 过 去 .未 来 两 个 方向 都 是 完备 的 。 在 85.7 
描述 的 Taub - NUT 空间 的 二 维 模型 里 ,就 有 a > 1 的 闭合 零 测 地 线 的 
例子 。 由 于 因子 a 是 共 形 不 变量 ,这 种 不 完备 性 与 共 形 因子 无 关 。 但 
这 种 行为 只 会 出 现在 因果 性 有 某 种 程度 的 破坏 的 情形 。 如 果 强 因果 性 
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条 件 成 立 ( 见 下 面 ) , 则 度 规 经 过 适当 的 共 形 变换 ,将 使 所 有 零 测 地 线 
都 成 为 完备 的 ( Clarke(1971) ) 。 
根据 下 面 的 结果 ,因子 a 还 有 进一步 的 意义 。 


命题 6.4.4 
如 果 y 是 未 来 方向 的 不 完备 闭合 零 测 地 线 , 则 存在 y 的 变 分 将 
的 每 一 点 向 未 来 移动 ,并 产生 一 闭合 类 时 曲线 。 


由 $2.6 知 ,我 们 可 在 . 妈 上 找 一 归 一 化 类 时 线 素 场 (V, -~V) ,使 
g(V,V) = -1。 由 于 我 们 假定 . 妈 是 时 间 可 定向 的 ,因此 可 一 致 地 选 
取 (V, -V) 的 一 个 方向 ,从 而 得 到 未 来 方向 的 单位 类 时 向 量 场 V, 然 
后 ,我 们 定义 正定 度 规 g 

g' (X,Y) =9( X,Y) +29(X,Y)9(Y,V). 

令 上 为 7 的 一 个 ( 非 仿 射 ) BR CHER A gq ey 为 零 ,并 使 
g(V, 9/91) = -2 。 于 是 1 度量 了 度 规 g' 下 沿 y 的 固有 距离 ,其 区 
BA -o <i<o 。 考 虑 7y 的 变 分 ,其 变 分 问 量 9/9u 等 于 xV, 这 里 x 是 
— PRR x(t). 84.5 知 ， 


5 al 4 *)=<a(2 2) - ð D 9 
2 aw! \ at’ ot) de9\ at’ at are ra 





_1/dx 
= -2 (Gn). 
JEP fo/at = (D/at) (0/at) 。 现 在 假定 "是 7 的 仿 射 参数 ,于 是 3/6w 正 
ELF a/ at: d/av =hð/ðt, XE h 'dh/dt = -fo W y 绕 行 一 圈 ,9/9w 将 按 
因子 a >1 增长 。 故 


d fat = - loga < 0, 
BE, RRIT 2 (2) A 
exp( [fnar +b"'t loga) , 
其 中 5 = ddr, WEAH y 的 未 来 方向 的 变 分 ,并 生成 一 闭合 类 时 曲线 。 
口 


2 命题 6.4.5 
如 果 : 
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(a) 对 每 个 零 向 量 K, 有 R,,K°K’ 20; 

(b) 一 般 性 条 件 成 立 , 即 每 条 零 测 地 线 都 包含 K Rijal KA KK‘ 不 
为 零 的 一 点 ,这 里 K 是 切 向 量 ; 

(c) 在 .W 上 时 序 性 条 件 成 立 ， 
则 因果 性 条 件 在 .成立 。 


如 果 闭 合 零 测 地 线 是 不 完备 的 , 则 由 上 述 结果 ,它们 可 变形 为 闭合 
类 时 曲线 。 如 果 它 们 是 完备 的 , 则 由 命题 4.4.5, 它 们 包含 共 忽 点 ,从 
而 由 命题 4. 5. 12 ,这 些 曲 线 也 可 变形 为 闭合 类 时 曲线 。 口 


这 说 明 对 具有 实际 物理 意义 的 解 来 说 ,因果 性 条 件 与 时 序 性 条 件 
是 等 价 的 。 

我 们 排除 了 闭合 非 类 空 曲线 ,我们 同样 有 理由 排除 以 下 情形 :一 条 
非 类 空 曲线 任意 接近 地 返回 其 起 点 ,或 任意 接近 地 通过 另 一 条 任意 接 
近 地 通 过 了 它 起 点 的 非 类 空 曲线 ,等 等 。Carter( 1971a) 曾 指出 ,相应 于 
所 涉及 的 极限 过 程 的 次 数 和 阶 数 , 这 种 更 高 阶 因 果 性 条 件 的 无 穷 级 次 
比 不 可 数 无 穷 大 还 要 多 。 我 们 将 描述 这 些 条 件 的 前 三 种 ,然后 给 出 最 
终 的 因果 性 条 件 。 

如 果 p e .WN 的 每 个 邻 域 都 包含 这 样 一 个 p 的 邻 域 ,其 中 从 p 出 发 
的 未 来 (过 去 ) 方 向 的 非 类 空 曲线 最 多 与 它 相交 一 次 , 则 称 未 来 ( 过 去 ) 
鉴别 条 件 ( Kronheimer and Penrose (1967)) 在 p 点 成 立 。 等 价 的 说 法 
EL (gq) =I" (p) a) =I (PORRE =p. R37 显示 了 一 个 例 
子 , 其 中 因果 性 条 件 和 过 去 鉴别 条 件 处 处 成 立 , 但 未 来 鉴别 条 件 在 p 点 
不 成 立 。 

如 果 p 的 每 个 邻 域 都 包含 这 样 一 个 p 的 邻 域 ,其 中 非 类 空 曲线 至 
多 与 它 相 交 一 次 , 则 称 强 因 果 性 条 件 在 p 点 成 立 。 图 38 显示 的 是 这 一 
条 件 遭 破坏 的 例子 。 


命题 6. 4.6 
如 果 命 题 6. 4. 5 的 条 件 (a) ~ (ORRE, ARER MEF 
测 地 完备 的 , 则 强 因 果 性 条 件 在 .成 立 。 


假设 强 因 果 性 条 件 在 pe . 不成立。 不妨 令 WY 为 p 点 的 凸 正规 
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193 图 37 因果 性 条 件 和 过 去 鉴别 条 件 处 处 成 立 .但 未 来 鉴别 条 件 在 P 或 9 
点 (事实 上 7 (pP) =F (9g) ) 不 成 立 的 空间 。 光 锥 在 柱 面 上 倾斜 ,直到 
出 现 一 水 平方 向 的 零 测 地 线 为 止 。 此 后 光 锥 再 次 颠倒 过 来 。 柱 面 割 
去 了 一 条 带 ,因而 消除 了 原本 应 当 出 现 的 闭合 零 测 地 线 。 


WR, V, CW 是 p 点 邻 域 的 无 穷 序列 ,使 对 足够 大 mn,p 的 任意 邻 域 都 包 
含 全 部 V,。 对 每 个 ,都 存在 一 条 未 来 方向 的 非 类 空 曲线 A。, 它 离开 
U 然后 回 到 V,。 由 引 理 6.2.1, 过 p 存在 一 不 可 扩展 的 非 类 空 曲线 A， 
Ese A, 的 极限 曲线 。 显 然 ,A 的 任意 两 点 都 不 可 能 具有 类 时 的 分 离 ， 
否则 我 们 可 以 加 上 某 条 A, 而 得 到 一 条 闭合 非 类 空 曲 线 。 因 此 和 必 为 
零 测 地 线 。 但 由 (a) ,(b) 和 (d) 知 ,A 包含 共 轿 点 ,从 而 是 具有 类 时 分 
离 的 点 。 口 
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图 38 满足 因果 性 条 件 .未 来 和 过 去 鉴别 条 件 但 在 点 不 满足 强 
因果 性 条 件 的 时 空 。 柱 面 制 去 了 两 条 带 , 光 锥 处 于 +45°。 


推论 
由 于 过 去 和 未 来 鉴别 条 件 隐 含 于 强 因果 性 条 件 之 中 ,因此 它们 在 
.WY 上 也 成 立 。 


与 这 三 种 更 高 级 的 因果 性 条 件 紧密 相关 的 是 禁闭 现象 。 

当 我 们 随 一 条 未 来 不 可 扩展 的 非 类 空 曲 线 y 走向 未 来 时 ,可 能 出 
现下 列 三 种 情形 之 一 : 

(i) 进 和 并 保持 在 一 个 紧 集 .7 A; 

(i) 不 保持 在 任何 紧 集 内 ,但 连续 地 重新 进入 一 个 紧 集 ; 

(ili) MAREE RE S 内 , 且 重 新 进入 这 个 紧 集 的 次 数 不 超 
过 某 个 有 限 的 次 数 。 

第 三 种 情形 可 认为 A 在 走 近 时 空 边界 ,去 往 无 穷 远 或 奇 点 。 而 对 
第 一 .二 种 情形 ,我们 说 4 是 被 完全 未 来 禁闭 和 部 分 未 来 禁闭 在 S 
内 。 可 能 有 人 认为 ,禁闭 只 发 生 在 因果 性 条 件 遭 破坏 的 场合 。 但 如 图 
39 所 示 的 Carter 的 例子 说 明 ,情况 并 非 如 此 。 但 不 管 怎 样 ,我 们 都 有 
以 下 结果 : 


命题 6. 4.7 
如 果 强 因果 性 条 件 在 紧 集 . 成 立 , 则 不 可 能 存在 任何 完全 或 部 分 
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未 来 被 禁闭 在 S 内 的 不 可 扩展 的 非 类 空 曲 线 。 





< = “移动 一 个 无 理 量 
ZANR 
(i) (ii) 

图 39 具有 禁闭 非 类 空 直线 但 无 闭合 非 类 空 曲线 的 空间 。 流 形 为 坐标 
(1,y,z) 描 述 的 RxS' x5S' ,这 里 (1,y,z) 与 (1,y,z+1) 半 合 ; (1,y,z) 与 
(y,y+1,z+a) 蕉 合 ,其 中 4a 为 无 理 数 。Lorentz 度 规 由 下 式 给 出 : 

ds? = (cosht - 1)? (de? ~ dy’) + dedy - dz’, 
(i) 显 示 零 锥 取向 的 1z = 常数 | 截面 ; 
(ii) 显 示 部 分 零 测 地 线 的 1=0 截面 。 


我 们 可 用 有 限 个 具有 紧 致 闭 包 的 凸 正规 坐标 邻 域 RY ， 
使 任何 非 类 空 曲线 与 任 一 U 最 多 相交 一 次 。( 我们 将 这 种 邻 域 称 为 局 
部 因果 性 邻 域 。) 任 何 未 来 不 可 扩展 的 非 类 空 曲线 与 这 些 邻 域 之 一 相 
交 一 次 后 必然 会 离开 而 不 再 重新 进入 它 。 口 


命题 6. 4.8 

如 果 未 来 或 过 去 鉴别 条 件 在 紧 集 .7 成 立 , 则 不 可 能 存在 未 来 完全 
禁闭 于 .Y 内 的 未 来 不 可 扩展 的 非 类 空 曲线 。( 给 出 这 个 结果 只 是 因 
为 它 有 趣 , 后 文 并 不 需要 。) 


M RIKI Caæ=1,2,3, Æ A 的 开 集 的 可 数 基 ( 即 .K 的 任 一 开 
集 均 可 表示 为 % 的 并 ) ,因为 在 .7 上 未 来 或 过 去 鉴别 条 件 成 立 , 故 任 
一 点 Pe.Y 都 有 一 凸 正规 坐标 邻 域 ,使 从 p 出 发 的 未 来 (过 去 ) 方 向 
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的 非 类 空 曲 线 与 W 相交 不 超过 一 次 。 我 们 把 满足 % 包含 p 且 包 含 于 
EARR Y 的 最 小 a 值 定义 为 f(p)。 

假定 存在 未 来 完全 禁闭 于 .Y 内 的 未 来 不 可 扩展 的 非 类 空 曲线 A。 
令 geA 满足 使 A' =ANJ*(g) 包 含 于 .8 ,定义 GAS 的 由 所 有 A 入 
的 极限 点 组 成 的 非 空 间 集 , 令 po © A 满足 f(po) 是 f(p) 在 .% 的 最 小 
值 。 过 po 存在 一 不 可 扩展 的 非 类 空 曲线 yo ,其 上 每 一 点 均 为 A' 的 极 
限 点 。y。 上 不 存在 分 开 为 类 时 间隔 的 两 点 ,否则 我 们 可 将 A 的 某 一 
段 变形 产生 一 闭合 非 类 空 曲线 。 因 此 y。 是 不 可 扩展 的 零 测 地 线 ,不 论 
在 过 去 方向 还 是 未 来 方向 , 它 都 被 完全 禁闭 于 I oO 是 由 所 有 
Yo OI" p) (如果 过 去 鉴别 条 件 在 .7 RAL, MAy NJ (po)) 的 极限 点 
组 成 的 闭 集 , 由 于 每 个 这 样 的 点 也 是 和 A' 的 极限 点 , 故 有 ACh. A 
sw 可 能 不 包含 yo NJ Cpo) (Bevo NJ (Po) ) BRR, BC 严格 小 
F .%。 由 此 我 们 可 获得 一 无 穷 闭 集 序列 ADADA DGD HK 
中 每 个 .% 均 非 空 ,都 是 未 来 (过 去 ) 完全 禁闭 的 零 测 地 线 y, N 
J? Pe- CÈ Ya NAJS (Pg) ) 的 所 有 极限 点 组 成 的 集合 。 令 .UN= mn Qko 
AFTI RIAA ARS RRA AEA IR oy, 的 交集 总 是 非 空 的 
(Hocking and Young(1961), 19 R), (RE re XY , 则 对 某 个 B 有 f(r) = 
Soe) BAF Krp 门 .6,1 为 空 , 故 7 不 可 能 处 于 4, 内 ,因此 也 不 可 
能 处 于 .多 内 。 这 说 明 不 可 能 有 未 来 完全 禁闭 于 S 的 未 来 不 可 扩展 的 
非 类 空 曲线 。 z 


(.N,g) 上 的 因果 关系 可 用 来 给 .WY 添加 一 个 被 称 为 Alexandrov 
拓扑 的 拓扑 。 在 这 种 拓扑 里 ,一 个 集合 是 开 集 , 当 且 仅 当 它 是 一 个 或 多 
PHM (POT (q), p.ge. CHEB. AAT (p) al (gq) 是 
流 形 拓扑 的 开 集 , 故 Alexandrov 拓扑 的 开 集 也 是 流 形 拓扑 的 开 集 ,尽管 
反 过 来 未 必 正 确 。 

然而 ,如 果 假 定 强 因果 性 条 件 在 .NW 成 立 ,那么 ,对 任何 点 r e .H, 我 
们 可 以 找到 一 个 局 部 因果 性 邻 域 % (V, gly) AY Alexandrov 拓扑 当然 
可 视 为 一 种 时 空 ,显然 与 Y 的 流 形 拓扑 是 一 样 的 。 由 于 . 妈 可 用 局 部 
因果 性 邻 域 覆盖 ,因此 . 妈 的 Alexandrov 拓 扑 等 同 于 流 形 拓扑 。 这 说 明 ， 
如 果 强 因果 性 条 件 成 立 ,我 们 就 可 通过 对 时 空 因果 关系 的 观察 来 确定 
时 空 的 拓扑 结构 。 
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即使 设置 了 强 因果 性 条 件 ,也 并 不 能 排除 所 有 因果 缺陷 。 如 图 40 

所 示 ,仍然 存在 这 样 的 时 空 ,其 时 序 性 条 件 随 时 可 能 被 破坏 ,因为 度 规 
的 极 小 改变 都 会 导致 出 现 闭合 类 时 曲线 .这 种 情形 从 物理 上 说 似乎 不 
太 现实 ,因为 我 们 认为 广义 相对 论 是 某 种 时 空 量子 理论 的 经 典 极限 , 尽 
管 这 种 量子 理论 目前 尚 不 清楚 ,但 可 以 肯定 ,在 那样 的 理论 中 ,不 确定 

“性 原理 将 使 度 规 不 可 能 在 每 一 点 都 有 精确 值 。 因 此 ,为 使 讨论 具有 物理 
意义 ,时 空 的 性 质 应 当 具 有 某 种 形式 的 稳定 性 ,就 是 说 ,这 种 性 质 也 应 

当 是 某 个 “邻近 ”时空 的 性 质 . 为 了 给 “邻近 ” 赋 以 确切 含义 ,我 们 需要 
对 所 有 时 空 的 集合 , 即 所 有 非 紧 四 维 流 形 及 其 所 有 的 Lorentz 度 规 , 定 





BE 
图 40 一 种 满足 强 因果 条 件 的 空间 ,但 度 规 的 极 小 改变 都 会 允许 
出 现 经 过 p 点 的 闭合 类 时 曲线 。 柱 面 上 割 去 了 三 条 带 , 光 锥 处 
F 45°, 


义 一 个 拓扑 。 我 们 先 不 考虑 如 何 把 不 同 拓扑 的 流 形 统一 为 一 个 连通 的 
拓扑 空间 的 问题 (这 是 可 以 做 到 的 ) ,而 只 考虑 如 何 将 所 有 Cr) 
Lorentz 度 规 集合 上 的 拓扑 加 在 给 定 的 流 形 上 。 可 以 有 多 种 途径 来 实 
现 这 一 点 ,主要 取决 于 我 们 对 “邻近 ” 度 规 的 要 求 ,是 只 要 求 它 本 身 的 
TERE” (C 拓扑 ) ,还 是 要 求 它 直到 大 阶 的 导数 也 邻近 (C* 拓扑 ) ;是 
要 求 它 处 处 邻近 (开拓 扑 ) ,还 是 要 求 它 仅 在 紧 集 上 邻近 ( 紧 开 拓扑 ) 。 
就 这 里 的 目的 而 言 ,我 们 只 对 Co 开拓 扑 感 兴趣 , 它 可 以 定义 如 下 : 
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fE— 4 pe AKO, 2) 型 对 称 张 量 空间 四 :(z) 形 成 一 个 (具有 自然 结 
构 的 ) RET) BE ECO, 2) 型 对 称 张 量 的 从 。. 允 的 Lorentz 
EM g 为 每 一 点 pe .WH 的 Ts2(.W ) 指 派 一 个 元 素 ,因此 可 视 为 一 个 映 
射 或 截面 9:. NW 一 Ts2(.H ) E n=l, XB oo BRT (WM, 
它 把 坐标 xe 763(p) 赋 给 po OU 是 Ts2(.W ) 的 开 集 ,0O(2 ) 是 所 有 
C Lorentz 度 规 g 的 集合 并 使 9(.W BAFU (B41). R, A 
C’ Lorentz 度 规 的 CO 开拓 扑 的 开 集 就 定义 为 一 个 或 多 个 形 如 0O(U ) 的 
集合 的 并 。 


Tsp) 


TsY#) 


D 


> > BR 
py Np yy Í 
K Ly te 7 Z i _ Lig & 





A 


P 
图 41 .NWN 上 (0,2) 型 对 称 张 量 的 空间 Ts2(. YW ) 上 C0 开拓 扑 
的 开 集 M 


如 果 时 空 度 规 g 在 CO 开拓 扑 中 有 一 开 邻 域 ,使 得 没有 任何 度 规 的 
闭合 类 时 曲线 属于 这 个 邻 域 , 则 我 们 称 在 . 妈 上 满足 稳定 因果 性 条 件 。 
(这 里 如 果 将 C? 开拓 扑 换 作 C 开拓 扑 ,结论 不 会 有 什么 不 同 。 但 不 能 
换 为 紧 开 拓扑 ,因为 在 紧 开 拓扑 里 , 度 规 的 每 个 邻 域 均 包含 闭合 类 时 曲 
线 。) 换 句 话 说 ,所 谓 稳 定 因果 性 条 件 是 指 我 们 能 在 每 一 点 稍 许 扩展 光 
锥 而 不 会 导致 出 现 闭 合 类 时 曲线 。 
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命题 6.4.9 
当 且 仅 当 在 .存在 梯度 处 处 类 时 的 函数 了, 稳定 因果 性 条 件 在 M 
处 处 成 立 。 


说 明 ”函数 / 沿 每 一 条 未 来 方向 的 非 类 空 曲 线 增 长 ,从 这 个 意义 
说 ,我 们 可 以 认为 它 是 一 种 宇宙 时 间 。 

证 明 如 果 度 规 h 足够 接近 g, 且 使 每 一 点 pe .WN 在 h 下 的 零 锥 
仅 在 p 点 与 过 Pp 的 曲面 f= 常数 | 相交 , 则 在 任何 这 样 的 度 规 h 下 不 存 
在 闭合 类 时 曲线 。 于 是 ,如 果 存 在 具有 处 处 类 时 梯度 的 那个 函数 f, 则 
隐 含 着 稳定 因果 性 条 件 。 为 证 明 逆 命题 为 真 ,我 们 引入 .WN 上 的 体积 
测度 人 (这 个 人 与 度 规 g 定义 的 体积 测度 无 关 ) ,使 . 妈 的 总 体积 为 1。 
我 们 可 以 这 样 来 做 :选择 . 妈 的 可 数 坐 标 卡 集 (2 ,由 ) Epa (U) TE R 
内 是 紧 的 , 令 jw Fe RY 的 自然 Euclid 测度 , f, EER ERA pa) 的 单 
位 分 解 。 于 是 4 可 定义 为 2 2 [oo (%) 1 和 wo。 


接 下 来 ,如 果 稳定 因果 性 条 件 成 立 , 则 我 们 可 找到 一 族 C Lorentz 
BEM h(a), ae [0,3], fk: 

(1)h(0) 是 时 空 度 规 g; 

(2) 对 每 个 ae10,3] ,不 存在 h(a) 下 的 闭合 类 时 曲线 ; 

(3) 4 a a, E [0,3] H a, < a, 则 度 规 h(a) 下 的 每 个 非 类 空 向 
量 在 h(a,) 下 是 类 时 的 。 

对 pe.W, 令 Olp, 4) 是 测度 FI (p,.W,h(a) ) 的 体积 ,这 里 我 
MAI CY , U, h) 来 表示 在 度 规 h 下 LY 相对 于 的 过 去 。 对 给 定 
的 值 ae (0,3) ,8(p, a) 是 一 沿 非 类 空 曲 线 增长 的 有 界 函 数 ,但 它 可 能 
不 连续 ,如 图 42 所 示 , 微 小 的 位 置 变动 有 可 能 使 我 们 看 到 障碍 后 的 过 
去 ,从 而 大 大 增加 过 去 的 体积 。 因 此 我 们 需要 有 办 法 来 抹 平 0(p, a), 
以 获得 一 个 h(0) 下 的 沿 未 来 方向 的 非 类 空 曲线 增长 的 连续 函数 。 为 
实现 这 一 点 ,我们 在 a 的 一 个 区 间 取 平均 : 令 


olp) = 「 6(p,a)da 


我 们 证 明 0(p) 在 .N 上 连续 。 
首先 证 明 它 是 上 半 连 续 的 :给 定 e >0, 令 BEY p 为 中 心 的 球 ， 
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AN 
pwa 7 NS. 
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/ ; OA 4 的 过 去 
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图 42 点 从 p 到 9 的 微小 位 置 变动 导致 其 过 去 体积 的 剧 增 。 光 
锥 处 于 +45° ,一 条 带 被 制 去 。 


它 在 测度 下 的 体积 小 于 sa/2。 由 性 质 (3) ,对 aa, € [0,3]H a, < 
a, ,我 们 可 在 BARE p 的 一 个 邻 域 F la, a,) ,使 
[CF (a, ,a,),B,h(a,)) BICU (p,Bh(a,))N B]. 
Sn BAF 267 WERS RIE MRA GH 
G= nF (I yin, 1 rgt), i=0, 1, , 2n 
5 是 p 的 一 个 邻 域 ,而 且 对 任意 a e [1,2], AE F(a, atn”) 


内 。 因 此 对 ge 多 和 ae[1,2], I (4, .Nh(a)) - 络 包 含 于 
三 (P Ah(a+n  )) -B 


201 


故 6(9,a) <b[P,a+ 广 cj +56, 


从 而 6(q) Slp) +e, 说 明 6(p) 是 上 半 连 续 的 。 类 似 地 ,我 们 可 证 明 
它 是 下 半 连 续 的 。 为 了 得 到 可 微 函数 ,可 用 适当 的 光滑 函数 对 6 在 每 
点 的 邻 域 上 作 平 均 。 通 过 取 足 够 小 的 邻 域 ,我 们 就 可 得 到 在 度 规 g 下 
处 处 有 类 时 梯度 的 函数 /。 这 个 光滑 过 程 的 细节 见 Seifert(1968) 。 CO 


类 空 曲面 [f= 常数 | 可 视 为 时 空 的 同时 性 曲面 ,尽管 它们 不 是 唯一 
的 。 如 果 它 们 都 是 暴 致 的 , 则 彼此 间 互 为 微分 同 胚 ;但 如 果 其 中 有 非 紧 
的 , 则 未 必 如 此 。 





y 
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6.5 Cauchy 发 展 


Newton 理论 中 存在 超 距 的 瞬时 作用 ,因此 为 了 预言 时 空 末 来 某 点 
的 事件 ,我 们 需要 知道 整个 宇宙 的 当前 状态 ,并 假定 某 些 无 穷 远 的 边界 
条 件 , 如 引力 势 为 零 等 。 另 一 方面 ,在 相对 论 里 ,根据 $3.2 的 假设 
(a) ,时 空 不 同 点 的 事件 之 间 , 只 要 能 用 非 类 空 曲线 连接 ,就 能 建立 起 
因果 联系 。 因 此 ,对 闭 集 .y 上 的 适当 数据 的 了 解 (如 果 我 们 知道 开 集 
的 数据 , 则 由 连续 性 可 知 其 闭 集 的 数据 ) 将 决定 .未 来 的 某 个 区 域 
DF) HE, XPS DS) BEA S 的 未 来 Cauchy ERR S 
HAAR, Ce CATE AHA pe. (HEE AA p 的 
每 一 条 过 去 不 可 扩展 的 非 类 空 曲线 均 与 SHOR, D (SY) DS). 

Penrose( 1966, 1968) 对 . 的 Cauchy 发 展 定 义 稍 有 不 同 。 他 把 它 
定义 为 所 有 这 样 一 些 点 p e .WN 的 集合 :过 p 的 每 一 条 过 去 不 可 扩展 的 


类 时 曲线 均 与 .9 HAZE, RANE DY), 并 有 如 下 
结果 : 
命题 6.5.1 
DZ) =D (9 ), 


显然 D'S IDS). Bqe M- DUF), WE qg HRS F 
相交 的 邻 域 Y A q 出 发 有 不 与 F 相交 的 过 去 不 可 扩展 曲线 入。 如 果 


reANl (q, U), MT (q, WY ) 是 在.b- D'S ) 内 的 开 邻 域 。 于 
E, M- DIZ) 是 开 的 ,而 DI) EA BEFFEN pe 


DF), EARS D (I ) 相 交 的 邻 域 Vo 取 一 点 xel-(p, Y), 
那么 自 x 出 发 有 不 与 .7 相交 的 过 去 不 可 扩展 非 类 空 曲线 y。 令 9 是 
y 上 不 收敛 于 任何 点 的 点 列 , 且 刀 ,是 久 的 过 去 ; 令 多 BMF y, 
HS ERB EA, RG 多 相交 ; 令 2, 为 满足 下 面条 件 的 点 列 : 
ai El (Yer YA) NT ler M-F )。 
自己 出 发 将 存在 一 条 经 过 每 一 点 z, 但 不 与 A 相交 的 不 可 扩展 类 时 曲 


线 ,这 与 pe DS) FA. Alt D(A) GST D'S ) 的 闭 包 , 故 有 
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D*(.S)=D'(S )。 0 


DF ) 的 未 来 边界 D'(.y ) -DDF )) 标 志 着 能 够 依据 SF 
上 的 数据 进行 预言 的 区 域 极限 。 我 们 将 这 个 非 时 序 闭 集 称 为 . 的 未 
来 Cauchy WR, CA HS )。 如 图 43 所 示 , 如 果 S AS MS 有 
“边缘 (edge)” WW H'CS ) 会 与 . 相交 。 为 精确 描述 这 一 点 ,我 们 将 


非 时 序 集 S 的 边缘 edge(.F) 定 义 为 所 有 满足 以 下 条 件 的 点 ge .的 
集合 :在 9 的 每 个 邻 域 Y ,存在 点 pel (gq, WY) 和 点 re1*(g, U), Z 
者 可 通过 % 内 的 一 条 不 与 S 相交 的 类 时 曲线 连接 。 通 过 类 似 于 命题 
6.3. 1 的 论证 可 知 ,如 果 一 个 非 空 非 时 序 集 . 的 边缘 edge (.7 ) 为 空 ， 
M F EZERA C“ 子 流 形 。 


HHS) M F 






Edge (9) 和 f- S HHS) 
edge HHS) 


F 








Edge (V) 和 

edge (H*(S)) 

F 

图 43 部 分 零 的 和 部 分 类 空 的 闭 集 .7F 的 未 来 Cauchy ER D(F ) 和 未 来 
Cauchy 视界 ACS). HERA CY ) 不 必 是 连通 的 。 零 线 处 于 上 45。, 且 
已 割 去 一 条 带 。 


命题 6. 5.2 
对 非 时 序 闭 集 SY ,有 
edge(H*(.S )) =edge(.7 )。 





203 


188 6 ARH 


令 U, AB q e edge HUS ) ) 的 一 个 邻 域 序列 ,使 9 的 任何 邻 域 
在 足够 大 时 包含 所 有 UU。 在 每 个 内 存在 点 eT (q, %) 和 点 
r El (q, 4), 二 者 可 通过 一 条 不 与 A (S ) 相交 的 类 时 曲线 A, 连 


接 。 这 说 明 A, 不 可 能 与 CS ) 相交 。 由 命题 6.5.1,ge DS), 


AMOD CI (DCH) CICS) UD CS). Kp, DAF 
VCS ) 内 。 自 4 出 发 的 每 一 条 在 过 去 方向 不 可 扩展 的 类 时 曲线 也 必然 
与 .7 相交 。 因 此 ,对 每 个 n, 在 W 内 的 每 条 类 时 曲线 的 点 9 A p, 之 间 


必 存 在 S 的 一 点 ,从 而 9 必 处 于 . 内 。 因 为 曲线 A, 不 与 相交 ， 
故 q 处 于 edge F ) 。 反 过 来 的 证 明 是 类 似 的 。 口 


命题 6. 5.3 
令 SAAB MT PASS M H CY ) 由 那些 无 过 去 端点 或 过 去 端 
点 在 edge(.Y ) 的 零 测 地 线段 生成 。 


集合 多 = 万 (9 ) U1(.9) 是 一 过 去 集 。 由 命题 6.5.1， 了 入 是 


E C 流 形 。H* (SY) F MAHER Og 是 
H (F ) -edge F ) 的 一 点 。 如 果 g RAE SY ARM gel CS) ,这 
是 因为 se 万”(.9G ) 。 由 于 .多 是 非 时 序 的 ,我 们 可 以 找到 一 个 点 y 的 
AAG TS ) 相 交 的 凸 正规 邻 域 A 或 者 ,如 果 9 处 于 . 内, 则 我 们 
令 多 为 4 的 一 个 西 正规 邻 域 ,使 1' (gq, 3 ) 没 有 一 点 能 通过 一 条 称 - 
内 不 与 . 相交 的 类 时 曲线 与 六 (9, 2 ) 的 任意 点 连接 。 无 论 哪 种 情 
形 , 如 果 p 是 1'(9) 的 任意 一 点 , 则 必 存 在 自 p 出 发 到 .NN-. 了 -PY 的 一 
点 的 过 去 方向 的 类 时 曲线 ,否则 p ARE DY), Al, wale 


6.3.2 的 条 件 (i) 用 于 未 来 集 . 妈 - AGE FhU 9F,。 口 
推论 


如 果 edge(.Y ) 消失 ,那么 H* (SF ) (如果 非 空 ) 是 由 无 过 去 端点 
的 零 测 地 线段 生成 的 非 时 序 三 维 嵌 入 C 流 形 。 


我 们 将 无 边缘 的 非 因果 集 S 称 为 部 分 Cauchy 曲面 。 就 是 说 ,部 
分 Cauchy 曲面 是 没有 非 类 空 曲线 与 之 相交 一 次 以 上 的 类 空 超 曲 面 。 
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假定 存在 一 连通 的 类 空 超 曲 面 (FOR) , 某 非 类 空 曲线 A 与 它 交 
于 点 p Mp WRTA Z 内 的 一 条 曲线 人 来 连接 六 和 疡 ,这样 AU 
和 A 就 是 一 条 仅 穿 过 S 一 次 的 闭合 曲线 。 这 条 曲线 不 可 能 连续 变形 到 
零 ,因为 这 种 变形 只 能 偶数 次 地 改变 穿 过 S 的 次 数 。 因 此 ,. 不 可 能 


是 单 连通 的 。 这 说 明 我 们 可 以 借助 单 连通 的 通用 覆盖 流 形 . V 来 “ 展 
F A ERRER, S 的 像 的 每 个 连通 分 支 均 为 类 空 超 曲面 (无 边 


2) ,因而 也 是 .YY 内 的 部 分 Cauchy 曲面 (图 44)。 然 而 ,用 通用 覆盖 
流 形 展开 .KY 有 可 能 得 到 的 不 止 是 我 们 需要 的 部 分 Cauchy 曲面 ,还 可 
能 产生 非 紧 致 的 部 分 Cauchy 曲面 ,尽管 S 是 紧 的 。 出 于 后 面 章节 的 等 
考虑 ,我 们 更 倾向 于 这 样 一 种 覆盖 流 形 , 它 能 充分 展开 MES 的 像 
的 每 个 连通 分 支 均 为 部 分 Cauchy 曲面 ,但 还 要 使 每 个 这 样 的 连通 分 支 
与 .9 保持 同 胚 。 我 们 至 少 有 两 种 不 同 途径 来 得 到 这 种 覆盖 流 形 。 

回想 一 下 ,通用 覆盖 流 形 可 定义 为 所 有 形 如 (p, [和 A]) 对 的 集合 ， 
这 里 pe. WN, [A] 为 .W 上 从 某 一 固定 点 qe.W 到 p 的 曲线 的 等 价 类 ， 
这 些 曲 线 关于 模 g Alp lO. MRL .WU 定义 为 所 有 对 (p, [A]) 
的 集合 ,这 时 [A 为 从 .7 到 p WFR SY A p 同 伦 的 曲线 等 价 类 ( 即 
:上 的 端点 可 移动 )。. Wy 可 刻画 为 最 大 覆盖 流 形 ES 的 像 的 连通 
分 支 都 与 . 保持 同 胚 。 覆 盖 流 形 .YN ( Geroch(1967b) ) 定 义 为 所 有 对 
(p, [AJ ) 的 集合 ,这 时 [A] 为 从 固定 点 9 到 疡 的 曲线 等 价 类 ,这些 曲 线 
FAS 的 次 数 都 相同 ,这 里 规定 沿 未 来 方向 穿 过 .7 的 次 数 为 正 , 沿 
过 去 方向 穿 过 S 的 次 数 为 负 。. Ni 可 刻画 为 最 小 覆盖 流 形 ,其 中 .7 
的 像 的 连通 分 支 将 流 形 一 分 为 二 。 在 上 述 两 种 情形 ,通过 要 求 将 (p， 
[A DRIE p 的 投影 是 局 部 微分 同 胚 的 ,覆盖 流 形 的 拓扑 和 微分 结构 
就 确定 下 来 了 。 

RM DOS) = DS )UD (F )s MH DS ) 等 于 .WN, 则 称 
部 分 Cauchy 曲面 Y 为 整体 Cauchy 曲面 (简称 Cauchy 曲面 ) 。 就 是 
说 ,Cauchy 曲面 是 每 条 非 类 空 曲线 刚好 相交 一 次 的 类 空 超 曲面 。 曲 面 
(x! = 常数 | 是 Minkowski 空间 中 Cauchy 曲面 的 一 个 例子 ,但 双 曲 面 

[V = (9°)? - (47)? - (2')? = 常数 | 
只 是 部 分 Cauchy 曲面 ,因为 原点 的 过 去 或 未 来 零 锥 是 这 些 曲面 的 
Cauchy 视界 ( 见 §5.1 和 图 13 ) Cauchy 曲面 不 只 是 曲面 本 身 的 性 质 ， 
也 是 曲面 散人 其 中 的 整个 时 空 的 性 质 。 例 如 , 如果 我 们 从 Minkowski 
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图 44 在 . 中,.Y 是 一 连通 类 空 无 边缘 超 曲 面 。 它 不 是 部 分 Cauchy 
曲面 ,但 在 .的 通用 米 盖 流 形 A 内 ,.Z 的 每 一 个 像 OY) 
为 .HN 内 的 部 分 Cauchy 曲面 。 


空间 中 切 去 一 点 , 则 剩 下 的 时 空 根本 就 不 允许 存在 Cauchy 曲面 。 
WR .存在 Cauchy 曲面 ,那么 当 我 们 知道 曲面 上 的 相关 数据 ,就 
S 可 以 预言 宇宙 在 过 去 或 未 来 任意 时 刻 的 状态 。 但 我 们 不 可 能 知道 这 些 
数据 ,除非 我 们 处 于 曲面 每 一 点 的 未 来 , 而 这 在 大 多 数 情形 是 不 可 能 
的 。 物 理 上 似乎 并 没有 什么 强硬 的 理由 要 我 们 相信 宇宙 容许 Cauchy 
曲面 ,实际 上 ,许多 已 知 的 Einstein 场 方程 的 精确 解 都 不 允许 存在 
Cauchy 曲面 ,如 第 5 章 描述 的 反 de Sitter 空间 平面波 解 | Taub - NUT 
空间 .Reissner - Nordstrom 解 等 等 。 其 中 Reissner -~ Nordström 解 (图 
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25) 是 特别 有 趣 的 例子 :曲面 . 足以 预言 > > +r， 的 外 区 域 1 和 +. < 
r<r, 的 相 邻 区 域 ANERER, Err. 有 一 Cauchy 视界 。 
相 邻 区 域 M RADY ) 内 ,因为 该 区 域 存在 过 去 方向 的 不 可 
扩展 的 非 类 空 曲线 ,这 些 曲线 不 穿 过 r =r ,但 趋 于 点 六 (可 视 为 在 无 
穷 远 ) 或 r=0 的 奇 点 (但 不 能 看 作 时 空 里 的 点 , 见 $8.1)。 可 能 有 来 
自 无 穷 远 或 奇 点 的 额外 信息 ,它们 将 推翻 单纯 基于 .7 的 数据 所 作出 的 
任何 预言 。 因 此 ,在 广义 相对 论 里 ,人 们 对 未 来 的 预言 能 力 将 受 两 方面 
的 限制 :我 们 很 难得 到 整个 类 空 曲面 上 的 数据 ,而 且 即 便 知道 了 ,也 可 
能 不 充分 。 尽 管 如 此 ,我 们 仍 可 在 一 些 特定 条 件 下 ,对 奇 点 的 出 现 作出 
预言 。 


6.6 ”整体 双 曲 性 


与 Cauchy 发 展 密切 相关 的 是 整体 双 曲 性 (Leray(1952) ) 。 如 果 强 
因果 性 假设 在 集合 NV 成 立 , 同 时 对 任意 两 点 P, qe NJ NI (4) 
是 紧 的 且 处 于 N 内 , 则 称 集合 -f° 为 整体 双 曲 的 。 在 某 种 意义 上 ,我 
们 可 以 认为 ,这 等 于 说 JP) n7J (4) 不 包含 任何 时 空 边缘 的 点 , 即 不 
包括 无 穷 远 或 奇 点 。 之 所 以 称 为 “整体 双 曲 性 ”, 是 因为 在 -人 上 ,点 
p E VE) 6 函数 波源 的 波动 方程 有 唯一 的 在 AN Sp, V) 之 外 为 零 的 
解 ( 见 第 7 章 )。 

回想 一 下 , 如果 对 每 个 包含 于 VHRR YS) A 
JAVON FEV AKAR UBER OV 是 因果 简单 的 。 


命题 6.6.1 
整体 双 曲 性 开 集 1° 是 因果 简单 的 。 


令 P 为 .人 的 任 一 点 ,假定 存在 点 
qe Jp) -AP))mn 人 
由 于 .人 是 开 集 , 故 存在 点 re (1 (q) nm-f) ,但 这 样 就 有 9 e 
POR) OS) ,由 于 Jp)mJCr) 是 紧 的 因而 也 是 闭 的 ,因此 这 一 结 
EA AY REN IP) OV AIP) ON 在 .内 均 为 闭 的 。 





现 假定 存在 一 点 ge (J (#) -JANAN Sq, AV (Qn 


内 收敛 于 9 的 无 穷 点 列 , 且 qui e711(g,)。 对 每 个 n, Iq.) 为 非 


207 
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空 紧 集 ,因此 I (q,) OK | 是 非 空 集 。 令 p 是 集中 一 点 ,于 是 对 所 
An, JPEE qao BJP EWE, AJ PEE q0 O 


推论 
WR AMBAN ARR INI ADO 4) BRB. 


我 们 可 找 有 限 个 点 p, e .使 
| UF) D% 
类 似 地 ,还 可 找 有 限 个 9 EA 包含 于 
Usa) 
FI) NJ) DEE FT 
U i) AI (ay) | 
而 且 是 闭 的 。 D 


事实 上 , Leray( 1952) 给 出 的 并 不 是 上 述 形式 的 整体 双 曲 性 定义 ， 

而 是 一 种 等 价 的 定义 ,陈述 如 下 :对 使 强 因果 性 条 件 在 Jp) NJ) 

成 立 的 任意 两 点 p, qe A, RINE COP, gq) 为 所 有 自 p 到 4g 的 (连续 

的 ) 非 类 空 曲线 的 空间 ;同时 认为 曲线 y(t) 和 A(wu) 代 表 CO, 9) 的 同 
7) 


-一 -一 了 





图 45 曲线 y 的 点 在 . 妈 内 的 邻 域 W y 在 C(p,9) 内 的 邻 域 由 点 皆 
处 于 O° 内 的 所 有 自 pp 到 g 的 非 类 空 曲线 组 成 。 
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一 点 ,如 果 其 中 一 条 可 经 重新 参数 化 变 为 另 一 条 , 即 如 果 存 在 连续 单调 
函数 Lu) 使 yY(f(w)) =ACz)。( 基 至 当 强 因果 性 条 件 在 Jp) OI a) 
不 满足 时 ,我 们 也 可 以 定义 C(P, 9) ,只 是 这 里 我 们 只 对 满足 强 因果 性 
条 件 的 情形 感 兴趣 .)C(P, 9) 的 拓扑 可 以 这 样 来 确定 :y 在 Cp, q) A 
的 邻 域 由 C(p, 9) 的 这 样 一 些 曲线 组 成 ,这 些 曲线 在 .入 内 的 点 都 处 
Fy 的 点 在 . 妈 内 的 邻 域 区 -之 内 (图 45 ) 。Leray 的 定义 相当 于 说 ,如 
R Clp, 9) 对 所 有 P, qe V 是 紧 的 , 则 开 集 VY 是 整体 双 曲 的 。 我 们 
从 下 述 结果 可 以 看 出 这 些 定义 是 等 价 的 。 


y 


08 


命题 6. 6.2 (Seifert( 1967) , Geroch( 1970b) ) 
设 强 因果 性 条 件 在 开 集 OV 成 立 , 这 里 .满足 
-J NTNN ), 
WU .fr 是 整体 双 曲 的 , 当 且 仅 当 C(p, q) 对 所 有 p, ge 是 紧 的 。 


先 假定 C(p, ÆR, Ber, 是 Jp) NI (gq) 内 的 无 穷 点 列 , 入 ， 
是 相应 的 自 p 到 g 经 过 7, 的 非 类 空 曲线 序列 。 因 为 C(p, q) 是 紧 的 ， 
故 存 在 一 曲线 A, 某 子 序列 A'; 在 C(p, 9) 的 拓扑 下 收敛 于 它 。 令 2 是 


ATE. HAR, AW 是 紧 的 ,于 是 对 足够 大 的 n, W 将 包含 所 有 
A 和 ,从 而 也 包含 所 有 r', ,因此 存在 一 点 reW 是 7 的 一 个 极限 点 。 显 
然 ,r 处 于 曲线 入 上 。 因 此 J*(p) Nn J-(g) 的 每 个 无 穷 点 列 都 有 在 
Jp) 六 J(g) 内 的 一 个 极限 点 ,从 而 O nJY9) 是 紧 的 。 

反 过 来 ,假定 Jp) NJ(gq) 是 紧 的 。 设 和 A, 是 自 p 到 4 的 非 类 空 曲 
线 无 穷 序 列 。 将 引 理 6. 2. 1 用 于 开 集 .NH-g, 则 有 一 自 bp 出 发 的 未 来 
方向 的 非 类 空 曲线 A, CE - 9 内 是 不 可 扩展 的 ,并 对 每 一 点 re A 
有 子 序列 A WRF ro HAA 必 有 在 9 点 的 未 来 端点 ,因为 由 命题 到 
6.4.7, A 不 可 能 完全 禁闭 在 紧 集 I (p) NJ), ANRT g 点 它 不 可 
能 离开 该 集合 。 

BU SEA TE 1 内 的 任 一 邻 域 ,r,(1<i<h) 是 和 的 点 的 有 限 集 ， 
ffir, =p, r=g, BERDA r ABRA 使 J WY) NJ,,) 包 含 于 
Us 于 是 ,对 足够 大 的 n,A', 包含 于 U, ANALE CO, 79) 的 拓扑 下 
收敛 于 入 , 故 CO, q) 是 紧 的 。 口 
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下 述 结果 给 出 了 整体 双 曲 性 与 Cauchy 发 展 之 间 的 关系 。 


命题 6. 6.3 


如 果 . 是 非 时 序 闭 集 , 则 int(D(.Y ) ) =D ) -万 (.9) 是 束 
体 双 曲 的 ,如果 非 空 的 话 。 


我 们 先 建立 几 个 引 理 。 


引 理 6. 6. 4 
MUR peD* (S) -有 (7), 则 过 P 点 的 每 一 条 过 去 不 可 扩展 非 
FS HAAR IS) HAZE. 


令 p 处 于 DY) -HK(.F) 内 ,y 是 过 p 点 的 过 去 不 可 扩展 非 类 空 
曲线 。 于 是 我 们 可 找 一 点 qe D'S) ON (.) 和 一 条 过 g 点 的 过 去 不 
可 扩展 非 类 空 曲线 和 ,使 对 每 一 点 xe A 都 存在 一 点 ye1(x)。 因 为 A 
SS 交 于 某 一 点 ,因此 存在 一 点 ye ynT(.7)。 口 


推论 
车 pe int(D(.)), 则 过 p 点 的 每 一 条 不 可 扩展 非 类 空 曲线 都 与 
ICS) AICS) HAE 


int(D(.Y)) =DCS) -|H (F) UHF) HpelS) mm 
VCS) , 则 结果 是 直接 的 ;车 pe DS) -S) i peS CDS), 
也 得 到 结果 。 口 


引 理 6.6.5 
强 因 果 性 条 件 在 int DZ) Ro 


假定 存在 一 条 过 p e int( D(.Y) ) 的 闭合 非 类 空 曲线 入。 由 前 一 推 
TOA ARTE QE ANTS) ALA reANICS) Ares (q) , 故 它 也 
MICS) ARS S 是 非 时 序 的 事实 相 矛 盾 。 因 此 因果 性 条 件 在 
int(D(.) ) 成 立 。 现 在 假定 强 因果 性 条 件 在 p 点 不 成 立 , 则 和 引 理 
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6.4.6 一 样 ,存在 一 未 来 方向 的 非 类 空 曲线 A, 的 无 穷 序 列 , 收 敛 于 过 p 
点 的 一 条 不 可 扩展 的 零 测 地 线 yo FER Ge yl (SY) AR reyA 
VS) ,因此 存在 某 个 交 于 CS) MMF CS) BA, BRS 
SF BARN WSR A o 口 


命题 6. 6. 3 的 证 明 

我 们 打算 证 明 , 对 p, qeint(D(.9)),C(p, DERK. KEKE 
p,q9 el1(.7) 的 情形 ,并 假定 peJ(q)。 令 A, EB q 到 p 的 非 类 空 曲 
线 的 无 穷 序列 。 由 引 理 6. 2. 1 ,存在 自 p 出 发 的 未 来 方向 的 在 .~g 不 
可 扩展 的 非 类 空 极限 曲线 , 它 必 在 g 点 有 未 来 端点 ,否则 它 将 与 .7 相 
交 , 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 ge1(.y)。 现 在 再 来 考虑 pe IS), ge 
JUS) Jp) 的 情形 。 如 果 极 限 曲 线 和 在 g 有 一 端点 , 则 它 正 是 我 们 
需要 的 曲线 序列 在 C(p, gq) 内 的 极限 点 ;如 果 A 在 g 没有 端点 , 它 将 包 
am yell CS) ,因为 它 在 .WN-g 是 不 可 扩展 的 。 令 A', 为 和, 的 子 


序列 ,对 和 A Lp Aly 之 间 的 每 一 点 7, 它 收敛 于 r。 令 入 为 A', 的 自 g 点 
出 发 的 过 去 方向 的 极限 曲线 。 如 果 A 在 p 有 过 去 端点 , 则 它 就 是 我 们 
需要 的 曲线 序列 在 C(p, q) 内 的 极限 点 ;如 果 和 A 经 过 y, 则 可 将 它 与 A 
连接 起 来 产生 一 条 自 p 到 g 的 非 类 空 曲线 ,这 就 是 我 们 需要 的 C(p,g) 
的 极限 点 。 假 定 和 在 p 无 端点 也 不 过 y, 则 它 包含 菜 点 ze1(.y)。 令 
A" AAS, 的 子 序 列 ,对 A 上 9 和 = 之 间 的 每 一 点 岂 它 收敛 于 r。 令 和 
为 A 的 不 包含 y 的 开 邻 域 。 于 是 ,对 足够 大 的 m, 所 有 AmJ GZ) 都 
将 包含 于 K 这 是 不 可 能 的 ,因为 y FEA", 的 一 个 极限 点 。 因 此 , 必 存 
在 一 条 自 pp 到 9 的 非 类 空 曲线 为 人 ,在 C(p, 9) 上 的 极限 点 。 

情形 p, gel (S)Mpel(S), geJ'(.y) 再 加 上 它们 的 对 偶 情 
形 , 赛 括 了 所 有 可 能 的 情形 。 这 样 ,我 们 在 所 有 情形 下 都 得 到 一 条 自 p 
到 4 的 非 类 空 曲线 为 C(p, g) 拓 扑 下 入 , 的 极限 点 。 o 


通过 类 似 过 程 我 们 可 以 证 明 : 


命题 6.6.6 
F qein(DCS)) WIS) OS (gd) BERRA. 口 
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为 证 明 整 个 D(.) 而 不 只 是 其 内 部 是 整体 双 曲 的 ,我 们 还 必须 设 
定 某 些 额外 条 件 。 


命题 6. 6. 7 
如 果 SY 是 非 时 序 闭 集 ICY ) mnJ.9) 不 仅 满 足 强 因 果 性 条 
件 , 而 且 要 么 是 
(1) 非 因果 的 ( 当 生 仅 当 . 是 非 因果 的 才 有 这 种 情形 ) ,或 
(2) 紧 致 的 ， 
则 DCS ) ERER AY 


假定 强 因 果 性 在 某 点 ge DU.) AR BRIY, ; FAK ADS 6. 6. 5 的 论 
证 可 知 , 过 9 存在 一 条 不 可 扩展 的 零 测 地 线 , 强 因果 性 在 它 的 每 一 点 都 
不 成 立 。 这 是 不 可 能 的 ,因为 这 条 测 地 线 会 与 . 相交 。 因 此 强 因果 
性 必 在 DS) ERX 

Gp,qel(S), Wir 6.6.3 的 论证 成 立 。 若 ps 三 (.9 )， 
qeJ CS) , 则 我 们 可 像 命 题 6. 6. 3 那样 ,构造 一 条 自 p 出 发 未 来 方向 
的 极限 曲线 入 和 一 条 自 g 出 发 过 去 方向 的 极限 曲线 不, 并 对 人 或 六 上 
的 每 一 点 ", 选 取 一 收敛 于 r 的 子 序列 A",。 在 情形 (1), AREY 于 
一 个 点 xs。x 的 任 一 邻 域 对 足够 大 的 n 都 将 包含 4" 的 点 ,从 而 也 包含 
"=a" ABA S 是非 时 序 的 。 因 此 x*, KAT o KW, x", 
HM c=ANS 故 x*=x, 于 是 我 们 可 连接 入 入 给 出 一 条 
C(p, g) 上 的 非 类 空 极限 曲线 。 

对 情形 (2) ,假定 A 在 9 没有 未 来 端点 , 则 和 将 离开 J(.7 ) ,因为 
ERG S 相交 ,又 由 命题 6.4.7,4 还 必然 离开 紧 集 17(.9) TF)。 
因此 ,我 们 可 从 和 上 找 一 个 不 在 J.F) 内 的 点 x。 对 每 个 ,选取 一 点 
x" EF OA", oF SY 是 紧 的 , 故 存在 一 点 ye SY 和 子 序列 A", ,使 相 
应 的 点 4” WOOF yo BE y 不 在 A 上, 则 对 足够 大 的 n, i", 都 将 
处 于 * 的 任意 邻 域 HRR MRR eT CH) 。 这 是 不 可 能 
的 ,因为 x FCS) ATE RR ICY) OFS) A, Bla 将 经 过 
2%。 类 似 地 ,A 也 将 经 过 y。 于 是 我 们 可 将 二 者 连接 起 来 得 到 一 条 极限 
曲线 。 口 
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命题 6. 6. 3 说 明 , 开 集 OV 的 Cauchy 曲面 的 存在 意味 着 .Y 的 整 
体 双 曲 性 。 下 述 结 果 说 明 也 真 。 


命题 6. 6. 8( Geroch(1970b ) ) 
如 果 开 集 N 是 整体 双 曲 的 , 则 作为 流 形 的 OV EF R x. 多 这 
里 .9 是 三 维 流 形 , 且 对 每 个 aeR ,lel x S 是 .1 WH Cauchy 曲面 。 


和 命题 6. 4. 9 一 样 ,我 们 为 N 设 一 体积 测度 ,使 的 总 体积 
EWEFA, Npe VEX PKI p, A EWE u FHER. 
显然 , 广 p) 是 .f 上 沿 每 条 未 来 方向 的 非 类 空 曲线 递减 的 有 界 函 数 。 
我 们 将 证 明 ,整体 双 曲 性 意味 着 . 广 p) 在 .Y 上 连续 ,这 样 就 不 必 像 命 
题 6.4.9 那样 对 未 来 体积 进行 “平均 ”。 为 此 ,只 要 证 明 f*(p) 在 任意 
非 类 空 曲线 入 上 连续 就 够 了 。 

Sred, an 为 A 上 严格 处 于 r 的 过 去 的 无 穷 点 列 。 今 F 为 
NW Mo BES (Cp) TER r BREA 上 的 上 半 连 续 函 数 。 将 存在 点 
qe F-J, N) FÆrgJ (a, V) MBF x, eJ 9,1), Ali 
reJ (q, ff) ,但 这 是 不 可 能 的 ,因为 由 命题 6.6.1, Jq, NEN 
内 是 闭 的 。 同 理 可 证 . 广 p) 是 下 半 连 续 的 。 

5 p BENV 内 不 可 扩展 的 非 类 空 曲线 A 移 向 未 来 时 , SA p) 的 值 
必 趋 于 零 。 假 定 存 在 某 一 点 9, 它 处 于 的 各 点 的 未 来 方向 , 则 对 
reA ,未 来 方向 的 曲线 将 进入 并 留 在 紧 集 IO) Ig) 内。 由 命题 
6. 4.7, 这 是 不 可 能 的 ,因为 强 因果 性 条 件 在 .f 上 成 立 。 

现在 考虑 由 f(p) =S (PAP EXEN 上 的 函数 f(p)。 任 何 
常数 /的 曲面 是 一 非 因果 集 , 同 时 由 命题 6. 3. 1 , 它 也 是 嵌 和 人 .f- 的 三 
HEC’ 流 形 。 由 于 沿 任意 非 类 空 曲线 , 广 会 在 过 去 趋 于 零 而 广 将 在 未 
来 趋 于 零 , 故 常数 1 还 是 .1 的 Cauchy 曲面 。 我 们 可 在 .Y 上 设 一 类 
时 和 问 量 场 V ,并 定义 一 连续 映射 B, 将 .人 E V 的 积分 曲线 的 点 映射 到 
曲线 与 曲面 .YY(f=1) 的 相交 处 。 于 是 (log f(p), B(p)) EV BIR x 
SF 的 同 胚 。 如 果 我 们 像 命 题 6. 4.9 那样 对 进行 光滑 处 理 , 则 可 将 同 
MESAM EE. 口 
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因此 ,如 果 整 个 时 空 是 整体 双 曲 的 , 即 存 在 整体 Cauchy 曲面 ,那么 
其 拓扑 将 是 非常 单调 乏味 的 。 


"6.7 测 地 线 的 存在 性 
对 第 8 章 来 说 ,整体 双 曲 性 的 重要 性 主要 基于 下 述 结果 : 


命题 6.7.1 
设 p 和 4 处 于 整体 双 曲 集合 -f 内 且 ge J"(p), 则 存在 一 自 p 到 gq 
的 非 类 空 测 地 线 , 其 长 度 大 于 或 等 于 其 他 任何 自 p 到 g 的 非 类 空 曲线 。 


我 们 给 出 这 一 结果 的 两 种 证 明 : 第 一 个 来 自 Avez( 1963 ) 和 Seifert 
(1967) , 它 从 C(p, 9) 的 紧 致 性 出 发 来 讨论 ;第 二 个 ( 仅 适用 于 .是 
开 集 的 情形 ) 是 通过 具体 的 过 程 来 构造 实际 的 测 地 线 。 

空间 C(p, 9) 包 含 一 个 由 所 有 自 p 到 g 的 C' 类 时 曲线 组 成 的 稠密 
子 集 C'(p, 9)。 这 种 曲线 A 的 长 度 定义 为 (参见 $4.5) 

L[A] = [ ( -g(8/ðt,ð/ðt} 7 dt, 


这 里 + 是 A 的 C 参数。 函数 在 C'(p, g) 上 不 连续 ,因为 A 的 任 一 邻 






UER pAg 的 几乎 处 处 曲折 、 
几乎 处 处 为 零 的 曲线 


图 46 是 一 自 p 到 9 的 类 时 曲线 A 的 开 邻 域 。 在 % 上 ,存在 自 p 
到 4 的 近似 于 曲折 零 曲 线 且 其 折线 长 度 任意 短 的 类 时 曲线 


域 均 合 几 乎 为 零 曲 线 的 任意 小 长 度 线段 组 成 的 锯齿 线 (图 46) 。 连 续 
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性 的 缺失 是 因为 我 们 用 了 C 拓扑 。 而 C" 拓扑 意味 着 两 条 曲线 邻近 ， 
只 需要 其 点 在 .Y 上 接近 ,而 不 必要 求 其 切 向 量 也 接近 。 我 们 可 以 把 OY 
一 个 C 拓扑 加 在 C'(p, 9) 上 ,从 而 使 二 连续 ,但 我 们 不 这 样 做 ,因为 
C'(p, 9) 不 是 紧 的 ,只 有 把 所 有 连续 非 类 空 曲线 都 包括 进来 ,我 们 才 
能 得 到 一 个 紧 空间 。 因 此 ,我 们 仍 用 C 拓扑 ,而 将 工 的 定义 扩展 到 
C(p, q) Eo 

因为 度 规 的 符号 差 , 类 时 曲线 的 摆动 会 缩短 其 长 度 。 这 样 ,L 不 是 
下 半 连 续 的 ,但 我 们 有 : 


引 理 6.7.2 
LE C'(p, 9) 的 C 拓扑 下 是 上 半 连 续 的 。 


考虑 自己 到 4 的 Ci 类 时 曲线 A(1) ,这 里 参数 ;1 选择 为 曲线 自 p 起 
MK. EA 的 足够 小 邻 域 YU 内 ,可 找 一 函数 J, 它 在 入 上 等 于 1, 且 
使 曲面 {f= 常数 | 是 类 空 的 并 垂直 于 a/a Blof, |, = (8/0U)")。 定 义 
这 种 函数 /的 一 个 方法 是 构造 垂直 于 A 的 类 时 测 地 线 。 对 和 的 足够 小 
邻 域 YU 这些 测 地 线 构成 从 Y 到 入 的 唯一 映射 ,在 YH 上 某 点 的 值 可 
定义 为 1 在 该 点 在 和 的 像 点 的 值 。WY 内 任 一 曲线 4 都 可 由 /进行 参数 
too u 的 切 向 量 (0/2), 可 表示 为 


(ER =9°f, +k", 
这 里 k EHH f= PR AWB mE, Bf, =0。 于 是 
(lG o= 
Of Sao 
但 在 人 Eg sf, = -1。 于 是 ,给 定 e >0, 我 们 可 选取 足够 小 的 
U' CUNEFE U' EJ S fy > -1+e。 因 此 ,对 多 ' 内 任 一 曲线 人 ， 
Lp]<( +e)? L[A], 口 


现在 我 们 按 如 下 方式 来 定义 连续 非 类 空 曲 线 4 的 自 p 到 4g 的 长 
度 : 令 WN 是 和 A 在 .WW 内 的 邻 域 ,L(Y) 是 UY 内 自己 到 4 的 类 时 曲线 长 度 
的 最 小 上 界 。 然 后 我 们 定义 L[A] 为 YY) 对 入 在 .WN 内 所 有 邻 域 % 
的 最 大 下 界 。 这 个 长 度 定义 适用 于 所 有 自 p 到 9g 的 在 每 个 邻 域 都 具有 





200 ”6 因果 结构 


25C' 类 时 曲线 的 曲线 人 , 即 适用 于 C(p, 9) 处 于 C (p, 9) 闭 包 的 所 有 点 。 
根据 $4.5, 自 p 到 4g 的 一 条 不 是 完整 零 测 地 线 的 非 类 空 曲线 可 以 通过 
变形 得 到 一 条 自 p 到 4g 的 分 段 C" 类 时 曲线 ,而 这 条 曲线 的 转角 经 圆滑 
处 理 后 可 生成 一 条 自 p Bg 的 C 类 时 曲线 。 因 此 ,C(p, q) -C'(p,gq) 
内 的 点 都 是 不 分 断 的 (不 包括 共 辆 点 的 ) 零 测 地 线 ,我 们 定义 其 长 度 
HE, 
这 个 定义 使 上 成 为 紧 空 间 C'(p,q) 的 上 半 连 续 函 数 。( 实 际 上 ,由 
于 连续 非 类 空 曲 线 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , 因 此 它 几 乎 是 处 处 可 微 的 。 
于 是 其 曲线 长 度 还 可 定义 为 
f -g(8/ðt,ð/ðt})Tdt 


这 与 上 述 定义 是 一 致 的 。) WRC (p,q) HZC, EZ, p Ag 
可 用 一 条 完整 的 零 测 地 线 连 接 , 而 和 9 之 间 不 存在 非 完整 零 测 地 线 
的 非 类 空 测 地 线 。 如 果 C'(p,9) 非 空 , 则 它 将 含有 某 个 也 取得 最 大 值 
的 点 , 即 存在 一 条 自己 到 9 的 非 类 空 曲线 y, 其 长 度 大 于 或 等 于 其 他 任 
何 类 似 曲 线 的 长 度 。 由 命题 4. 5. 3 ,7 必 为 测 地 曲线 ,否则 我 们 可 找到 
点 *,Y ey, 它 们 处 于 某 一 凸 正规 坐标 邻 域 ,并 可 用 一 条 长 度 大 于 在 
x, y 之 间 的 长 度 的 测 地 线段 连接 起 来 。 口 











至 于 男 一 个 构造 性 证 明 , 我 们 先 对 p, ge .WN 定义 d(p,q), ME 
4 多 Jp) WWE d(p,q) 为 零 ;否则 定义 它 为 自 p Hq 的 未 来 方向 的 
分 段 非 类 空 曲线 长 度 的 最 小 上 界 。( 注 意 , 4d(p,g) 可 以 是 无 穷 大 ,) 对 
集合 .7 和 ,我 们 将 d( .FU ) 定 义 为 d(p,g), peZ geW 的 最 小 
LA. 

假定 ge J p) Ti d(p,q) AR, WHER 5 >0, 可 找到 一 条 自 p 到 
4 的 长 度 为 d(p,g) - 6/2 的 类 时 曲线 入 和 4 的 邻 域 使 A 可 变形 成 
为 一 条 自 pp 到 任 一 点 re W 的 长 度 为 d(p,qg) -6 的 类 时 曲线 。 因 此 ,d 
(p,9) 在 有 限 大 小 的 地 方 是 下 半 连 续 的 。 一 般 说 来 , da(p,g) 不 是 上 半 
连续 的 ,但 是 : 


引 理 6.7.3 
当 p 和 9g 包含 于 整体 双 有 曲 集 合 AN Ht, dp, Ep Ha RARE 
连续 的 。 





6.7 测 地 线 的 存在 性 201 


我 们 先 证 明 ad(p,q) 是 有 限 的 。 由 于 强 因 果 性 条 件 在 紧 集 J(p) 站 ™ 
J《q) 上 成 立 , 因 此 我 们 可 用 有 限 个 局 部 因果 性 集合 来 覆盖 它 ,使 每 个 
集 都 不 含 长 度 超过 某 个 限定 值 的 非 类 空 曲线 。 由 于 自 p 到 g 的 任意 
非 类 空 曲 线 至 多 只 能 进入 每 个 邻 域 一 次 , 故 它 必然 有 有 限 长 度 。 

现 假 定 对 p,q e .人 ,存在 一 6>0, 使 g 的 每 个 邻 域 包 含 一 点 re .人 
满足 

d(p,r) >d(p,q) +6, 
x, AN WORF q 的 无 穷 点 列 WE d(p,x,) >d(p,q) +8. FH 
我 们 可 找到 从 每 点 x, BY p 的 非 类 空 曲线 A, ,其 长 度 >d(p,g) +5. H 
引 理 6. 2. 1 ,存在 一 条 过 4 的 过 去 方向 的 非 类 空 曲线 A, 它 是 和 A, 的 极限 
曲线 。 令 WN 为 g 的 局 部 因果 邻 域 , 则 和 不 可 能 与 [9) NW 相交 ,否则 
必 有 某 个 A, 可 通过 变形 生成 一 条 自 p 到 9g 的 长 度 > d(p,q) 的 非 类 空 
曲线 。 因 此 ,Am 必 为 自 g 出 发 的 零 测 地 线 , 而 且 在 和 NY 的 每 一 
点 x*,d(p,x) 具 有 比 6 更 大 的 间断 。 这 说 明和 不 可 能 在 p 处 有 端点 , 因 
为 由 命题 4.5.3,d(p,x) 在 p 的 局 部 因果 邻 域 上 是 连续 的 。 另 一 方面 ， 
A 在 .W-p 内 是 不 可 扩展 的 。 假 如 A 在 p 处 没有 端点 , 则 由 命题 
6.4.7 ,入 VARREST NOJ U). AKH p, QEN LEELEE 
续 的 。 口 


EL ERRARE ,我 们 很 容易 用 这 个 距离 函数 来 构造 从 p 到 gq 
的 具有 最 大 长 度 的 测 地 线 。 令 WUCc. 和 是 的 不 包含 q 的 局 部 因果 邻 


域 , 令 xseJ(p)njJ(9) ,使 4(p,r) +d(r,q) re W ,在 r=x 达到 最 
Ko WHA p 出 发 经 过 x 的 未 来 方向 的 测 地 线 y。 关 系 d(p,r) + 
d(r,q) =d(p,9) 对 y 上 p 和 x 之 间 的 所 有 点 7 成立。 假定 存在 点 ye 
J(q) -9 是 上 述 关系 成 立 的 在 y 上 的 最 后 一 点 。 令 Y CA By 
不 包含 9 的 局 部 因果 邻 域 。 SzeI(y) NIG) NV tH d(y,r) + 
d(r,g) ,re ,在 r=z 达 到 最 大 值 4(y,q)。 如 果 z 不 在 y 上 , 则 

d(p,z) >d(p,y) +d(y,z) 
和 

d(p,z) +d(z,q) >d(p,q), 
这 是 不 可 能 的 。 这 说 明 关 系 式 

d(p,r) +d(r,q) =d(p,q) 
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RAY BI I (gq). 假设 yzxg, 则 yy 将 处 于 自 9 出 发 的 过 去 方向 的 零 
测 地 线 入 上。 连接 y AA 即 给 出 一 条 自 p 到 gq 的 非 类 空 曲线 , 它 可 通 
过 变形 生成 一 条 比 4(p,g) 更 长 的 曲线 ,这 是 不 可 能 的 。 因 此 ,y BA p 
到 g 长度 为 d(p,gq) 的 测 地 线 。 口 


推论 

mR S 是 一 C 部 分 Cauchy 曲面 , 则 对 每 一 点 ge D'S) ,存在 
KEK d Aa) EEFI 的 未 来 方向 的 类 时 测 地 曲线 ,在 . 和 49 之 
Na SET SF 的 点 。 


由 命题 6.5.2,H(.S) MACS) RG S 相交 , 故 不 处 于 D(.Y) 
内 。 因 此 由 命题 6. 6.3, DCS) =int D(.7) 是 整体 双 曲 的 。 又 由 命题 
6.6.6,7% AI (gq) 是 紧 的 , 故 对 pe.% d(p,g) 将 在 某 一 点 re .Fy 达到 
d(.%9) 的 最 大 值 。 自 r 到 g 有 长 度 为 4d(.%49q) 的 测 地 曲线 y, 由 引 理 
4.5.5 和 命题 4. 5.9 ,这 条 测 地 线 必 垂 直 于 .是 在 .y 和 9 之 间 不 包含 
HT S 的 点 。 口 


6.8 ”时空 的 因果 边界 


本 节 我 们 概述 Geroch , Kronheimer 和 Penrose( 1972) 为 时 空 构 造 边 
界 的 方法 。 这 种 构造 仅 依 赖 于 (A,g) 的 因果 结构 。 这 意味 着 它 并 不 区 
分 有 限 距 离 的 边界 点 ( 奇 点 ) 和 无 穷 远 的 边界 点 。 在 $ 8. 3 我 们 将 描述 
男 一 种 为 时 空 增设 只 代表 奇 点 的 边界 的 构造 方法 。 遗 憾 的 是 两 种 方法 
之 间 似 乎 没有 明显 的 联系 。 

我 们 假定 4,g) 满 足 强 因果 性 条 件 。 于 是 (NN,g) 内 任 一 点 p 由 其 
时 序 性 过 去 1(p) 或 未 来 1p) 唯 一 确定 , 即 

1(p)=1(g) © Tp) =1(q) © p=ao 
任 一 点 pe.W 的 时 序 性 过 去 Y =p) AU PER: 

(1)W 是 开 集 ; 

(2)Y BAER. MID) CT ; 

(3) 罗 ”不 能 表示 为 具有 性 质 (1) 和 (2) 的 两 个 真子 集 的 并 。 

我 们 称 具 有 性 质 (1) (2) 和 (3) 的 的 集合 为 不 可 分 解 的 过 去 集 , 简 记 为 
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IP。(Geroch ,Kronheimer 和 Penrose 的 定义 不 包括 性 质 (1) ,但 与 这 里 
的 定义 是 等 价 的 ,因为 他 们 说 的 “过 去 集 " 就 是 指 时 序 性 过 去 ,而 不 只 
是 包含 它 。) 类 似 地 ,我们 可 定义 正 , 即 不 可 分 解 的 未 来 集 。 

我 们 可 将 IP 分 成 两 类 :. 的 点 的 过 去 的 真 耻 (PIPs) 和 .4 的 任 
意 点 的 过 去 的 终 态 下 (TIPs)。 这 里 的 意思 是 ,将 TIP 或 类 似 定义 的 
TIF 视 为 代表 了 (. Ge ) 的 因果 边界 (ec 边界) 的 点 。 例 如 ,在 Minkows- 
ki 空间 里 ,我们 将 图 47 (i) 里 的 阴影 区 视 为 代表 了 .7 的 点 p。 注 意 ， 
在 这 个 例子 中 ,整个 .K 本 身 就 是 一 个 TIP, 也 是 一 个 TIFE。 我 们 可 以 
认为 它们 分 别 代表 点 六 和 六。 事实 上 ,Minkowski 空间 共 形 边界 的 所 
有 点 (六 除外 ) 均 可 用 TP 或 TIF 来 代表 。 某 些 情形 下 ,如 反 de Sitter 
空间 ,其 共 形 边界 是 类 时 的 ,边界 上 的 点 也 可 由 一 个 TIP 和 一 个 TIF 来 
表示 (图 47(ii) ) 。 

我 们 还 可 将 TIP 刻画 为 未 来 不 可 扩展 类 时 曲线 的 过 去 部 分 。 这 意 
味 着 我 们 可 将 未 来 不 可 扩展 曲线 y 的 过 去 Ty) BL y 在 边界 上 的 
未 来 端点 。 对 另 一 条 曲线 yy’, SAMS (yy) = (yt CA 
端点 。 


命题 6. 8. 1( Geroch , Kronheimer 和 Penrose ) 
集合 Ws TIP 当 且 仅 当 存在 一 条 未 来 不 可 扩展 类 时 曲线 y 使 
Iy) =% 


先 假定 存在 一 条 满足 1(y) = 多 "的 曲线 y。 令 ZVU 六 这 里 V 
和 区 是 过 去 开 集 。 我 们 要 证 的 是 要 人 么 多 包含 于 Y BAUAS K 
反 过 来 ,假定 名 不 处 于 六 内 而 多 也 不 包含 Y, MAE- 关内 找到 
一 点 4, 在 YW 内 找到 一 点 r。 XE, qre y), KEEA r ey 
fiqgel(q')Mlrel(r'), BREUR 和 ,只 要 它 包含 了 9 ,r 的 未 来 
最 远 点 , 它 都 将 同时 包含 g 和 7, 这 与 9 和 7 的 初始 假定 矛盾 。 

反之 ,假定 YW 是 TIP。 这 时 我 们 必须 构造 一 条 类 时 曲线 y 使 Y= >” 
Cy). WR p BY 内 任 一 点 , 则 有 Welr(wW al (p))u 
I(H-1(p)). (AY 是 不 可 分 解 的 ,于 是 要 么 Y=I( HY OI (p)), 
RA YIA- (p))s Rp RAFINA- (p)) A, BSA 
能 被 排除 。 结 论 可 重 述 为 以 下 形式 :给 定 PZ 的 任 一 点 对 , 则 ZY 包含 
它们 的 未 来 点 。 现 选择 A 的 一 个 可 数 稠密 点 族 p, ,在 po 的 未 来 取 Y 2 
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1 

I $+ 
r= 01 P 

L] 

t io 

代表 点 p 的 TIP 
{i) 


代表 点 p 的 TIP 





(ii) 
图 47 Minkowski 空间 和 反 de Sitter 空间 的 Penrose 图 (参见 图 15 和 图 
20) ,显示 了 (i) 代 表 Minkowski 空间 内 4 * ES p 的 TIP, AN ii) RRR 
de Sitter 空间 内 Z EA p AY TIP 和 TIF。 


的 一 点 Goo HF go 和 pi 都 处 于 OA RINE YA 内 取 它 们 的 未 来 点 
qi; 类 似 地 ,由 于 gq Alp, 都 处 于 OA, BT ATE WH 内 取 它 们 的 未 来 
点 922; 等 等 。 因 为 以 这 种 方式 得 到 的 每 个 点 列 g, 均 处 于 其 后 续 点 的 过 
去 ,故我 们 可 在 多 -内 找 一 条 类 时 曲线 y 使 之 通过 这 个 点 列 的 所 有 点 。 
SLE Mt pe, 集合 W np) 是 开 且 非 空 的 , 故 由 忆 的 稠密 性 
知 , 它 必 至 少 包含 p, 中 一 点 。 但 对 每 个 上 , 当 忆 本身 就 处 于 y 的 过 去 
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时 ,pi 处 于 q 的 过 去 。 这 说 明 ”的 每 一 点 均 处 于 7 的 过 去 ,而 y 也 
处 于 过 去 开 集 DY A , 故 必 有 WHT y) 口 


我 们 将 (WN,g) 的 所 有 IP 的 集合 记 为 .NW。 于 是 .代表 IP 
未 来 < 边界 的 点 ;类 似 地 , (. KN,g) 的 所 有 F RR. RR 加 一 个 
过 去 e 边界 的 点 。 我 们 可 按 下 述 方式 将 因果 关系 1,J 和 5 扩展 到 . 7 
和 . MER WV CM BRAVE 

EUC WXY EJI À; 

若 对 某 一 人 则 2 eT 4M; 

BU eJ (V, BRE MEIL. A, MZEE A. 

有 了 这 些 关系 ,IP 空间 、 Á 就 是 一 因果 空间 (Kronheimer and Penrose 
(1967) )。 存 在 自然 内 射 ;. 一 .WV, 把 点 pe.W 映射 为 !(p) e. f 
这 个 映射 是 因果 关系 三 的 同 构 , 因 为 当 且 仅 当 1 (p) eJ), A) 
时 ,pe J(q)。7 保持 了 这 种 因果 关系 ,但 其 逆 没 有 这 种 关系 , 即 p e 
Ig) p) VU) ,.N )。 我 们 也 可 类 似 定义 .KN 的 因果 关系 。 

我 们 现在 想 以 某 种 方式 表示 .和 .WY, 从 而 组 成 形 如 ,WU A 的 空 
EA’ ,这 里 A 称 为 (.N,g) 的 c 边界 。 为 此 ,我 们 需要 一 种 适当 合 合 
IP AIF 的 方法 。 我 们 先 构造 空间 .WW *, 它 是 .HW 和 . 必 的 并 , 且 其 中 每 
个 PIF 与 相应 的 PIP BS 言 之 ,. UW * 对 应 于 .WU 连同 TIP ATIF 的 
点 。 然 而 ,正如 反 de Sitter 2 空间 的 例子 所 表明 的 ,我 们 还 需要 将 某 些 
TIF 与 某 些 TIP RAER, DEEE .& "上 定义 一 个 拓扑 ,然后 释 合 
. "的 某 些 点 ,使 拓扑 成 为 Hausdorff 空间 。 

正如 8$6.4 所 指出 的 ,拓扑 空间 . 妈 的 一 个 拓扑 基 是 由 形 如 7Yp)nmn 
79) 的 集合 构成 的 。 遗 憾 的 是 ,我 们 无 法 用 类 似 的 方法 来 定义 .4Y* 的 
拓扑 基 , 因 为 . 有些 点 不 在 M “的 任何 点 的 时 序 性 过 去 。 不 过 我 们 
还 是 可 以 从 形 如 1(p) ,1(p),.N-1(p) 和 .NU-1(p) 的 集合 所 组 成 的 
子 基 得 到 .的 一 个 拓扑 ,通过 这 种 类 比 ,Geroch,Kronheimer 和 Penrose 
说 明了 如 何 定义 .WW * 的 拓扑 。 对 正 .eye .WN ,定义 集合 

V™=|V:VeEMMYV NG 4B}, 


N 





2 


N 
N 
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MAZIV: V EME I 一 所 9 Co。 

对 正轨 上 .HN, 可 类 似 定义 集合 B" WB”. PR MARE 
义 为 形 如 A, SS, BM 和 B™ 的 集合 的 并 和 有 限 交 。 集 合 .om 

™ 是 集合 1p) 和 7g) 在 .WW "的 类 比 。 特 别 是 ,如 果 =), 
六 = 三 (9) WY ev" 当 且 仅 当 ge1*p)。 但 这 些 定义 也 使 我 们 能 
将 TIP 合并 到 .ct"。 RA AAA MBA ERA M-I RAM-I) 
的 类 比 。 

最 后 ,通过 从 合 空间 .WH “ 的 尽 可 能 少 的 点 ,得 到 成 为 Hausdorff 空 
间 的 .WwW“。 更 准确 地 说 ,.W“ 是 商 空 间 .WN R ,这 里 R, 是 所 有 等 价 
RARO M x. WWE. Kt RI, WN */R 是 Hausdorff 空间 。 空 间 
.WV “具有 从 . WW "诱导 的 拓扑 ,这 种 拓扑 与 .HN 在 .NWN TEM 上 的 
拓扑 一 致 。 一 般 说 来 ,我 们 无 法 将 . A 的 可 微 结构 扩展 到 A, 尽管 在 革 
种 特定 情形 下 它 可 以 扩展 到 部 分 A。 下 节 我 们 就 来 讨论 这 种 情形 。 


6.9 渐 近 简单 空间 


为 了 研究 像 恒 星 那样 的 有 界 物理 系统 ,我们 要 了 解 渐 近 平 直 空间 ， 
即 它 的 度 规 在 远离 系统 时 趋 近 Minkowski 空间 的 度 规 。Schwarzschild 
解 .Reissner - Nordstrom 解 和 Kerr 解 都 是 具有 渐 近 平 直 区 域 的 空间 的 
例子 。 正 如 我 们 在 第 5 章 看 到 的 ,这 些 空间 的 零 无 穷 远 的 共 形 结构 类 
似 于 Minkowski 空间 ,因此 Penrose( 1964 ,196520 ,1968 ) 将 它 作 为 一 类 渐 
近 平 直 的 定义 。 我 们 将 只 考虑 强 因 果 空 间 。Penrose 没有 要 求 强 因果 
性 。 但 在 我 们 要 考虑 的 情形 , 强 因果 性 简化 了 问题 ,并且 不 失 -- an 

Fr TES EY HAIA A] TE Te] A g) 是 渐 近 简单 的 ,是 指 存在 一 


BARBACOA 8) AI MRA 02. M 一 BHR RAH OW 
内 具有 光滑 边界 3. 的 流 形 ,使 得 

(1). @ 上 存在 一 光滑 (例如 ,至 少 C ) 函 数 Q ,使 Q 在 6(70 上 为 
正 且 Qg=0(g)( 即 g 在 0(W) 上 与 g 共 形 ); 

(2) 在 边界 9.W 上 ,0Q =0 而 d0z0; 

(3). 4 内 每 条 零 测 地 线 在 边界 od 上 有 两 个 端点 。 

RNE. MUM = f., 
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其 实 这 个 定义 比 我 们 所 需要 的 更 为 一 般 , 它 包含 了 宇宙 学 模型 ,如 
de Sitter 空间 等 。 为 了 将 定义 限定 在 渐 近 平 直 的 空间 ,我 们 定义 渐 近 
虚空 且 简 单 的 空间 ( 78) , 它 不 仅 满 足 上 述 条 件 (1) ,(2) 和 (3) ,还 满 
Æ 

(DEA 的 边界 OM 的 开 邻 域 上 ,R。 =0。( 我 们 可 调整 这 个 条 
件 使 它 允 许 9. 4 附近 存在 电磁 辐射 。) 

A 内 的 零 测 地 线 在 度 规 g 下 的 仿 射 参数 在 边界 3. 附近 可 取 任 
意 大 值 ,从 这 个 意义 说 ,可 以 认为 边界 OW 在 无 穷 远 。 这 是 因为 度 规 


g 下 的 仿 射 参 数 。 通 过 关系 d/d? = Q :与 度 规 E 下 的 仿 射 参 数 T 
相 联系 。 由 于 在 边界 站 上 Q =0, 故 | do 发 散 。 

从 条 件 (2) 和 (4) 可 知 ,边界 3. 是 零 超 曲面 。 这 是 因为 度 规 g 。 
的 Ricci 张 量 R at 9 的 Ricci Ki R AKA 
RR’ =07R, -207'(0),..9" +1 -7'0,.4 +3970,,.0,4} 9 %5,°, 
这 里 | 表示 对 9 ,的 协 变 微分 。 因 此 ， 

R =0°R-60°'0,, 9% +307O,.0,9%. 

由 于 9.2 C 的 , 故 在 9 =0 的 边界 a.N ER AC, RARE 


0Q1.0149”“”=0。 但 由 条 件 (2) ,0,. 关 0, 因 此 Qu g ERE, i h 
ad (9 =0) 为 零 超 曲面 。 

在 Minkowski 空间 的 情形 ,2. 7 HASH AMA 组 成 , 它 
们 都 有 拓扑 尺 xS, CERM 不 包括 点 六 , i* 和 i ,因为 共 形 边界 
在 这 些 点 不 是 光滑 流 形 。) 我 们 将 证 明 ,边界 0. W 实际 上 对 任何 渐 近 简 
单 虚空 空间 都 具有 这 种 结构 。 

Had 是 零 曲 面 , 故 .W 局 部 处 于 其 过 去 或 未 来 ,这 说 明 ad 
必 由 两 个 不 连通 的 分 支 .7 * 和 .x 组 成 :.W 的 零 测 地 线 在 .和 + 上 有 未 ” 
来 端点 ,而 在 .2z - 上 有 过 去 端点 。0. 妈 也 不 可 能 有 更 多 的 分 支 ,否则 将 
有 茶点 pe. WU, 对 它 来 说 某 些 未 来 方向 的 零 测 地 线 到 一 个 分 支 , 而 另 一 
些 则 到 男 一 个 分 支 。 这 样 在 点 p 到 各 分 支 的 零 方向 的 集合 将 是 开 的 ， 
这 是 不 可 能 的 ,因为 点 未 来 零 方 向 的 集合 是 连通 的 。 

接 下 来 我 们 确立 一 个 重要 性 质 。 
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引 理 6.9.1 
渐 近 简单 虚空 空间 ( 7,8) 是 因果 简单 的 空间 。 


SWE A 的 紧 集 ,我 们 要 证 明了 '( YW) 的 每 个 零 测 地 线 生成 
元 在 W 上 都 有 过 去 端点 。 假 定 存 在 某 个 生成 元 在 那儿 没有 端点 , 则 
它 在 .W 不 会 有 任何 端点 ,因而 将 与 .zf -相交 ,这 是 不 可 能 的 。 ” 口 


命题 6.9.2 
渐 近 简单 虚空 空间 ( W,g) 是 整体 双 曲 空间 。 


证 明 类 似 于 命题 6.6.7 的 证 明 。 在 .NH 上 设 一 体积 元 ,使 .4 在 
这 个 测度 下 的 总 体积 为 1。 由 于 ( 刀 g) 是 因果 简单 的 ,于 是 作为 1%P) 
和 7P) 体 积 的 函数 fp) 和 广 (P) 在 . 妈 上 连续 。 因 为 强 因果 性 条 件 
EM 上 成 立 , 故 /"(p) 将 沿 每 条 未 来 方向 的 非 类 空 曲线 下 降 。 令 A 
是 未 来 不 可 扩展 类 时 曲线 ,假定 多 = 人] 7"(p) 非 空 ,于 是 多 是 未 来 
SRF WAREM 内 的 零 生成 元 在 .N 内 没有 过 去 端点 。 因 此 它 
们 与 .7 ”相交 ,这 又 导致 矛盾 。 这 说 明 随 着 p 在 A 上 趋向 未 来 ,Ap) 趋 
于 零 。 由 此 可 知 ,每 条 不 可 扩展 的 非 类 空 曲线 都 与 曲面 N = ip: 六 (p) 
=f (p) 1 相交, 因此 3 是 .HN 的 Cauchy 曲面。 o 


引 理 6.9.3 
SW 是 浙 近 虚空 简单 空间 (Wg) 的 紧 集 , 则 .7 :的 每 个 零 测 地 


线 生成 元 与 1* (WY; .HN ) 相 交 一 次 ,这 里 . 表示 在 .N 的 边界 。 


令 peA, 这 里 入 是 .7 MSMR RIL. FE AAW) AE 
RIP, M)OME MA 内 必然 是 闭 的 ,因为 其 边界 上 的 每 个 零 测 地 
线 生 成 元 必 在 p 点 有 AR. HR REE. 上 成 
立 , 故 .N-J(p,，.H ) 非 空 。 现 假定 A 处 于 J W, .Y) 内 ,于 是 过 去 
RMJ, M+) OM ) 非 空 ,这 是 不 可 能 的 ,因为 这 个 集 的 边界 的 堆 
生成 元 将 与 .A 相交 。 另 一 方面 ,假定 A RAS IW 1) HABE BB, 
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M- U (Jp, A)O AM ) 非 空 ,这 也 会 导致 矛盾 ,因为 过 去 集 
YOR, MYM 的 边界 的 生成 元 将 与 A + 相交 。 口 


推论 
从 拓扑 上 看 ,7 为 Rx (J (Wi WNIM) 


现在 我 们 来 证 明 , GG LB, CM OA ow 与 它们 在 
Minkowski 空间 的 情形 相同 。 


引 理 6. 9. 4( Geroch( 1971) ) 
在 渐 近 简单 虚空 空间 (. og) BA 的 拓扑 为 RxS ,而 
A 的 拓扑 为 RR。 


考虑 由 . 妈 内 所 有 零 测 地 线 构成 的 集合 N。 由 于 这 些 零 测 地 线 都 
与 Cauchy 曲面 % 相交 ,故我 们 可 利用 它们 与 A 相交 的 局 部 坐标 和 
方向 来 定义 N 的 局 部 坐标 。 这 使 W 成 为 和 上 带 有 纤维 S 的 方向 纤 
维 处 。 但 每 条 零 测 地 线 也 和 A “相交 ,所 以 NW 也 是 .和 "上 的 纤维 丛 。 
在 这 个 情形 ,纤维 是 S 减 去 与 A ' 的 未 进入 . 的 零 测 地 线 生成 元 相 
对 应 的 一 点 。 换 言 之 ,纤维 是 尽 的 。 因 此 N 的 拓扑 为 .Z* x 尼 。 但 


FER x (I (0% DW) Nat), RAY H~R WS =R x? 
时 ,结果 才 与 N= Hx5? 一 致 。 口 


Penrose( 19656) 已 证 明 , 上 述 结 果 意 味 着 度 规 g 的 Weyl 张 量 在 
A “和 .和 上 为 零 。 这 可 理解 为 , 度 规 g 的 Weyl 张 量 的 各 分 量 “ 脱 落 ” 
了 ,就 是 说 ,它们 在 .7 ' 或 .xz ”附近 以 零 测 地 线 仿 射 参 数 的 不 同 备 次 趋 
于 零 。 男 外 ,Penrose( 1963 ) ,Newman 和 Penrose (1968 ) 还 据 7 “上 的 
积分 进一步 给 出 了 . 乏 * 测度 的 能 量 - 动量 的 守恒 律 。 

FHEA 和 PRT bE LAY. ge ) 的 几乎 整个 c 边 
界 A。 为 说 明 这 一 点 ,首先 注意 到 ,任意 点 pe .和 定义 了 一 个 TIP 


Fp, M)O0.M, 假定 A 是 .WN 内 的 未 来 不 可 扩展 曲线 ,如 果 和 在 点 ” 
pe” 有 未 来 端点 , 则 TIP 1(A) 与 p 点 定义 的 TIP 相同 ;如 果 和 在 
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.Zz * 上 没有 未 来 端点 , 则 .NN-1《A) 必 为 空 ,否则 1"(A) 的 零 测 地 线 生 
成 元 将 与 A 相交 ,这 是 不 可 能 的 ,因为 A 不 与 .Zz ' 相交 。 因 此 ,TIP 由 
At 上 每 一 点 的 TIP 和 一 个 额外 的 TIP 组 成 ,这 个 额外 TIP 就 是 . 本 
H, WN i'o XMH, TIF 由 .Zz 上 每 一 点 的 TIF 和 .WW 本 身 ( 记 为 i ) 
组 成 。 

现在 我 们 来 说 明 ,我 们 不 必 有 委 合 任何 TIP 或 TIEF ,就 是 说 ,. “是 
Hausdorff 的 。 显 然 ,不 存在 两 个 分 别 对 应 于 .24 或. 和- 的 TP 或 TIF 
是 非 Hausdorff 分 离 的 。 若 p e .7 ', 则 可 找到 一 点 qe .WN 使 pg 


Iq, .@). FRU, .NW ))“" 是 TIPI (p, NAAM EM 内 


的 邻 域 ,而 (1《g， .7 ))” 是 TIP 订 的 不 相交 邻 域 。 因 此 , i Ut AY 

每 点 是 Hausdorff 分 离 的 。 类 似 地 ,i 与 7 的 每 一 点 是 Hausdorff 分 离 

的 。 因 此 ,任意 渐 近 简单 虚空 空间 (.W,g) 的 c 边界 如 同 Minkowski 时 
空 的 情形 一 样 ,都 由 . 斑 , .Zz ”以 及 两 点 i? ,让 构成 。 

渐 近 简单 虚空 空间 包括 Minkowski 空间 和 包含 诸如 不 经 历 引 力 声 
缩 的 恒星 等 有 界 物体 的 渐 近 平 直 空 间 , 但 不 包括 Schwarzschild 解 、 
Reissner - Nordstrom 解 和 Kerr 解 。 因 为 这 三 种 空间 均 存 在 在 7 * 
A” 上 无 端点 的 零 测 地 线 。 尽 管 如 此 ,这 些 空间 内 还 是 有 类 似 于 渐 近 
简单 虚空 空间 的 渐 近 平 直 区 域 。 因 此 我 们 有 必要 定义 一 个 弱 渐 近 简单 
虚空 空间 ( W,g) : 即 存在 渐 近 简单 虚空 空间 ( 女 …,g') 和 .WH ' 的 边界 
OM 的 邻 域 多 AE UO EET 的 开 集 了 这 个 定义 包括 了 
上 述 所 有 空间 。 在 Reissner - Nordstrom 解 和 Kerr 解 的 情形 ,存在 渐 近 
平 直 区 域 多 的 无 穷 序 列 ,这 些 区 域 都 等 距 于 渐 近 简单 虚空 空间 的 一 
个 邻 域 色 '。 因 此 存在 零 无 限 远 .和 和 .4 的 无 穷 序 列 。 但 在 这 些 空 
间 中 ,我 们 只 考虑 其 中 的 一 个 渐 近 平 直 区 域 。 然 后 ,我们 将 (.4,g ) 视 


ASTRA A, g) ,使 .7 Wo WB SEF K'o 
REAR OE) — te TD OA” 组 成 。 
我 们 将 在 §9.2 A § 9.3 讨论 这 种 弱 渐 近 简 单 虚空 空间 。 





7 
广义 相对 论 中 的 Cauchy 问题 


本 章 概述 广义 相对 论 中 的 Cauchy 问题 。 我 们 将 证 明 ,如 果 在 类 空 学 
三 维 曲 面 .” 上 给 定 某 些 数据 , 则 存在 唯一 的 最 大 未 来 Cauchy 发 展 
DS) ,并且 ,在 DR". ) 的 子 集 UH 上 , 度 规 仅 依赖 于 J (2 ) NAF E 
的 初始 数据 。 我 们 还 将 证 明 , 如 果 2l TED “CY ) 内 有 紧 致 闭 包 , 则 这 种 
依赖 是 连续 的 。 在 这 里 讨论 Cauchy 问题 是 其 内 在 意义 决定 的 ,因为 它 
运用 了 前 一 章 的 某 些 结果 ,还 因为 它 说 明了 Einstein 场 方 程 的 确 满足 
§ 3. 2 的 假设 (ac) , 即 信号 只 能 在 可 以 通过 非 类 空 曲 线 连接 的 两 点 之 间 
传递 。 但 本 章 也 的 确 不 是 理解 后 面 三 章 所 必需 的 ,因此 ,对 奇 点 更 感 兴 
趣 的 读者 可 以 跳 过 去 。 

在 $7.1, 我 们 将 讨论 这 一 问题 的 各 种 困难 并 给 予 精 确 表述 。 在 
§7.2, 我 们 引入 整体 背景 度 规 ,将 在 每 个 坐标 碎片 中 成 立 的 Ricci HK 
量 与 度 规 之 间 的 关系 推广 为 在 整个 流 形 上 成 立 的 单一 关系 。 我 们 为 物 
理 度 规 g 关于 背景 度 规 名 的 协 变 导 数 设 定 了 四 个 规范 条 件 ,它们 消除 
了 构造 Einstein 场 方程 解 的 微分 同 胚 的 四 个 自由 度 , 并 引出 背景 度 规 & 
下 关于 多 的 约 化 的 二 阶 双 曲 型 Einstein 方程 。 由 于 守恒 方程 ,只 要 这 
些 规范 条 件 及 其 一 阶 导数 在 初始 时 刻 成 立 , 则 它们 在 所 有 时 刻 成 立 。 

在 $7.3, 我 们 将 证 明 , 三 维 流 形 Z ER g 的 初始 数据 的 主要 部 分 
可 表示 为 .上 的 两 个 三 维 张 量 场 h” 和 XxX”"。 这 样 ,就 把 三 维 流 形 . 诅 
AHERE M, S ERRER g 定义 为 使 h” 和 xX” 分 别 成 为 .在 g 
下 的 第 一 和 第 二 基本 型 。 只 要 规范 条 件 在 .上 成 立 , 我 们 总 可 以 这 么 
做 。 在 $7.4, 我 们 将 建立 二 阶 双 曲 方程 的 某 些 基 本 不 等 式 , 它 们 将 方 7 
程 解 的 导数 平方 的 积分 与 其 初 值 联系 起 来 。 这 些 不 等 式 还 将 用 来 证 明 
二 阶 双 曲 型 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 。 在 $7.5 ,我 们 将 在 虚空 空间 解 
的 小 扰动 下 证 明 虚 空空 间 的 约 化 Einstein 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 。 
然后 ,我 们 将 初始 曲面 分 割 为 近似 平 直 的 小 区 域 ,并 将 各 小 区 域 上 的 解 
连接 起 来 ,从 而 证 明 虚 空空 间 解 对 任意 初 值 都 具有 局 部 存在 性 和 唯一 
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性 。 在 $7.6 ,我 们 证 明 对 给 定 初 值 存在 唯一 极 大 虚空 空间 解 ,而 且 ,在 
某 种 意义 上 ,这 个 解 将 连续 依赖 于 初 值 。 最 后 ,在 8 7. 7 ,我 们 说 明 如 何 
将 这 些 结果 推广 为 包含 物质 的 方程 的 解 。 


7.1 问题 的 本 质 


引力 场 的 Cauchy 问题 在 以 下 三 个 重要 方面 不 同 于 其 他 物理 场 的 
Cauchy 问题 : 

(1 ) Einstein 方程 是 非 线性 的 。 事 实 上 , 它 在 这 方面 与 其 他 场 并 没 
有 太 大 的 不 同 ,因为 尽管 电磁 场 .标量 场 等 本 身 在 给 定时 空 内 服从 线性 
方程 ,但 在 考虑 它们 之 间 的 相互 作用 时 ,它们 也 构成 非 线 性 系统 。 而 引 
力 场 的 独特 性 质 在 于 它 是 自 相互 作用 的 :即使 不 存在 其 他 场 , 它 仍 是 非 
线性 的 。 这 是 因为 引力 决定 它 本 身 在 其 中 传播 的 时 空 。 为 了 获得 这 种 
非 线性 方程 的 解 ,我 们 采用 迭代 方法 来 处 理 近似 线性 化 的 方程 ,可 以 证 
明 ,这 些 线性 方程 的 解 在 初始 曲面 的 某 个 邻 域 上 是 收敛 的 。 

(2) 在 流 形 . 上 ,如 果 存 在 一 微分 同 胚 6. WH >AM 将 g 变换 为 
&(b.8:=8,) , 则 称 度 规 g 和 g, 在 物理 上 是 等 价 的。 显然 ,g, 满足 
场 方程 当 且 仅 当 g, 也 满足 。 因 此 , 场 方程 的 解 只 能 唯一 确定 到 一 个 微 
分 同 胚 。 为 了 获得 度 规 等 价 类 中 代表 某 个 时 空 的 确定 元 素 ,我 们 引 人 
一 固定 的 “背景 " 度 规 ,并 为 物理 度 规 g 关于 背景 度 规 & 的 协 变 导数 设 
定 四 个 “规范 条 件 ” 。 这 些 条 件 消除 了 构造 场 方程 解 的 微分 同 胚 的 四 
个 自由 度 ,并 产生 度 规 分 量 的 唯一 解 。 这 些 条 件 类 似 于 用 来 消除 电磁 
场 的 规范 自由 度 的 Lorentz 条 件 。 

(3) 由 于 度 规 决 定时 空 结构 ,因此 我 们 不 能 预先 知道 初始 曲面 的 
相关 区 域 ,从 而 也 就 不 知道 在 什么 区 域 来 确定 方程 的 解 。 我 们 只 知道 
一 个 带 一 定 初始 数据 的 三 维 流 形 S ,我 们 要 做 的 则 是 寻找 一 个 四 维 流 
HM ,—-TPRABH 0:7 >. 0 Aid 上 的 度 规 g。 这 里 g 应 满足 
Einstein 场 方程 ,与 60(. SY ) 上 初 值 一 致 ,从 而 使 9(. ) 为 .UM 的 Cauchy 
曲面 。 我 们 将 (.W ,9,g) ,或 简单 地 说 就 是 .W , 称 为 (. ,ww) 的 一 个 发 
展 。 如 果 存 在 A 到 .W ' 的 微分 同 胚 a 使 .Y 的 像 逐 点 固定 ,并 将 多 
变换 为 g( 即 9- "a '0' 为 .> 的 恒 等 变 换 ,而 a,g’ =g), WERC 0) h 
田 一 个 发 展 (.W ',0',g') 为 .UY 的 扩展 。 我 们 将 证 明 , 只 要 初始 数据 @ 
满足 . 的 某 种 约束 方程 , 则 存在 (.Z,w) 的 发 展 ,进而 存在 作为 
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(了 ,w) 的 任意 发 展 的 扩展 的 极 大 发 展 。 注 意 ,通过 运用 这 些 概 念 来 表 
IÈ Cauchy 问题 ,我 们 能 自由 构造 微分 同 胚 , 因 为 任何 发 展 都 是 其 自身 
的 任何 将 S 的 像 逐 点 固定 的 微分 同 豚 的 扩展 。 


7.2 24 Einstein 方程 

在 第 2 章 里 ,Ricci 张 量 是 由 度 规 张 量 的 各 分 量 坐 标的 偏 导 数 来 表 
示 的 。 就 本 章 目 的 说 ,更 方便 的 是 得 到 一 个 适用 于 整个 流 形 .4 而 不 
只 是 适用 于 各 坐标 邻 域 的 表达 式 。 为 此 ,我 们 不 仅 引 人 物理 度 规 g, 还 
引入 背景 度 规 8。 对 这 两 种 度 规 , 我 们 必须 仔细 区 分 其 协 变 指 标 和 道 
变 指标 。( 为 避免 混淆 ,我们 暂 不 用 升降 指标 的 约定 。)g 和 名 的 协 变 和 
道 变形 式 由 下 式 关 联 

9° Ia =6°, =0"0,.。 (7.1) 

为 方便 起 见 ,我 们 将 度 规 的 道 变形 式 多 取 作 基 本 量 , 而 将 其 协 变形 式 
gu 视 为 它 通过 (7.1) 式 导出 的 量 。 利 用 背景 度 规定 义 的 交错 张 量 
Fans LHR RR: 


Ia = TA “9° 7g Ë ( detg ) Mace: iNeag > (7.2) 


这 里 (detg) >’ = 和 ?gg GË N acei Nidi 
是 多 在 名 的 规范 正 交 基 下 的 分 量 的 行列 式 。 
g 定义 的 联络 工 与 名 定义 的 联络 荆 之 差 是 一 个 张 量 , 它 可 用 g 对 
广 的 协 变 导 数 表示 为 (参见 $3.3): 
6 |i =I", 一 T 
= FI alIa” - 91:8", 6 = 9.5" &";), (7.3) 
其 中 我 们 用 短 紧 线 来 标记 对 工 的 协 变 微分 ,用 符号 8 标记 g 和 名 定义 
的 量 之 差 。 于 是 ,根据 (2.20) 式 ,有 
6R,, = 8T" yy -OT +6T OV -56T 5T pa (7.4) 
因此 ， 
if R? -到 =g"g"8R, +2899 R, - 69"5g"R, _ 
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1 sg” R -1+ 9% (sgih, + groR,) 
— 7 69° R — 7-9" (60 Rs + GOR, 


1 可 al ile 1 al i ij £ 
= 59°89 My TOW to Vi -gag 8g \;;) 


+ (关于 59g"; 和 69? 的 项 )， (7.5) 
v=o". -F g" 94.0" = (det g) “'((det g)g"),, = (det g) 1p", 
(7.6) 
和 p" =(det g)d9". 


下 面 我 们 来 约 化 Einstein 方程 。 选 取 适 当 的 背景 度 规 $, 将 
Einstein 方程 表示 为 如 下 形式 
R” — Rg" =3{R" - zo") +R" -La R=8aT”o (7.7) 
我 们 将 它 看 作 由 g 及 其 一 阶 导 数 在 某 初始 面 的 值 来 确定 g 的 二 阶 非 线 
性 微分 方程 组 。 当 然 , 为 完备 系统 ,我们 还 需 确定 那些 支配 构成 能 量 - 
动量 张 量 1 的 物理 场 的 方程 。 然 而 ,即使 这 些 都 有 了 ,我们 仍然 无 法 
得 到 一 个 依据 初 值 和 一 阶 导数 来 唯一 决定 时 间 演 化 的 方程 组 。 其 原因 
在 于 ,如 前 所 述 ,Einstein 场 方程 的 解 只 能 唯一 确定 到 某 个 微分 同 胚 。 
为 获得 确定 的 解 ,我 们 为 g 关于 背景 度 规 名 的 各 阶 协 变 导 数 外 加 四 个 
规范 条 件 , 以 消除 构造 微分 同 胚 的 自由 度 。 我 们 将 运用 所 谓 “ 谐 和 ”条 
件 
y’ =", =0, 
它 类 似 于 电磁 场 中 的 Lorentz 规范 条 件 4 ,, =0。 由 这 一 条 件 我 们 
得 到 约 化 Einstein 方程 
gb" ;+ (KF OA HIM) =16rT” -2R* +9°R, (7.8) 
HT. 8) RAWILAE” aC“), EE” a Einstein 算 子 。 对 适当 形 
式 的 能 量 -动量 张 量 T, 这些 方程 是 二 阶 双 曲 型 方程 ,我 们 将 在 8$7.5 
说 明 其 解 的 存在 性 和 唯一 性 。 我 们 还 需要 检验 谐 和 条 件 是 否 与 Ein- 
stein 方程 相 容 , 就 是 说 ,通过 假定 4”1, 为 零 来 从 Einstein 方程 导出 
《7.8) 。 我 们 现在 要 证 明 的 是 ,方程 (7.8) 生 成 的 解 的 确 具 有 这 种 特 
性 。 为 此 ,微分 (7.8) 并 缩 并 ,得 到 如 下 形式 的 方程 : 
Oey BOY + COW = 160 T” a, (7.9) 


这 里 ,分 号 表示 对 g 的 微分 , 张 量 B* 和 C MRF", RY, GA 
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9" 0 HE(7.9) TRAKF y 的 二 阶 线性 双 曲 型 方程 。 由 于 上 式 右 
边 为 零 ,我 们 可 用 这 类 方程 的 唯一 性 定理 (命题 7.4.5) 来 证 明 , 如 果 
w 及 其 一 阶 导数 在 初始 面 上 为 零 , 则 y 处 处 为 零 。 在 下 节 我 们 将 看 
到 ,这 一 点 可 由 适当 的 微分 同 胚 来 实现 。 

我 们 还 必须 证 明 , 由 添加 谐 和 规范 条 件 得 到 的 唯一 解 通过 微分 同 
胚 与 相同 初始 数据 的 Einstein 方程 的 其 他 解 相关 联 。 我 们 将 在 87.4 
通过 选取 特殊 的 背景 度 规 来 证 明 这 一 点 。 


7.3 初始 数据 


由 于 方程 (7.8) 是 二 阶 双 曲 系统 ,为 求 其 解 我 们 似乎 需要 先 规定 
g* 和 gi.u 在 初始 面 9(.Z ) 上 的 值 ,这 里 w RRR OCS ) 相 切 的 
向 量 场 。 然 而 ,并 非 所 有 20 个 分 量 都 重要 或 独立 :有 些 分 量 可 任意 赋 
初 值 而 不 改变 解 的 性 质 ,它们 至 多 相差 一 个 微分 同 胚 ,还 有 些 分 量 则 需 
要 服从 一 定 的 相 容 性 条 件 。 

考虑 使 8(.9 ) 逐 点 固定 的 微分 同 胚 w:. od, ERR p., 
将 点 pe OS ) 的 g" 变 为 点 p WRK wg”. MB n, eT, ERF 
OCS )( 即 对 任 一 与 90(.9 ) 相 切 的 WW eT, 有 nV =0) 且 归 一 化 为 
n.g“ns = -1, 则 通过 适当 选取 ,可 使 nu. g RTS p 的 任 一 不 与 
OCS ) 相 切 的 向 量 。 因 此 分 量 ng” 是 无 关 紧要 的 。 另 一 方面 ,由 于 
使 90( .9 ) 逐 点 固定 , 故 . 光 上 的 诱导 度 规 As =0* gs 保持 不 变 。 于 是 ,为 
确定 解 ,我 们 只 需 给 定 g 在 6(.Z ) 上 的 这 一 部 分 。 其 他 分 量 ng”* 则 可 
任意 给 定 ,至 多 使 解 差 一 个 微分 同 胚 。 换 个 角度 来 看 这 一 点 ,可 以 回想 
一 下 ,我 们 曾 用 虚空 三 维 流 形 .上 的 特定 数据 来 建立 Cauchy 问题 , 然 
后 寻求 将 其 嵌入 某 个 四 维 流 形 .KN， 现 在, 我们 不 能 在 .上 定义 像 g 
那样 的 四 维 张 量 场 ,而 只 能 定义 一 个 三 维度 规 h, 我 们 将 认为 它 是 正定 
的 。h 的 逆 变 和 协 变形 式 由 下 式 联 系 ; 

h”h,, =68°., (7. 10) 
RES, SY AWS. BLA OF ha BRN OCS ) LARK 
HH 0h” HAEA 

n.0, h” =0, (7.11) 
HF no” PERH, RITES) 上 定义 g: 
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g? =0.h® ue, (7.12) 
其 中 w 是 0(.98 ) 上 处 处 不 为 零 或 与 Y ) 相 切 的 向 量 场 。 用 (7. 1) 
REN as ,我 们 有 
hy =0°9u, ng” = -nu u’, gouu= -lo (7. 13) 
因此 , ho 是 8 在 .7 上 诱导 的 度 规 , w 是 度 规 g 下 垂直 于 OY) WE 
位 向 量 。 

232 一 阶 导数 g” sx: 的 情形 是 类 似 的 :通过 适当 的 微分 同 胚 ,msg” si 
可 任意 赋值 。 但 现在 这 里 出 现 了 新 的 复杂 性 ,就 是 g”. 不 仅 依赖 于 g 
而 依赖 于 A 的 背景 度 规 g。 为 了 只 用 定义 在 S 上 的 张 量 场 来 描述 g 
的 一 阶 导数 的 主要 部 分 ,我们 处 理 如 下 :在 .多 上 规定 一 个 对 称道 变 张 
量 场 X*。x” 在 艇 入 下 被 映射 为 9(.7 ) 上 的 张 量 场 9,x” ,我们 要 求 它 
FTE g 下 子 流 形 6(.Y ) 的 第 二 基本 型 ( 见 $2.7)。 由 此 得 

OX? =0,h 0h (u'g..) 4 
=O, h°O h ( (ug...) 4 -8T ugy)o (7.14) 
由 (7.3) 式 ,我 们 有 


a 1 ac ij i i 
0.x ' = 0. gh ( -JaJa ye + uu + Git 4) o (7.15) 
反 过 来 ,也 可 用 0.x” 来 确定 eu’: 


Fg" = -0.X" +00 hg, uy +u W, (7.16) 


EW BOS ) 的 某 个 向 量 场 。 通 过 适当 的 微分 同 胚 w, 可 给 它 赋 以 
任意 需要 的 值 。 

张 量 场 hh 和 Xx” 不 能 完全 独立 地 在 S 上 规定 。 因 为 ,用 mm RA 
Einstein 方程 (7.7) ,得 到 四 个 不 含 guiw (Bll g 在 .9 外 的 二 阶 导 
数 ) 的 方程 。 因 此 ,在 g”, 9” .u W nT 之 间 必 存在 四 个 关系 。 用 
(2.36) 和 (2.35) 式 ,这 些 关系 可 表示 为 三 维 流 形 .里 的 方程 : 

x" pahe -x pehea =8TO (Taut) ， (7.17) 


FR + ha) -x x hahu) =870* (Tautu), (7.18) 
其 中 双 竖 线 站 表示 S EIEH h 的 协 变 微分 ,及 是 h 的 曲率 标量 。 
因此 ,确定 解 所 需要 的 S 上 的 数据 o, 由 物质 场 的 初始 数据 ( 例如 


在 标量 场 情形 下 , 它 包 括 .多 上 两 个 代表 中 值 及 其 法 向 导数 的 函数 ) 
和 服从 约束 方程 (7. 17 -7. 18 ) 的 两 个 SEM KER h My” 组 成 。 
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这 些 约束 方程 是 曲面 . 光 上 的 椭圆 型 方程 ,它们 为 (和 2 , x) h12 个 独 
立 分 量 设 定 了 4 个 约束 。 在 此 情形 下 可 以 证 明 ,我 们 能 独立 给 定 其 中 


的 8 个 分 量 , 然 后 求解 约束 方程 即 可 得 到 其 余 4 个 分 量 ,参见 Bruhat 3 


(1962 ) 。 我 们 称 满足 这 些 条 件 的 一 对 (.ZF , o) 为 初始 数据 集 。 然 后 我 
TEES BA BERS g 的 某 个 适当 的 四 维 流 形 . V ,并 对 适当 选取 的 w， 
由 (7. 12) 式 定义 OCS ) 上 的 g”。 RI u BOW gn, GRE, uo 在 度 
Me 和 名 下 均 为 垂直 于 OY) 的 单位 向 量 。 我 们 还 要 利用 在 (7. 16) 
式 定 义 的 ghu 下 选择 W 的 自由 ,来 使 巡 在 69(.F ) 上 为 零 。 这 要 求 


e e 1 C e 
w’ = - g" aab h” +7 GeiG" 18h” 


+" (gab X -gu gh) 。 (7.19) 
(ER, (7.19) RENA SBS OY) 相 切 ,因为 事实 上 我 们 只 在 
6(. 光 ) 上 定义 了 相关 的 场 。) 为 保证 y Abb WE TRE Ry’ .wu 在 
OS) EAS. Rit, REALE Einstein 方程 (7.8) 在 OCS ) 上 成 立 ， 
这 一 点 可 以 从 约束 方程 得 到 。 于 是 接 下 来 我 们 可 以 在 度 规 为 名 的 流 形 
M 上 求解 二 阶 非 线性 双 曲 系统 (7. 8 ) 。 
(注意 ,有 10 个 这 样 的 关于 由 的 方程 ,在 证 明 这 10 个 方程 的 解 的 
存在 性 时 ,我们 不 将 其 分 成 一 组 约束 方程 和 一 组 演化 方程 ,因此 不 存在 
是 否 保 留 约束 方程 的 问题 。) 


7.4 二 阶 双 曲 型 方程 


本 节 重 述 Dionne(1962) 给 出 的 有 关 二 阶 双 曲 型 方程 的 一 些 结果 。 
它们 将 被 推广 并 应 用 到 整个 流 形 ,而 不 仅仅 是 某 个 坐标 邻 域 。 这 些 结 
果 还 将 在 后 面 的 章节 里 用 于 证 明 一 个 初始 数据 集 (.F, w) 的 Cauchy 
发 展 的 存在 性 和 唯一 性 。 

首先 引 人 一 系列 定义 。 我 们 用 拉丁 字母 表示 多 重 逆 变 或 协 变 指 
标 ,这 样 (r,s) 型 张 量 将 写 为 K'), 这 里 用 |1| =r 表示 多 重 指标 1 所 代表 
的 指标 的 数目 。 我 们 引入 .WN 上 正定 度 规 eu ,并 定义 


= sae I ab cd |, | pa 
Cr = Ogee cd Cog? e =e e e 9 
— —— 
Fr 项 r 项 


其 中 | 中 = |J|=r。 然 后 将 的 大 小 |K',|( 或 简 记 为 |K|) 定义 为 
(K', K'wene”)'”, 其 中 重复 的 多 重 指标 表示 对 它们 所 代表 的 所 有 指标 


N 


34 
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HEH. Ki lD” K, (REA DKEA |K ul ElL] =m, 
1 和 前 面 一 样 表示 对 名 的 协 变 微分 。 

SINKE M 中 具有 紧 致 闭 包 的 M ORAL, REM 
Ky. A ,为 


[X |, Core’, Dao} 
这 里 do 为 e 在 .f' 上 诱导 的 体积 元 。 我 们 再 用 同样 的 表达 式 定义 
上 攻 ,. 太 站 ,这 里 仅 取 与 . 恩 相 切 的 方向 的 导数 。 显 然 ， 


IK, A la> IK, Æ Tao 
这 样 , Sobolev 空间 W" (r,s, 4) (或 简 记 为 WSEH 
(r,s) 型 张 量 场 K') 的 向 量 空间 ,其 值 和 (分 布 意义 上 的 ) 导 数 在 .上 几 
乎 处 处 有 定义 ( 即 可 能 除了 一 个 测度 为 零 的 集合 ,在 本 节 其 余部 分 , 几 


乎 处 处 可 以 这 样 来 理解 “几乎 处 处 ") , 且 || K'), A i 有 限 。 具 有 范 


Bd ll, 的 Sobolev 空间 是 Banach 空间 ,其 中 (r,s) 型 C" KH 
场 构成 稠密 子 集 。 如 果 e' 是 M 上 另 一 连续 正定 度 规 , 则 存在 正常 数 
C, AC, ,使 得 在 .上 有 

CIK|s|K|'sc,|K’,| 


并 有 CK I SK Dn SOR A Tine 


因此 , | ,六 外。 是 等 价 的 范 数 。 类 似 地 , 另 一 个 C" 背景 度 规 名 
也 将 给 出 一 个 等 价 范 数 。 事 实 上 , 从 下 面 两 条 引 理 可 知 , 如 果 
BW" (A) Am 大 于 .的 维 数 , 则 由 他 定义 的 协 变 导 数 得 到 的 范 
数 也 是 等 价 的 。 

现在 我 们 引述 关于 Sobolev 空间 的 三 个 基本 结果 , 其 证 明 可 从 
Sobolev( 1963) 给 出 的 结果 中 导出 。 这 些 结果 对 .大 的 形状 有 一 定 要 


求 。 其 充分 条 件 为 ,对 边界 .人 的 每 一 点 p, 应 能 在 .天 中 嵌入 一 个 以 p 
为 项 点 的 n 维 半 锥 。 这 里 n 是 .1 的 维 数 。 特 别 是 ,如 果 边界 3 是 
光滑 的 , 则 这 个 条 件 将 得 到 满足 。 


=s 引 理 7.4.1 
存在 正常 数 已 (取决 于 .人 ,ee 和 名) 使 对 2m >n 的 任 一 场 ， 
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Ke W'S) (n ES WERO, ES E, [KI SP, |K, 47 lh no 


根据 这 条 引 理 和 .上 所 有 连续 场 K') 的 向 量 空间 为 具有 范 数 
sup |K| 的 Banach RRK, EK  W"( IS) ,这 里 2m >n, WK’, 在 


N EES. FAG ER) WS) SUK, EA EE C 的 。 


引 理 7.4.2 
存在 正常 数 P, (MAF oS, e 和 名 ) 使 对 任意 场 K')， 
LoeW" (A )( 这 里 4m 宕 n)， 
| Ky Lg, Flo SS Pa (E, A IL, A ne 


从 这 条 引 理 和 前 一 引 理 可 知 , 若 n<4 而 2m >n, 则 对 任意 两 个 场 
K' ,Loe WS) ,乘积 Ki Lo EAF WA) A 


引 理 7.4.3 
WR 了 "是 光滑 大人 .4 中 的 (n -1) 维 子 流 形 , 则 存在 正常 数 P， 
(取决 于 , .4 ",e 和 名 ) 使 对 任意 场 K')e WU), 
|K, .A fa SPIK, Allasio 


我 们 来 证 明 , 当 h”e WI OS) xt WS) BY a 为 任 
BENZO, RRR 0) 发展 的 存在 性 和 唯一 性 。( 如果 SY 
JER WR EW" CS ) 的 意思 是 ,对 .的 任 一 带 有 紧 致 闭 包 的 
FEN AR? W”"(.A')。) 这 种 情形 的 一 个 充分 条 件 是 ,在 SY Eh” 
BC 的 而 xX* EC 的 ;由 引 理 7.4.1, 必 要 条 件 是 ,h* 是 C?* 的 而 
xX” 是 C'*'" 的 。 对 每 个 光滑 类 空 曲面 和 ,我 们 得 到 的 g* 的 解 属于 
WCH) O ta NFRA R, B gE a 上 是 C2*2 的 。 

对 诸如 激 波 的 情形 (其 中 的 解 在 正常 超 曲面 上 的 行为 将 偏离 
W) ,这 些 可 微 性 条 件 可 适当 放宽 , 见 Choquet - Bruhat(1968 ) ,Papape- 
trou 和 Hamoui( 1967) , Israel (1966) , 和 Penrose (1972a)。 但 对 偏离 普 
HE ASM AUER, BY ,@w) 发 展 的 存在 性 和 唯一 性 而 * 
BW 条 件 是 对 以 前 工作 的 改进 (Choquet - Bruhat (1968 ) ) ,但 还 是 比 
我 们 期 望 的 要 强 ,因为 只 要 度 规 是 连续 的 且 其 一 般 化 导数 是 局 部 平方 





2 


we 
a 
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可 积 的 ( 即 只 要 g 是 C WA W 的 ) ,Einstein 方程 就 能 在 分 布 意义 上 
定义 。 田 一 方面 ,p 小 于 4 的 任意 W 条 件 不 能 确保 测 地 线 的 唯一 性 ， 
或 者 说 ,p 小 于 3 的 任意 W 条 件 不 能 确保 测 地 线 的 存在 性 。 我 们 的 看 
法 是 ,这 些 可 微 性 条 件 的 差别 并 不 重要 ,因为 根据 $3. 1 的 解释 ,时 空 
模型 完全 可 以 认为 是 C” 的 。 

ATERS , 0) 发 展 的 存在 性 和 唯一 性 ,我 们 现在 通过 类 似 在 
§4.3 建立 守恒 定理 的 方式 ,为 二 阶 双 曲 型 方程 建立 一 些 基 本 的 不 等 
式 ( 引 理 7.4.4 和 7.4.6)。 

考虑 形 如 X xR 的 流 形 .WN, 这 里 N 是 三 维 流 形 。 令 WH 是 .HN 
的 带 紧 致 闭 包 的 开 集 ,其 边界 为 92 ,并 与 OF (0) 相交, 这 里 OH (1) # 
WAX xit), teR', SUAU (1') 分 别 表示 YW 的 i=0 Mt 
20 部 分 (图 48)。 在 YW, KSE HCC 背景 度 规 ,e WC 正定 度 规 。 
我 们 来 考虑 张 量 场 K'j, 它 服从 如 下 形式 的 二 阶 双 曲 型 方程 : 

L(K) =A? K' pa +B” gK? pa +C” uK p =F", (7.20) 
其 中 A 是 多 .的 Lorentz 度 规 ( 即 符 号 差 为 +2 的 对 称 张 量 场 ) ,B,C 和 
F 为 张 量 场 ,其 类 型 由 各 自 的 指标 表征 ,| 表示 对 度 规 名 的 协 变 微分 。 


引 理 7.4.4 
如 果 (1)62 mn U, Xt A 是 非 时 序 的 ; 
(2) 存 在 茶 个 Q >0 使 在 %, 上 ， 


b 
4 tata -0 


和 A°WLW,20,e°W,W, 
对 任意 满足 4" uW, =0 的 形式 W 成 立 ; 
(3) 存 在 某 个 0, 使 在 WY, 上， 


IAl<0，|IDAI<s0，|IBI<0，1Ccl<0,， 
则 存在 某 个 正常 数 Pi (取决 于 2 ,€,8,0, AQ.) ,使 对 (7. 20) 的 所 有 


K, ,有 


IK, Æ (DNY, hE K, Æ (0) NY, |, + FLY (t) Yolo 


通过 类 比 单位 质量 标量 场 的 能 量 -动量 张 量 ( 8 3. 2) RATT HK’, 
构造 “能 量 张 量 "S”; 
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s”? = {(4°4" - sata) KR! eK? Qid 一 FA" KK? 0 Jeep. 


(7.21) 





图 48 多 是 .用 = 党 x 玉 中 带 紧 致 闭 包 的 开 集 。 妈 是 和 的 上 >0 
的 区 域 ,il (1') 是 的 1=0 与 1=t' >0 之 间 的 区 域 。 


张 量 8“ 服 从 度 规 A 下 的 主 能 量 条 件 ( 8 4.3) ( 即 如 果 W, 对 A 是 类 时 
的 , 则 SHW, W, =0 H SY, 对 A 非 类 空 )。 另 外 ,由 条 件 (2) 和 (3) , 存 
在 正常 数 0; 和 0, ,使 

Q,(|K)? + |DK|?) <S"2,,t,,<@,(|K|? + |DK|?), (7.22) 
现在 我 们 将 引 理 4. 3. 1 用 于 5”, 将 和 &, 取 为 紧 致 区 域 FH g E 
义 的 体积 元 do 和 协 变 微分 : 


8 


b a ab A 
Shta dô, < on tad, 


hoar. 
+ Prenar. (PS”t,, + S*,,) der, de’, (7.23) 


其 中 P 是 独立 于 Sh 的 正常 数 。( 由 于 取 曲 面 % (1) HBT do, Ht, 
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同 向 , 即 dor, = 4d ,这 里 dz 是 X(t) 上 的 正定 测度 , 故 上 式 右边 第 
一 项 符号 改变 。) 由 于 e 和 名 连续 ,存在 正常 数 OQ, MQ, REN, 上 
Qdo sdë <Q,.do, (7.24) 
这 里 do 是 e 在 X (t) 上 诱导 的 面 元 。 因 此 ,由 (7.22) 和 (7.23) 式 , 存 
在 某 个 0, 使 
IK (DNV, MERE NK, Æ (OO) NV. h? 
+f UKA AU Ndr + fG uidor} 


(7.25) 
再 由 (7. 20) st 
So =A°K" pF” oe ep + (关于 K'， HK i. 的 带 系 数 A“, Aw, 
Ray, Beg PIC” EBM) ) 。 (7. 26) 
由 于 系数 在 V, 上 有 界 , 故 存在 某 个 Qs 使 
S” atia SOs] [F|?+|K|?+|DK|*}. (7.27) 


因此 ,由 (7.25) 和 (7.27) 式 ,存在 某 个 Q, 使 
WK, (1) NW I? SOIKOON i” 


+{ TEN NAU Nar + HF,Y (0) lèh 


它 有 形式 dx/di< 0Q, {x+y}, (7. 28) 
其 中 x) =f KÆ NY, rd, 
因此 ， x < e% [ew y(t") dt’, (7.29) 


由 于 y 是 1 的 单调 增 函 数 ,而 1 在 YW, 上 有 界 , 故 存在 某 个 Oo 使 
KSQ Yo 
MK, ONAK, SPs} K, (0) NY, | + IE, (i) llot, 
ix 
P, = (Oy +Qu)? 口 
有 了 这 个 不 等 式 ,我 们 立刻 可 以 证 明 线 性 的 二 阶 双 曲 型 方程 的 解 


的 唯一 性 。 这 里 线性 是 指 A,B,C 和 了 王 不 依赖 于 天 。 由 于 假定 了 K 
AIK", 为 方程 L(K) =F EXON 上 有 相同 的 初 值 和 一 阶 导数 条 
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件 下 的 解 , 我 们 可 将 上 述 结果 用 于 方程 L(K' - K’) =0, 从 而 得 到 
| K! -KK ,xX (1) NY, |} =0。 


BR, EV, EK =K, 2, RINA 


命题 7.4.5 

SA X.A RIC Lorentz 度 规 ,B,C H FARER, OC CAH 
对 A 的 类 空 非 因果 三 维 曲 面 。 那 么 ,如果 为 D1( RH, A WHEE, 
则 线性 方程 (7. 20) 在 Y ERBER NERE NITY ,A) 
上 的 值 唯 一 确定 。 


由 命题 6.6.7,D°' (XH, ABW X xR, qey, Nh AA 
6.6.6, JV OAJ 4) BSN, KIRE V, - 口 


因此 ,只 要 A 的 零 锥 与 时 空 度 规 g 的 零 锥 重合 或 处 于 其 中 , 则 服 
从 线性 方程 (7. 20) 的 物理 场 必 满足 8 3.2 的 因果 性 假设 (a)。 

为 了 证 明 方程 (7. 20) 的 解 的 存在 性 ,我们 需要 K 的 高 阶 导数 的 不 
等 式 。 现 在 我 们 假定 背景 度 规 至 少 是 C* 的 (这 里 a 为 非 负 整数 )， 
HRY E X O) NW AER AEE E 

A:(H (0 NY) x[0,t, ]>%, « 
IX Pt TA a FER: ES te] (0,2, ], 

Al (H(O) NW) t= HN YM, o 
我 们 这 样 做 ,是 为 了 使 引 理 7.4. 1 ~ 7.4.3 中 的 常数 P,P, A P, 对 曲 
MH (t)OW ALR P, P, A P, 


引 理 7. 4.6 240 
如 果 引 理 7.4.4 的 条 件 (1) 和 (2) 满 足 , 且 如 果 
(4) 存 在 某 个 Q 使 
PASM. Masa <03, |B, X, |] 3,4 <03, | C,H 5.4 <03 
(由 引 理 7. 4. 1, 这 个 条 件 隐 含 了 条 件 (3) ) , 则 存在 正常 数 P;,( 取 
RFU ,e,8,0,0, 和 Qs) 1 
(KÆ OD NU, Nara Psal IK, Æ ONY, lasa t [FW (1) 有 os 
(7.30) 
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由 引 理 7.4.4, 我 们 有 关于 及 ,% ONV, l 的 不 等 式 。 为 了 得 
到 ||[K,2Ut) OW, ||. 的 不 等 式 ,我 们 构造 关于 一 阶 导数 Ki 的“ 能量” 
张 量 %“ ,然后 像 前 面 一 样 处 理 。 这 样 , 散 度 S", 可 通过 微分 方程 
(7.20) 来 计算 : 

Ss”, =A”K' paf” oe ep + (AFK, K pK pica 的 带 系 数 A“, 
AM, Rays Rangs Be os Be nas C oy 和 C onu PAT). 。 (7.31) 


除了 Bj 和 Cojis 可 能 例外 ,在 a=0 情形 ,所 有 这 些 系数 在 Y, 上 有 
界 。 在 曲面 % (1') NW, 上 积分 ,(7. 31) 式 中 包含 Boj4 的 项 为 


ab i dPR S ce QJ A 
- freon’ K ja B osie K pae e“ epd®, o (7.32) 


存在 某 个 常数 Q 使 对 所 有 上 ,(7. 32) 式 小 于 或 等 于 
ov | DB | | DK | | D’K |do 


1 
70s 


IN 


2g |2 2 2 
hn (IDK | + |DB|?|DK|?)do > (7.33) 


由 引 理 7.4.2， 


2 2 
henan, [DB |? | DK |*do 


< PP IB, ZG) AW LEIKKAA NY lè, 
其 中 ,由 条 件 (4) 和 引 理 7.4.3, |B, Æ ENAK, a< P0. KW 
地 ,包含 Css 的 项 也 有 界 。 故 由 引 理 4. 3. 1 ,存在 某 个 常数 0, ,使 
(CIDKI+ 1DKP)dar < Qf f n, IDK}? + |DK|?)do 


bonn. AOON, 


+f IK, G AOK de +f DF Pdo}, (7.34) 
由 引 理 7. 4.4, 
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2 , y 2 
bionn |K|*do < |K, Æ) NX, Il 
<2P| K, (0) AUN + EUO ele (7.35) 


将 它 加 到 (7.34) 式 ,得 
IK, ONK |< Qf 1K, X (0) NW]. 
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+ [ECO NW lèd + EO èh (7-36) 
这 里 0。 = 0, +2P,。 根 据 类 似 引 理 7. 4. 4 的 论证 ,存在 常数 0; ,使 
|K, ZONY, |.<Q,1 | K, (0 ma + E,Z (t) lito 
(7. 37) 
由 引 理 7.4.1, 在 上 有 
IKI<P,Q,} | KX (ONY ,+ E,Z (£) lot. (7.38) 
利用 这 个 关系 ,我 们 可 以 通过 类 似 的 过 程 建立 关于 K, (2) NY, b 
的 不 等 式 。 这 时 ,能 量 ” 张 量 的 散 度 给 出 如 下 形式 的 项 : 
Q funny (DKI? + [DBI DK] dos (7.39) 
由 引 理 7. 4.2, 上 式 第 二 项 以 下 式 为 界 
Qs P3 |B, H(t) N%, |s K, ZONU, I, 
由 条 件 (4) ,这 里 | BLOC ONU, |, 对 几乎 所 有 4' 值 有 定义 , 且 对 4 
平方 可 积 。 这 样 RTA |K, (1) AY, ,的 方式 得 到 关于 
IK, (i) 0%, ls 的 不 等 式 。 对 更 高 阶 导数 的 处 理 也 类 似 。 口 


推论 
存在 常数 P, ,和 P, ,使 
IK, () NY, lara Poa! IK, (0) NU + 
I Knee” ,2 (0) OW ssa + IE, |;,,!, 
和 l K,%, I 4+a <P,,| jal} 9 
其 中 ww 是 光 (0) 上 某 个 处 处 不 与 % (0) 相 切 的 CO" 向 量 场 。 


由 (7.20) 式 ,K 在 曲面 % (0) 外 的 二 阶 和 高 阶 导 数 可 用 下 及 其 在 ” 
(0) 外 的 导数 、Ki,u" AUK 在 曲面 XY (0) 上 的 导数 来 表示 。 由 引 理 
7.4.3, 

IA, (0) NW ilaa < P30, 


|B,7 (0) ma lla < P30,, 
(7.40) 
I C, 4 (0) NY I 2ta < P,Q;, 


LE, (0) NW laa < Ps (E, Uses 
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于 是 存在 常数 0, ,使 
IK, (0) NW laa El PKC OO NY Farat 


|K paut FO) NW + E,Z fs}e (7.41) 
第 二 个 结果 也 立即 可 得 ,因为 1 在 HW, 上 有 界 。 o 


现在 我 们 来 证 明 形 如 (7. 20) 的 线性 方程 的 解 的 存在 性 。 首 先 假 
定 ,A,B,C,F,a 和 多 的 分 量 在 坐标 邻 域 V EAJRI x,a, 
和 和 =t) 的 解析 函数 ,并 认为 初始 数据 天， = 9K’, 和 天 ae = iK’, 在 
KH (ONAY EERI r, 和 x 的 解析 函数 。 于 是 ,由 方程 (7. 20), 
我 们 可 根据 % (0) AK 和 ,KK 的 导数 来 计算 K 在 曲面 (0) 外 的 分 
HLA td Ba" (K), a°(K',)/at’ ox' ,0 (K'))/98 ,等 等 。 这 样 ,我 
们 可 将 K') 表示 为 关于 坐标 原点 p 的 x' ,x 0° 和 + 的 正常 震级 数 。 由 
Cauchy — Kowaleski 定理 ( Courant and Hilbert (1962) ,39 页 ) ,这 个 级 数 
在 某 个 坐标 半径 7 的 球 内 收敛 ,从 而 给 出 (7. 20) 在 给 定 初始 坐标 条 件 
下 的 解 。 现 在 我 们 从 a 的 C” 坐标 卡 集 来 选取 一 个 解析 坐标 卡 集 , 用 


坐标 卡 集中 形 如 Y (r) 的 坐标 邻 域 来 覆盖 OC (0) NW ,并 像 上 面 那 
样 ,在 每 个 坐标 邻 域内 构造 一 个 解 。 这 样 ,我 们 即 对 某 个 i。>0, 在 区 域 
U (bs) 上 得 到 一 个 解 。 然 后 对 OP (t,) 重复 上 述 过 程 。 由 Cauchy - 
Kowaleski EH IIR RRUAR t,e 的 相 邻 两 个 间隔 的 比值 与 初 值 无 
关 , 故 这 个 解 可 通过 有 限 步 扩展 到 整个 VN, 。 这 就 证 明了 线性 方程 
(7. 20) 在 系数 . 源 项 和 初始 数据 均 为 解析 时 的 解 的 存在 性 。 下 面 我 们 
去 除 解析 性 这 一 要 求 。 


命题 7.4.7 

WRR), (2) 和 (4) 成 立 , 且 如 果 

(5S)FeW'(%, ); 

(6) KeW*"( ¥#(0)NY),,KeW'*( H(0)NY), 
则 线性 方程 (7. 20) 存 在 唯一 解 Ke WHY, ) ,使 在 X (0) E,K, = 
ok’, 和 K' pau“ = 1K')o 


我 们 这 样 来 证 明 这 个 结果 :用 解析 场 来 逼近 系数 和 初始 数据 ,然后 
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证 明 所 得 到 的 解析 解 收敛 于 一 个 场 ,这 个 场 就 是 给 定 方程 在 给 定 初始 
条 件 下 的 解 。 令 A,(n=1,2,…) 是 WY 上 的 一 个 在 WU, ) 内 强 收 
ATF A 的 解析 场 序列 。( 说 A, E W ARRAT A, Æ || A, - All, 


收敛 于 零 。) 令 B,，C, AK, EW, EEWO, ) ASPB B, 


CAF HRB. ASK, ALK, 是 和 (0) nmS& 上 分 别 在 
PROB W CA COY AN ARS PoE 和 WK MENA 
B. Wn 的 每 个 值 , 存在 方程 (7.20) 在 初 值 条 件 K,'， a 
K, nat’ = 有 下 的 解析 解 K,。 由 引 理 7.4.6 的 推论 , 当 n 一 % 
IK, Y, | 4,。 有 界 。 因 此 ,由 Riesz (1955) 的 定理 ,存在 场 K < 
WCU, ) ALK, 的 子 序列 KK, ,使 D'K,. 对 每 个 b, O<b<4 +a， 弱 收敛 
于 DK。( 说 .A 上 一 系列 场 1,') 弱 收 敛 于 凡 ,是 指 对 每 个 C* 场记 有 
[tel Lido f T, Pdo) 

由 于 A,,B, AC, 在 下 (2 ) ASHIK ALB 和 C, 故 
sup|A~A,|, sup |B -B, |M sup|C-C, HFF. itt, L(K.) 弱 
KAF L(K), {1 L (KK, ) 等 于 Fy, WRF E Ast 
L(K) =F, 4 #(0)NY E, Kyy WK, paut BBE K’ , MK pat", 
因而 后 者 也 必然 分 别 等 于 oK') 和 ,K';。 因 此 K 是 给 定 方程 在 给 定 初 
始 条 件 下 的 解 。 由 命题 7.4. 5 ,这 个 解 是 唯一 的 ,因为 每 个 K, 满足 引 
理 7.4.6 的 不 等 式 , 故 K 也 满足 。 o 


7.5 虚空 空间 Einstein 方程 的 发 展 的 存在 性 和 唯一 性 


现在 我 们 将 上 节 的 结果 应 用 于 广义 相对 论 的 Cauchy 问题 。 我 们 
先 处 理 虚 空空 间 的 Einstein 方程 ( 7” =0), 然后 在 $7.7 讨论 物质 的 
影响 。 

约 化 Einstein 方程 


E” (°) =8mTo - (总 - ho") (7. 42) 


是 准 线性 二 阶 双 曲 型 方程 。 就 是 说 ,它们 有 (7. 20) 的 形式 ,其 中 系数 
A,B 和 C 为 K 和 DK 的 函数 (实际 上 ,在 此 情形 下 , A” = 多 是 gs 的 
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函数 ,但 不 是 $6”,. 的 函数 ) 。 为 证 明 这 些 方程 的 解 的 存在 性 ,我 们 按 如 
下 方式 进行 : 取 某 个 适当 的 试验 场 $'“, 用 它 来 确定 算 子 的 系数 A,B 
和 C 的 值 ,再 用 这 些 值 来 解 规定 初始 条 件 下 作为 线性 方程 的 (7. 42) , 
以 得 到 新 场 $”。 这 样 ,我 们 有 了 从 o 到 VY 的 映射 a, 然后 我 们 证 
明 ,该 映射 在 适当 条 件 下 有 一 不 动 点 ( 即 存 在 某 个 由 使 a($) =). 
这 个 不 动 点 就 是 我 们 所 要 求 的 准 线性 方程 的 解 。 

我 们 将 背景 度 规 名 取 作 虚空 空间 Einstein 方程 的 解 ,将 曲面 


HONU MEV NW, 取 作 鱼 下 的 类 空 曲面 。 于 是 由 引 理 7.4.1, 存 
在 某 个 正常 数 0, ,使 如 果 对 a20 的 某 个 值 ,有 


OW, Waves Qa, (7.43) 
则 由 内 确定 的 系数 A',B' A C 对 给 定 的 0, AO, 值 满足 引 理 7.4.6 
的 条 件 (1) ,(2) 和 (4) 。 于 是 ,由 (7.41) 式 我 们 有 


PU, Wasa <Prat obs ONY Jara t iG OND Janto 
因此 只 要 


WT 1 - 
| PH (0) NW I 4+a FP ' 
1 
和 BH (0) NW i 34 “FTP ， (7. 44) 


则 映射 w: W (AL, YW (90, EW 90, ) 内 半径 为 r(r< 6,) 的 
PARR W(r) BRST EI SS, RITER, WME. 44) 式 成 立 旦 足够 小 ， 
则 a 有 不 动 点 。 
假定 办 和 中 处 于 Wr) A, 6" alp) Al O = 0( 6) HE 
Eip) =0, E, (p3) =0, 这 里 Ei 是 Einstein 算 子 , 它 带 有 由 o, 确定 
MAR A,B AC), Aut, 
E,'(,"-@,") = - (E,'-E,')(b"). (7.45) 
由 于 对 Wr) 内 的 四 ,系数 A1,B1 和 C1 可 微 地 依赖 于 和 Dg’ , 故 
存在 某 个 常数 0, EEV, 上 有 
[A’, ~A’, i<Q, lp’, =p | ， 
|B’, —B’,|<@,( 16’, -l+ DØ, -Dg’,|), | (7.46) 
IC’, -C’,1<Q,( CE 一 由 :| + 1Dd -Dg’, |)。 
因此 由 引 理 7.4.1 和 7.4.6, 我 们 有 
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| (E", -E',) (5) | <3rQ, P P71 P,.( 16", -ol + IDo -D4 |). 
现在 我 们 将 引 理 7. 4. 4 应 用 于 (7. 45 ) 式 以 得 到 结果 

61 -oU hEr 161 -oU lh, (7.47) 

其 中 0, BS rKKWETER. AEX EB Ro 在 模 

上 h FEKK alp) ads) h< by -e l), EE 

a (PEW (U) ATES FRA po H Riesz €, a" (Q) 


AFFABLE $ eW), io VREF o, HEW 
(AER Milita MT alp) RE 

lab) - a" (pi), U, hEr p-a (pi), U Iho 
4 no 时 ,上 式 右边 趋 于 零 。 这 意味 着 1 ald) -6,%, |, =0, 
alh) =p. APR a 是 收缩 的 , 故 不 动 点 在 WW(7) 内 了 唯一。 这样 我 
们 就 证 明了 : 


命题 7.5.1 
如 果 多 是 虚空 空间 Einstein 方程 的 一 个 解 , 则 当 


ob, H OO NW fs 和 lb, 2200) NY WT,,. 
足够 小 时 , 约 化 虚空 空间 Einstein 方程 有 解 pe WU). Id, 


HOA, War Mb BPE COO -的 。 4 
即使 不 属于 WA (77, ) 内 的 解 ,这 个 解 也 是 局 部 唯一 的 。 


命题 7.5.2 
S o 是 约 化 虚空 空间 Einstein 方程 在 开 集 VCH (0) ma LA 
相同 初始 数据 条 件 下 的 C 解 , 则 在 YY 在 ,内 的 邻 域 上 有 $ =o, 


由 于 db 连续 ,我 们 可 在 内 找到 少 的 一 个 邻 域 W', 使 A,B 和 C 
满足 引 理 7. 4.4 的 条 件 。 和 前 面 一 样 , 我 们 有 
E(@-) = -(E -E)(@). (7. 48) 
类 似 地 ,存在 某 常数 0。, 使 
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ICE -E)(), H(t) NW! os0 Il 和 -四 和 (na lio 
将 引 理 7.4.4 用 于 (7.48) 式 ,我 们 得 如 下 不 等 式 : 
dx/di<Q,x, 


其 中 x = [1 -px NY | a 
BEVE $=。 m 


命题 7.5. 1 说 明 , 如 果 对 Einstein 方程 的 一 个 虚空 空间 解 的 初始 
数据 施加 一 足够 小 的 扰动 ,我 们 就 得 到 区 域 &%, 的 一 个 解 。 但 我 们 想 
证 明 的 是 ,任意 满足 三 维 流 形 S 的 约束 方程 的 初始 数据 h” 和 x” 都 
存在 发 展区 域 。 为 此 我 们 作 如 下 处 理 : 取 .Y 为 民 , e 为 Euclid E, 
& 为 平 直 Minkowski 度 规 ( 它 是 虚空 空间 Einstein 方程 的 一 个 解 ) 。 在 
通常 的 Minkowski 坐标 x ,x 52° Ml xt (a4 = 站 下 ,我 们 取 & fay mn 


URZ, M (0) NW BRE)? + (07)? + (0)? <1, x' =0 的 点 
组 成 。 现 在 我 们 要 说 ,从 足够 精细 的 尺度 上 看 ,任何 度 规 都 显得 是 近乎 


平 直 的 。 因 此 ,如 果 将 S 的 一 个 足够 小 的 区 域 映射 到 X (0) NZ , HA 
我 们 可 根据 命题 7. 5. 1 BBW, 上 的 一 个 解 。 然 后 ,对 . 的 其 他 区 域 
重复 这 个 过 程 ,将 所 有 得 到 的 解 拼接 起 来 ,构造 一 个 度 规 为 g 的 流 形 
M , 它 就 是 (.Zo) 的 一 个 发 展 。 

SHES WH yy? Aly? 的 坐标 邻 域 ,使 ie 在 坐标 原点 
P 的 坐标 分 量 等 于 5”。 令 Yi(f; ) 是 关于 p 的 坐标 半径 为 有 的 开 球 。 
用 x =f;'y'(i=1,2,3), «9 <0 XLRA ONSU 。 由 通常 的 从 
标 基 变 换 法 则 ,9,h“ 和 9.x 关于 坐标 {x| 的 分 量 是 /7? RA h Ay” 
关于 坐标 1y| STE. RIA hk” = fh” Bly!” =f yx" HE 入 上 定义 
新 场 h'“ 和 X'”。 于 是 ,h 在 .上 连续 (事实 上 为 C) ,因此 我 们 可 在 
H (ONU ETBE S RE g” - 9° Fl!” uw 任意 小 ,这 里 
9“ 和 gu 是 按 $7.3 的 方法 由 hh 和 x 定义 的 。 当 ff 取得 更 小 
Egh M g'u 在 曲面 %(0) 上 的 导数 也 将 变 得 更 小 。 故 
lbp’, Æ (0) NW Fa, FG’, (0) 凡生 ,可 取得 足够 小 从 而 可 
用 命题 7. 5. 1 ,并 在 和 ,上 得 到 一 个 内 的 解 。 于 是 , g* = 广 2g 必 是 约 化 
Einstein 方程 在 由 A” Fly” 确定 的 初始 条 件 下 的 解 。 类 似 地 ,我 们 可 
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得 到 2 上 的 解 ,WY. HB UE <0 的 部 分 。 
现在 我 们 可 用 形 如 %(f ) 的 坐标 邻 域 V GO RKA . et ik 
入 6, 将 VF) RIS ATE MW 的 坐标 邻 域 弘 ,并 得 到 人 WU 上 的 解 g.”。 
现在 的 问题 是 如 何在 重 伙 区 县 合适 当 的 点 ,使 纹 的 集合 构成 度 规 为 g 
的 流 形 。 为 此 ,我 们 利用 谐 和 规范 条 件 
p” =" -0 gag =0。 (7.49) 
由 BT ,的 定义 (7.3) ,这 个 条 件 等 价 于 gaa =0。 因 此 ,对 任 
一 函数 >， 
2 aI? =Z g” EE ag” Zag" o (7. 50) 
如 果 背 景 度 规 是 Minkowski EHL, H z 是 Minkowski 坐标 x! x, 和 x 
之 一 , 则 (7. 50) 式 右边 为 零 。 现 假定 在 流 形 MW 上 有 任意 W Lorentz 
BEML. EY CA 的 某 个 领域 内 ,我们 可 找到 线性 方程 
Z9” =0 (7.51) 
的 四 个 解 z 2” 2° 和 zx。 这 些 解 的 梯度 在 Y 的 每 一 点 线性 独立 。 于 是 
我 们 可 通过 =2° (a =1,2,3,4) 定 义 一 微分 同 胚 4: Y >. BP 
分 同 胚 有 如 下 性 质 :. 4 EM u.g” 满足 关于 .过 的 Minkowski BERL ê 
的 谐 和 规范 条 件 。 因 此 ,如 果 度 规 g 是 .4 的 Einstein 方程 的 解 , 则 度 
Mw. g WALL Einstein 方程 在 背景 度 规 名 下 的 解 。 
A, E U M Uy WERKLAS AIE, MERE S EK 
标 邻 域 7, AY, ERRER x," 和 x," au’ HPA, E U, 上 对 坐 
Bi xg! aig? ty) Mag 求解 方程 (7.51)。 RE, xp! ,u" 0l =1,2,3), 
Xp lau" =1, 其 中 w= 3/9x。“ 是 WY AEM FEET (0) 的 单位 
向 量 。 因 此 ,尽管 xs 一般 不 等 于 x。', 但 xs* =x。*。 由 命题 7.4.7, 坐 标 
xp" Fe UW, ER COO- 函数。( 在 命题 7.4.7 里, 协 变 导 数 所 针对 的 背 
景 度 规 必须 是 CO*O 的 。 因 此 它 不 能 直接 用 于 (7. 51) 式 ,因为 协 变 导 
数 是 对 g 取 的 ,而 g 只 是 用“ 的。 但 我 们 可 引 人 一 个 COREE 
名 ,并 将 (7. 51) 式 表示 为 


ab a 
Zlag9 +2,,B° =0, 


RE JRI g 的 协 变 微分 。 这 样 ,命题 7.4.7 就 可 用 于 这 个 方程 。) 
由 于 xp” 的 梯度 在 (0) NM, 上 线性 独立 ,它们 在 oF OEV, 
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内 的 某 个 邻 域 % " 内 也 是 线性 独立 的 。 度 规 / .9 TEM AEU”) 

上 至 少 是 C “的 。 由 于 它 在 MY 上 服从 背景 度 规 允 的 约 化 虚空 空间 

Einstein 方程 ,而 且 在 8,( 3 n Vq) £45 gy 有 相同 的 初始 数据 ,因此 在 

0s( VV) EU 内 的 某 个 邻 域 UW', 上 , 它 必然 与 gp 重合 。 这 说 明 

我 们 可 将 YW“, 和 2 p 拼接 起 来 ,得 到 .的 区 域 YN, 的 发 展 。 将. 
的 覆盖 1 Y) 取 为 局 部 有 限 的 ,我 们 可 按 类 似 方式 将 男 一 邻 域 | 弘 | 的 
子 集 拼 接 起 来 得 到 .9% 的 发 展 , 即 具有 度 规 g 的 流 形 . HARA 
0: F 一 .1 使 8 满足 虚空 空间 Einstein 方程 ,并 符合 A 的 Cauchy H 

OCS ) 上 规定 的 初始 数据 o WRC gC, o 的 另 一 个 发 
展 , 则 通过 类 似 过 程 ,我 们 可 以 在 8#(.8 EM 内 的 某 个 邻 域 与 
CFEM 内 的 某 个 邻 域 之 间 ,建立 一 个 微分 同 胚 凡 ,使 4.g ”= 的。 

因此 我 们 证 明了 : 


局 部 Cauchy 发 展 定理 

MRR EWS) Ay” 天"(.9 ) 满 足 虚空 空间 约束 方程 ， 

则 存在 虚空 空间 Einstein 方程 的 发 展 (.W ,g) ,使 对 任何 光滑 类 空 曲面 

ge (.N), ge WW’ (NH), 这 些 发 展 是 局 部 唯一 的 ;如 果 

CADEC, wo) HA We? BiH. We) BC. ',g') 是 
CS ,0) 的 某 个 共同 发 展 的 扩展 。 


ge W U(X ) 是 引 理 7.4.6 的 结果 ,因为 常数 上 曲面 可 任意 选取 。 口 


7.6 最 大 发 展 和 稳定 性 


我 们 证 明了 ,如 果 初 始 数据 满足 虚空 空间 约束 方程 , 则 可 找到 一 个 
发 展 , 即 可 为 初始 面 构 造 一 个 在 一 定 距离 上 的 未 来 和 过 去 的 解 。 一 般 
说 来 ,这 个 发 展 可 向 未 来 和 过 去 进一步 扩展 ,得 到 (.7 ,@) 的 更 大 发 展 。 
但 是 ,通过 类 似 于 Choquet - Bruhat 和 Geroch( 1969 ) 的 论证 ,我 们 可 以 
HER, FECA o) 的 唯一 (确定 到 微分 同 胚 ) 发 展 (.N,g) , 它 是 (.@) 
的 任何 其 他 发 展 的 扩展 。 

回想 一 下 ,我 们 说 (. ,8g ) 是 (. 友 ,8g,) 的 扩展 ,是 指 存在 嵌入 
bi 1 fiw. =g, E 970, WS LS, AE 
qe. 和 一 个 距离 *, 我 们 可 分 别 沿 过 点 9 (¢) BHF O,(%) 和 过 点 
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b(9) 垂 直 于 OCS ) 的 测 地 线 , 在 距离 ;处 唯一 确定 点 p| e .HW | 和 
PEs AA u) ORES p BORA u 必 唯 一 。 因 此 ,我 们 可 对 
(.,w) 的 所 有 发 展 的 集合 进行 部 分 排序 (“ 偏 序 ”) ,如 果 (.H ,8g ) 是 
(. 4,8) HP Re, RIDA (.%,8)<.%,8,). WRI, ga) l Æ 
CY ,®@) 发 展 的 全 序 集 (所谓 集合 .x 是 全 序 集 ,是 指 它 的 每 一 对 不 同 元 
素 a,b, 要 么 a<6b, 要 么 5b<a), 则 我 们 可 构造 流 形 M ' 为 所 有 .A 的 
HEI Ma, Ba) SÈ Mg, Bg) , E — I Pa E Ma 5 Hagl Pa) E€- M È 
合 , 其 中 jwg:. WU 一 .Hs ERA EBED pal M) OLE par Lon! 
EARRA) EGE MAET hag 的 诱导 度 规 g. BR, 
(.N ',g') 也 是 (7 ,w) 的 发 展 。 因 此 ,每 个 全 序 集 都 有 一 上 界 , 从 而 由 


Zorn 引 理 ( WL Kelley(1965) ,33 页 ) ,存在 (.% ,ww) 的 最 大 发 展 ( .7 ,g )， 
其 唯一 扩展 就 是 其 自身 。 


现在 我 们 证 明 ( .NN ,名 ) 是 (9 ,w) 的 每 个 发 展 的 扩展 。 假 定 
(HABES ,@) 的 另 一 个 发 展 。 由 局 部 Cauchy EH, ECS ,@) 


的 发 展 ,( .YY ,8 ) 和 (WW es ) 是 其 扩展 。 所 有 这 些 共同 发 展 形成 的 
集合 同样 也 是 偏 序 的 , 故 同样 由 Zorn 51, FERA RA "> 全 
MBps >! 的 最 大 发 展 (CH ”,g") ,等 等 。 令 .N' 是 MM 


和 ， A" 的 并 ,其 中 每 一 点 p"e.N "与 及 (p")e.WH Mula A 
。 如 果 我 们 能 证 明 流 形 .W' Æ Hausdorff 的 , 则 (. 4 g ÆC wo) AY 


发 展 ,也 是 ( .化 ,g ) 和 (WW ',g') 的 扩展 。 但 ( .这 ,多 ) 的 唯一 扩展 是 


CAERA, OE, BE) DSF OM ,g'), 从 而 也 是 (WN ',g') 的 
扩展 。 


假如 .WY 不 是 Hausdorff 的 , 则 存在 点 了 Pe(K(U”)): c.f 
和 点 Ps (jw (WN "))* Cd’, 使 方 的 每 个 邻 域 % 有 如 下 性 质 
wh) AS po MAA g) RRR, EMME. 7 中 的 
像 立 (.W ") 一 样 是 整体 双 曲 的 。 因 此 , ACEA 中 的 边界 必 是 
非 时 序 的 。 令 y WATE P 处 有 未 来 端点 的 类 时 曲线 。 于 是 pp' 必 
PH we (E A 内 的 一 个 极限 点 。 事 实 上 , 它 也 必然 是 未 
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来 端点 ,因为 强 因 果 性 条 件 在 (. WY ',g') 上 成 立 。 于 是 ,给 定点 户 ,点 
p' 是 唯一 的 。 进 而 ,由 于 连续 性 ,p' 点 的 向 量 可 了 唯一 联系 一 个 P 点 的 
向 量 。 故 我 们 可 在 .wy 中 找 一 个 了 点 的 正规 坐标 邻 域 多 ,在 .KN ' 中 


找 一 个 p' 点 的 正规 坐标 邻 域 Y', 使 乡 n 扩 (WN ") 的 点 在 映射 几 a 
TERR Hy ATA LA A MY Nu’ ( A") 的 点 。 这 说 明 
(AC A"))' 的 所 有 “ 非 Hausdorff” 点 组 成 的 集合 多 是 (应 (. 妈 让 
内 的 开 集 。 我 们 将 假定 F 非 空 ,并 由 此 引出 矛盾 。 


如 果 A Ed 内 过 Pe 红 的 过 去 方向 的 零 测 地 线 ,那么 ,因为 可 
以 将 p 点 的 方向 与 p' 点 的 方向 联系 起 来 ,故我 们 可 在 相应 的 方向 上 ,在 


.WN ' 内 构造 一 条 过 p' 点 的 过 去 方向 的 零 测 地 线 。A (及 (.N ")): 的 
每 一 点 都 存在 相应 的 AN (Cp'(.W ")) 的 一 点 ,从 而 AN") * 的 
每 一 点 都 在 FA. AW 6 (. 光 ) 是 . 的 Cauchy HHI, A 必 在 某 点 
HRCA") o EG 的 邻 域内 有 某 点 Tee ,使 过 了 点 存 
在 一 类 空 曲面 光 , 它 具有 性 质 ( 宠 - 了 了)cCA(.U")。 相 应 地 ,在 ' 
内 存在 过 相应 点 ” 的 类 空 曲面 = (人 应 一 ( HA -7)) Ur’, 曲面 
HH WRAL RR H 在 嵌入 更 :和 一 WV >! 
FHR ER, RAR EY A wP We -W'( 7) ESR 


射 。 诱 导 度 规 罗 . (8 ) 和 业 , (EX 上 重合 ,因为 H- 5 A 
X%'-p' 是 等 距 的 。 由 局 部 Cauchy 定理 知 ,它们 都 处 于 WCE) A. 
类 似 地 ,第 二 基本 型 也 在 N LB EW), HEM 


内 的 邻 域 和 A 在 . 内 的 邻 域 是 BY W RR o HJR Cauchy 定 
理 ,它们 必然 是 同一 个 共同 发 展 ( YW' g ) 的 扩展 。 将 (WN' ,g' ) 拼 接 到 


(WN ",g”) 上 ,我 们 可 得 到 (.,w) HEKER, MCA, gA, g) Æ 
其 扩展 。 这 是 不 可 能 的 ,因为 (NW ",g") 已 经 是 这 么 一 种 最 大 发 展 了 。 


这 说 明 .W “必然 是 Hausdorff 的 , 故 (. 才 ,8 ) 必 为 (NH ',g') 的 扩展 。 
这 样 我 们 就 证 明了 : 
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整体 Cauchy 发 展 定理 

MRA’ W'S) Aly” WS ) 满 足 虚 空空 间 约 束 方程 ， 
则 存在 虚空 空间 Einstein 方程 的 最 大 发 展 (.N ,g) ,并 对 任何 光滑 类 空 
曲面 A ee WW ) 和 geW'(H )。 这 个 最 大 发 展 是 任何 其 
他 同类 发 展 的 扩展 。 


至 此 我 们 仅 证 明了 这 种 发 展 是 所 有 WORE PRK. WR 
a >0, 则 还 存在 Wt We. W 发 展 ,它们 都 是 WO RA 
展 。 但 Choquet - Bruhat(1971) 指 出 ,所 有 这 些 发 展 必然 与 W 发 展 重 
合 ,这 是 因为 我 们 可 对 约 化 Einstein 方程 进行 微分 ,并 将 其 视 为 更 发 
展 基础 上 的 关于 多 的 一 阶 导数 的 线性 方程 。 于 是 由 命题 7.4.7 可 以 
TEA, ROBE WY g ZEW 发 展 上 是 Ww 的 。 继 续 这 个 
过 程 可 以 证 明 ,如 果 初 始 数据 是 C” 的 , 则 存在 C* 发 展 , 它 实 际 上 与 Ww 
发 展 重合 。 

我 们 仅 对 W 或 更 高 阶 度 规 证 明了 最 大 发 展 的 存在 性 和 唯一 性 。 
事实 上 ,对 W 初始 数据 ,我 们 也 可 以 证 明 这 些 发 展 的 存在 性 ,但 在 此 
情形 下 ,我 们 不 能 证 明 其 唯一 性 。 也 可 能 扩展 号 最 大 发 展 ,不 过 它 可 
能 使 度 规 不 再 是 W 的 ,或 者 使 6(8 ) 不 再 是 Cauchy 曲面 。 在 后 一 种 
情形 ,可 能 会 出 现 Cauchy 视界 ,第 6 章 有 过 这 样 的 例子 。 另 一 方面 ,可 
能 出 现 某 种 奇 点 ,在 此 情形 下 ,最 大 发 展 不 能 在 有 物理 意义 的 充分 可 微 
的 度 规 下 进行 扩展 。 事 实 上 ,下 一 章 定理 4 将 证 明 , 如 果 SY BR, A 
X” hs 在 .上 处 处 为 负 , 则 这 个 发 展 不 能 扩展 为 具有 C 度 规 ( 即 具有 
局 部 有 界 曲率 ) 的 测 地 完备 的 发 展 。 

我 们 已 经 证 明 ,存在 从 .上 满足 约束 方程 的 张 量 对 (h*, x*) 的 
空间 到 流 形 .HN (由 命题 6.6.8,.N AS xR 微分 同 胚 ) 上 度 规 g 的 
等 价 类 空间 的 映射 。 如 果 两 个 张 量 对 (h*, x*) 和 (h'“,y'“) 在 微分 
FFE App FSG BDA LAY Sh”, Ay? =X ), 则 它们 产生 等 价 
的 度 规 g。 于 是 ,我们 有 从 张 量 对 (和 , x”) 的 等 价 类 到 度 规 g 的 等 价 
类 的 映射 。 现 在 , h” Aly” 共有 12 个 独立 分 量 , 约束 方程 确定 了 它们 
之 间 的 4 个 关系 ,微分 同 胚 下 的 等 价 关 系 相当 于 又 去 掉 了 3 个 任意 函 
数 ,最 后 留 下 3 个 独立 函数 。 其 中 一 个 函数 可 以 认为 确定 了 OCS ) 在 
(.@ ,g) 的 发 展 中 的 位 置 。 因 此 ,虚空 空间 Einstein 方程 的 最 大 发 展 可 
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由 3 个 变量 的 4 个 函数 确定 。 

我 们 还 要 证 明 , 从 张 量 对 (h”,x”) 等 价 类 到 度 规 g 等 价 类 的 映射 
在 某 种 意义 上 是 连续 的 。 为 此 ,等 价 类 上 的 适当 拓扑 是 到 紧 开 拓扑 
(参见 $6.4)。 令 名 是 .W ER C Lorentz EIH, V 是 有 紧 致 闭 包 的 开 
集 。 令 了 是 到 (.U ) 内 开 集 ,0( ,是 .NH 上 所 有 Lorentz 度 规 的 集 
合 , 它 在 六 上 的 限制 包含 于 V。 在 .X 的 所 有 W Lorentz 度 规 构成 的 
空间 ZW), W 紧 开 拓扑 的 开 集 定义 为 形 如 OCW ,7) 的 集合 的 
并 和 有 限 交 。 于 是 ,. YY EW 度 规 等 价 类 的 空间 2" (.4 ) 的 拓扑 就 
是 投影 

TL(NM HL (MH) 

所 诱导 的 拓扑 ,该 投影 将 度 规 赋予 它 的 等 价 类 ( 即 .* (.H ) 的 开 集 有 
ERT) ,这 里 0 在 .Z(.W ) 内 是 开 的 ) 。 类 似 地 ,在 所 有 满足 约束 
方程 的 张 量 对 (h”*, x”) 的 空间 C) EW 紧 开 拓扑 由 形 如 
OCU ,V,V') 的 集合 定义 ,这 里 OVV, V) 由 满足 下 述 关 系 的 张 量 对 
(hx? Ah” eV, y” eV PV AV ARE WY) AW OCS) 
内 的 开 集 。. WN 上 C” 度 规 构成 .KN 上 所 有 Lorentz 度 规 空间 ZA ) 
的 子 空间 Z (A) HE CT 度 规 对 任意 7 BW 的 ,故我 们 在 
LM) LAW 拓扑 。 于 是 我 们 可 将 .多 (7) EY CRW 拓扑 定 
LAL (MW) EREA OW 拓扑 的 所 有 开 集 给 定 的 拓扑 。 
Lo" (WM ) 和 QQ。(. 宛 ) 上 的 C* 拓 扑 也 类 似 定义 。 

我 们 还 想 说 明 , 从 张 量 对 (h”, x”) 等 价 类 空间 O, CF ) 到 度 规 
等 价 类 空间 ZCA ) 的 映射 是 连续 的 ,其 中 两 个 空间 都 有 W 紧 开 拓 
扑 。 换 言 之 ,假设 我 们 产生 .NW 上 的 一 个 解 ge WW(.N ) 的 初始 数据 
h™ EWS Aly” W'S) WA, 4 是 .KN 上 有 紧 致 团 包 的 区 
RE ce >0 时 ,我 们 要 证 明 ,存在 .的 某 个 带 紧 致 闭 包 的 区 域 Y MA 


个 小 量 5 >0, 使 对 所 有 满足 | h' -h, Y |, <8/2 Alllx’-xY L <82 
的 初始 数据 (hx) ANg -g |, <s。 这 个 结果 可 能 正确 ,但 
我 们 还 无 法 证 明 。 我 们 能 证 明 的 是 ,如 果 度 规 是 C“*?- 的 , 则 结果 成 
立 。 如 果 取 g WERE WI (DW) OF (OS )) 的 某 个 适当 邻 


域 , 则 它 是 命题 7. 5. 1 的 直接 结果 。 事 实 上 ,仔细 分 析 引 理 7. 4. 6 就 会 
看 到 ,背景 度 规 的 条 件 可 从 COO” RAA WO ,但 到 不 了 WW, 因 为 





7.7 有 物质 的 Einstein 方程 237 


要 出 现 Riemann 张 量 对 背景 度 规 的 (7r -1) 阶 导数 。-( 所 谓 背 景 度 规 是 
W*" 的 ,是 指 它 对 更 高 阶 的 CO 背景 度 规 是 WW.) 因此 ,在 每 个 
W 度 规 下 ,从 初始 数据 的 等 价 类 到 度 规 等 价 类 的 映射 A, 0" CY ) 一 
FM ) 在 WW 紧 开 拓扑 下 是 连续 的 。 尽 管 天” 度 规 构成 W 度 规 的 
稠密 集 , 但 仍然 可 能 存在 某 些 映射 ,在 W 度 规 (还 不 是 W 度 规 ) 下 是 
不 连续 的 。 但 w +1 = % , 故 映 射 A。 :9 。 (7 Z 0M ) 在 两 个 
空间 的 C 拓扑 上 都 是 连续 的 。 

我 们 可 将 这 一 结果 表述 为 : 


Cauchy 稳定 性 定理 
SCM, g) 是 初始 数据 he W'S) Mxye WMS KW 
(O<a<w ) 最 大 发 展 , VES (OCS )) 的 一 个 带 紧 致 闭 包 的 区 域 。 


SZEREZ 1) ANAM ET (MW) OCS ) TE OLS ) 内 带 
紧 致 闭 包 的 开 邻 域 。 于 是 在 0 ,.(2 ) 内 存在 (h, x) 的 某 个 邻 域 了 ,使 
对 所 有 满足 约束 方程 的 初始 数据 (h’, x) e Y, FEO u: 
A'M, CRAH: 

(1) OLOOTU ) 上 的 恒 等 映 射 ; 

(2) w.g' eZ, 
这 里 (.W ', g') 是 (h',xX') 的 最 大 发 展 。 口 


大 致 说 来 ,这 个 定理 的 意思 是 ,假如 Cauchy 曲面 上 的 初始 数据 的 


PREJ (U) NOS ) 很 小 , 则 我 们 得 到 一 个 在 XY 内 接近 旧 解 的 新 
解 。 实 际 上 ,初始 数据 的 扰动 在 Cauchy 曲面 的 一 个 比 


JY ) mb(.9 ) 更 大 一 点 儿 的 区 域 上 只 能 是 很 小 的 ,因为 新 解 下 的 零 
锥 会 略微 不 同 , 从 而 Y RERE 三 (六 ) NOUS ) 的 Cauchy 发 展 内 。 


7.7 有 物质 的 Einstein 方程 


为 简单 起 见 ,我 们 迄今 只 考虑 了 虚空 空间 的 Einstein 方程 。 实 际 
上 ,只 要 决定 物质 场 平 ,,") 的 方程 服从 一 定 的 合理 的 物理 条 件 , 则 类 似 
结果 在 有 物质 的 时 候 也 成 立 。 这 里 的 思路 是 ,在 给 定 的 时 空 度 规 g' 下 
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238 7 广义 相对 论 中 的 Cauchy 问题 


求解 具有 规定 初 值 条 件 的 物质 方程 ,然后 再 解 作 为 线性 方程 的 约 化 
Einstein 方程 (7. 42) ,其 中 系数 由 g' 确定 ,而 物质 源 ”由 g' 和 物质 场 
方程 的 解 共同 确定 。 这 样 ,我 们 得 到 一 个 新 度 规 g ,再 用 g 取代 g 重 
复 上 述 过 程 。 为 了 证 明 这 个 过 程 的 结果 收敛 于 联 立 Einstein 方程 和 物 
质 方程 的 解 ,我 们 必须 为 物质 方程 设 定 一 定 的 条 件 。 我 们 要 求 : 

(a) MR Wyle“ (HH) MLW] EW (HEWES 
规 g 下 非 时 序 类 空 曲面 oO 上 的 初始 数据 , 则 物质 方程 在 A 在 
D%《(%) 的 邻 域内 存在 唯一 解 , 且 对 任 一 光滑 类 空 曲 面 e’, 
[Pale W CX), WEHE X E 

Poa =Po, Piy mt” = Pas 

(6) WRI Pol E WM g 下 在 集合 V, 上 的 一 个 W t ge, m 

存在 正常 数 O, 和 O, ,使 对 度 规 下 的 任 一 WELW | ,有 


之 | Y 一 Wy U, I 4ta 到 0,| | g 一 gU. | Ata 
+ py I oP -oP 9 H (0) OU ase 


+ 2 Wio -Po (0) NWN 5.01, 
满足 


I g -£,U, | 4+a < 0, 


Qt No Pin -obo A (0) NA ane 
+ By Ban AO) N UW" sia! < 013 
(c) 能 量 -动量 张 量 7 是 关于 
Boy's Vos! tea , Ag” 
的 多 项 式 。 
条 件 (<) 是 给 定时 空 度 规 下 物质 场 的 局 部 Cauchy 定理 。 条 件 (5) 
是 在 初始 条 件 改变 和 时 空 度 规 g 改变 条 件 下 物质 场 的 Cauchy 稳定 性 
定理 。 如 果 物 质 方程 是 准 线性 二 阶 双 曲 方程 , 则 这 些 条 件 可 以 照 约 化 
Einstein 方程 情形 的 方式 建立 起 来 ,只 要 物质 方程 的 零 锥 与 时 空 度 规 g 
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的 零 锥 重合 ,或 处 于 后 者 之 内 。 对 服从 线性 方程 的 标量 场 或 电磁 势 的 
情形 ,这 些 条 件 遵 从 命题 7.4.7。 我 们 也 可 以 处 理 标量 场 与 电磁 势 耦 
合 的 情形 : 先 固定 度 规 和 电磁 势 , 将 标量 场 作为 度 规 和 电磁 势 的 线性 方 
程 来 求解 ,然后 再 求解 以 标量 场 为 源 的 给 定 度 规 下 的 电磁 场 方程 。 重 
复 这 个 过 程 ,我 们 可 以 证 明 ,只 要 初始 数据 足够 小 ,结果 将 在 形 如 WY, 
集合 上 收敛 于 给 定 度 规 下 标量 场 和 电磁 场 耦合 的 方程 的 解 。 然 后 , 通 
过 重新 标定 度 规 和 场 ,我 们 证 明 , 对 足够 小 的 %, (时 空 度 规 g 度量 
的 ) ,我 们 能 得 到 任意 适当 初 值 条 件 下 的 解 。 同 样 过 程 也 适用 于 任意 
有 限 个 耦合 的 准 线 性 二 阶 双 曲 型 方程 ,其 中 耦合 不 涉及 高 于 一 阶 的 
导数 。 
(关于 一 阶 双 曲 系统 的 定义 , 见 Courant and Hilbert(1962 ) ,577 页 。) 只 
要 射线 锥 与 时 空 度 规 g 的 零 锥 重合 或 在 它 之 内 ,对 这 种 系统 也 能 获得 
类 似 结果 。 物 质 方程 要 么 是 二 阶 双 曲 型 方程 ,要 么 是 满足 射线 锥 与 时 
空 度 规 g 的 零 锥 重合 或 在 它 之 内 的 一 阶 双 曲 系统 , 这 个 要 求 可 以 认为 
是 第 3 章 的 局 部 因果 性 假设 的 更 严格 形式 。 

利用 条 件 (a) , (OAC) ,我 们 可 为 联 立 的 约 化 Einstein 方程 和 物 
质 方程 建立 命题 7.5.1 和 7.5.2, 从 这 些 命题 可 得 到 局 部 和 整体 的 
Cauchy 发 展 定理 和 Cauchy 稳定 性 定理 。 
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在 这 一 章 里 , 我 们 用 第 4 章 和 第 6 章 的 结果 来 构建 关于 时 空 奇 点 
的 一 些 基本 结论 .下 两 章 考虑 这 些 结果 的 天 体 物 理学 和 宇宙 学 意义 。 

在 8$8.1, 我 们 讨论 定义 时 空 奇 点 的 问题 。 我 们 将 采用 所 谓 b 不 
完备 性 , 即 测 地 不 完备 性 概念 的 一 种 推广 ， 作 为 时 空 去 除了 奇 点 的 表 
征 , 并 刻画 两 种 可 能 的 方式 ,通过 它们 可 将 b 不 完备 性 与 某 种 形式 的 曲 
率 奇 点 联系 起 来 。 8 8.2 给 出 四 个 定理 ,它们 在 广泛 的 情形 下 证 明了 
不 完备 性 的 存在 。 在 §$ 8.3, 我们 给 出 代表 时 空 奇 点 的 b 边界 的 
Schmidt 构造 。 在 $ 8. 4 ,我 们 证 明 至 少 由 那些 定理 之 一 预言 的 奇 点 不 
可 能 仅仅 是 曲率 张 量 的 一 个 间断 点 。 我 们 还 将 证 明 ,不 仅 存 在 一 条 不 
完备 测 地 线 ,而 且 存 在 那样 的 三 参数 不 完备 测 地 线 族 。 在 § 8.5 ,我 们 
讨论 不 完备 曲线 完全 或 部 分 禁闭 在 时 空 的 一 个 紧 致 区 域 的 情形 ,并 证 
明 这 种 情形 与 b 边界 的 非 Hausdorff 性 态 有 关 。 我 们 证 明 , 在 一 般 时 空 
里 , 沿 这 些 不 完备 曲线 行走 的 观察 者 会 经 历 无 限 大 的 曲率 力 。 我 们 还 
证 明 ,如 果 存 在 某 种 物质 , 则 这 种 出 现在 Taub - NUT 空间 的 行为 将 不 
可 能 发 生 。 


8. 1 育 点 的 定义 


与 电动 力学 情形 类 比 , 我 们 可 以 合理 地 将 时 空 奇 点 定义 为 度 规 张 
量 无 定义 或 不 适当 可 微 的 点 。 然 而 麻烦 的 是 ,我 们 可 以 简单 地 去 除 这 
些 点 ,认为 剩 下 的 流 形 代 表 了 整个 时 空 ,而 这 时 根据 定义 , 它 应 该 是 非 
奇异 的 。 事 实 上 ,将 这 种 奇 点 看 作 时 空 的 一 部 分 似乎 并 不 恰当 ,因为 通 
常 的 物理 学 方程 在 这 些 点 上 不 成 立 ,而 且 也 不 可 能 进行 任何 测量 。 因 
此 ,我 们 在 § 3. 1 将 时 空 定义 为 一 个 (.z,g) 对 ,这 里 g 是 Lorentz 度 规 ， 
并 适当 可 微 ,而 且 , 通 过 要 求 (. W,g) 不 能 在 所 需 的 可 微 性 下 进行 扩展 ， 
定义 还 保证 流 形 .4 没有 随 奇 点 一 起 而 遗漏 任何 正常 点 。 
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于 是 ,定义 时 空 是 否 含有 奇 点 的 问题 现在 变 成 了 确定 奇 点 是 否 被 
去 除 的 问题 。 我 们 希望 通过 时 空 在 某 种 意义 上 是 不 完备 的 事实 来 认识 
这 个 问题 。 

在 流 形 a 带 有 正定 度 规 g 的 情形 ， 天 下 全 加 
p(x, 2), 它 是 自 x 到 2% 的 曲线 长 度 的 最 大 下 界 。 这 个 距离 函数 
p(x, yy) 是 拓扑 意义 上 的 度 规 , 就 是 说 ,所 有 满足 p(x， > <r 的 点 ye 
.UH 组 成 的 集合 Ba, 7) 为 .HW 的 开 集 提供 了 一 个 基 。 如 果 每 个 关于 
BES PA p 的 Cauchy 序列 收敛 于 A 内 一 点 , 则 称 (. Ag) HERRE 
备 的 (m 完备 的 ) (Cauchy 序列 是 一 个 无 穷 点 列 x, ,对 任 一 >0, 存 
在 一 自然 数 入 ,使 对 任何 大 于 NN 的 n 和 m 有 p(x,,x,) <&。) 另 一 种 表 
述 是 :如 果 每 条 有 限 长 的 C' 曲线 有 86. 2 意义 上 的 端点 (注意 ,曲线 在 
端点 不 必 是 C 的 ) , 则 (.N,g) 是 m 完备 的 。 由 此 可 见 ,m 完备 性 意味 
着 测 地 完备 性 (8g 完备 性 ) , 即 每 一 条 测 地 线 可 扩展 到 其 仿 射 参数 的 任 
意 值 。 事 实 上 ,我 们 可 以 证 明 ( 见 Kobayashi and Nomizu (1963) ) ,g 完 
备 性 和 m 完备 性 对 正定 度 规 g 是 等 价 的 。 

男 一 方面 ,Lorentz 度 规 并 不 定义 拓扑 度 规 , 因 而 我 们 只 剩 下 g 完 
备 性 问题 。 我 们 可 区 分 三 种 g 完备 性 :类 时 的 、 零 的 和 类 空 的 。 如 果 我 
们 从 时 空中 除去 一 正常 点 , 则 余下 的 流 形 在 所 有 这 三 种 意义 上 都 是 不 
完备 的 ,从 而 可 能 有 人 希望 ,在 g 的 意义 上 完备 的 时 空 ,在 其 他 两 种 意 
义 上 也 应 该 是 完备 的 。 遗 憾 的 是 ,这 不 是 必然 的 (Kundt (1963) ) ,这 

可 由 Geroch (1968b) 给 出 的 例子 来 说 明 。 考 虑 带 坐 标 x 和 上 以 及 度 规 
Ba HIE Minkowski 空间 。 定 义 新 度 规 G, = Vga 3% BERR OA 
性 质 : 

(1) 在 两 条 垂直 线 x= -1 和 x= +1 之 间 的 区 域 之 外 ,Q =1; 

(2)Q KF ¢ PMR, BP Q(t, x) =OA(t, -x); 

(3) E thE, Bi to g rno, 

由 性 质 (2) ,i 轴 是 类 时 测 地 线 ; 而 由 性 质 (3) ,这 条 类 时 测 地 线 在 :一 % 
时 是 不 完备 的 。 然 而 ,每 一 条 零 测 地 线 和 类 空 测 地 线 必然 离开 且 不 再 
A 因此 性 质 (1) 说 明 , 空 间 是 零 

完备 的 。 事 实 上 ,我 们 可 以 构造 在 其 中 任何 一 种 意义 上 不 完备 
en nee 

类 时 测 地 不 完备 性 具有 直接 的 物理 意义 : 它 意味 着 可 能 存在 某 些 
自由 运动 的 观察 者 或 粒子 ,其 历史 在 一 段 有 限 的 固有 时 间 间 隔 之 后 
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(或 之 前 ) 就 不 存在 了 。 这 看 起 来 是 比 无 穷 大 曲率 更 不 能 容忍 的 特征 ， 
因此 ,我 们 似乎 也 该 将 这 样 的 空间 视 为 奇异 的 。 尽 管 零 测 地 线 的 仿 射 
参数 没有 类 时 测 地 线 上 固有 时 所 具有 的 那 种 物理 意义 ,我 们 也 许 还 是 
应 当 将 零 测 地 不 完备 时 空 视 为 奇异 的 ,这 一 方面 是 因为 零 测 地 线 是 零 
静止 质量 粒子 的 历史 , 另 一 方面 是 因为 存在 某 些 我 们 视 为 奇异 的 例子 
(如 8$5.5 中 的 Reissner - Nordstrom 解 ) ,但 它们 是 类 时 测 地 完备 的 而 
不 是 零 测 地 完备 的 。 由 于 没有 任何 物体 沿 类 空 测 地 线 运动 ,所 以 类 空 
测 地 不 完备 性 的 意义 尚 不 十 分 清楚 。 因 此 我 们 采用 这 样 一 种 观点 :类 
时 测 地 完备 性 和 零 测 地 完备 性 是 认为 时 空 没 有 奇 点 的 最 低 条 件 。 于 
是 ,如 果 时 空 是 类 时 或 零 测 地 不 完备 的 ,我 们 就 认为 它 含有 奇 点 。 

认为 类 时 和 /或 零 测 地 不 完备 性 预示 着 奇 点 的 存在 ,这 个 观点 的 好 
处 在 于 ,我 们 能 以 此 为 基础 建立 一 系列 有 关 奇 点 出 现 的 定理 。 然 而 ,这 
种 类 时 和 /或 零 测 地 不 完备 时 空 并 没有 包括 所 有 我 们 可 能 认为 在 一 定 
意义 上 奇异 的 那些 时 空 点 。 例 如 ,Geroch (1968b) 曾 构造 了 一 种 时 空 ， 
它 是 测 地 完备 的 , 却 包含 了 有 界 加 速度 和 有 限 长 度 的 不 可 扩展 的 类 时 
曲线 。 一 个 带 着 有 限 燃 料 乘坐 适当 宇宙 飞船 的 观察 者 可 以 穿越 这 条 曲 
线 。 有 限时 间 间 隔 之 后 ,他 将 不 再 是 时 空 流 形 的 一 点 了 。 如 果 要 说 在 
一 个 自由 下 落 的 观察 者 过 早 达 到 终结 的 时 空 存在 奇 点 ,那么 也 可 以 说 
飞船 里 的 观察 者 有 一 个 奇 点 。 我 们 需要 的 是 将 仿 射 参数 的 概念 推广 到 
所 有 C 曲线 . 测 地 线 或 非 测 地 线 。 为 此 ,我 们 通过 要 求 由 这 种 参数 度 
量 的 有 限 长 度 的 每 一 条 C 曲线 都 有 一 个 端点 来 定义 完备 性 概念 。 我 
们 要 用 的 这 个 概念 似乎 最 早 是 由 Ehresman ( 1957) 提出 的 , 后 来 
Schmidt(1971) 又 以 优美 的 方式 重新 表述 了 。 

SAC) BM pe M 的 C WR, |E] (i=1,2,3,4) 是 7 了 的 一 个 
基 。 对 每 个 : 值 ,我 们 可 沿 和 (1) 平行 移动 1E,| 来 获得 7 的 一 个 基 。 
这 样 , 切 向 量 V = (8/69) 可 用 基 表 示 为 VY =V(1)E,, 而 且 我 们 可 在 
A 上 定义 一 般 、 仿 射 参 数 u.: 


u = [CL VV) dt, 
参数 u 取决 于 点 p 和 p ERIE). MUR E,} Æp 点 的 另 一 个 基 , 则 
存在 某 个 非 奇异 矩阵 4; 使 
E, = Ai Ey 
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EX E, | 和 j|E,} 沿 (0 平行 移动 , 故 上 述 关系 对 常数 矩阵 A! 依然 成 
Bp 


Kt 


Vi(t) = LAVO, 


由 于 47 是 非 奇 异 矩 阵 , 故 存在 常 数 C>0 使 

CYYY < YVV <c Tvy, 
这 样 ,曲线 4 的 长 度 当 且 仅 当 在 参数 w' 下 有 限时 , 才 在 参数 w 下 有 限 。 
车 和 是 测 地 曲线 , 则 w BA 的 仿 射 参数 。 但 这 个 定义 的 优美 之 处 在 
Fu tle EER C 则 线 上 。 如 果 一 般 仿 射 参数 度量 的 有 限 长 度 的 
每 一 条 C 曲线 都 有 一 端点 , 则 我 们 称 (. HY,g) 是 b 完备 的 (从 完备 的 简 
称 , 见 $8.3)。 如 果 曲 线 长 度 在 某 个 这 样 的 仿 射 参数 下 是 有 限 的 , 则 
它 在 所 有 这 种 参数 下 都 是 有 限 的 。 因 此 ,我 们 将 基 限 定 为 规范 正 交 基 
时 不 会 丢失 任何 东西 。 如 果 度 规 g 正定 , 则 规范 正 交 基 所 定义 的 一 般 
仿 射 参数 是 弧 长 ,从 而 完备 性 等 同 于 m 完备 性 。 但 即使 度 规 非 正 
定 ,也 可 定义 b 完备 性 ;实际 上 ,只 要 .NN 上 存在 联络 ,定义 就 是 可 能 
的 。 显 然 ,b 完备 性 隐 含 着 g 完备 性 ,但 我 们 引用 的 例证 表明 , 反 过 来 
是 不 对 的 。 

于 是 ,如 果 时 空 是 b 完备 的 ， 我 们 就 定义 它 是 无 奇 点 的 。 这 个 定义 
符合 前 面 的 要 求 , 即 类 时 和 零 测 地 完备 性 是 认为 时 空 没有 奇 点 的 起 码 
条 件 。 也 许 有 人 希望 能 稍微 弱化 这 个 条 件 , 辟 如 说 ,只 要 时 空 是非 类 空 
b 完备 的 , 即 一 般 化 仿 射 参数 度量 的 有 限 长 度 的 非 类 空 C' 曲线 都 有 一 
个 端点 ,我 们 就 可 以 认为 它 不 含 奇 点 。 然 而 ,从 我 们 将 在 $8.3 给 出 的 
b 完备 性 的 从 形式 来 看 ,这 个 定义 显得 相当 笨拙 。 事 实 上 ,我 们 将 在 
§ 8.2 给 出 的 每 个 定理 都 隐 含 着 (.W,g) 是 类 时 或 零 g 不 完备 的 ,从 而 
按 上 述 两 种 定义 它 含有 奇 点 。 

从 直觉 上 说 , 奇 点 应 当 包 含 在 奇 点 附近 变 得 无 限 大 的 曲率 。 但 由 
于 我 们 在 时 空 定义 里 已 排除 了 奇 点 ,这 就 出 现 了 如 何 定义 “附近 ”和 

“无 限 大 "的 困难 。 如 果 b 不 完备 曲线 上 的 点 对 应 着 一 般 仿 射 参数 接 
近 其 上 界 的 值 , 那 么 这 些 点 就 处 于 奇 点 附近 。“ 无 限 大 ”更 难说 , 因为 
曲率 张 量 分 量 的 大 小 取决 于 量度 它 的 基 。 一 种 可 取 的 方法 是 看 关于 
Gos s Narea 和 Rss 的 标量 多 项 式 。 如 果 任 意 一 个 这 样 的 标量 多 项 式 在 一 
Rb 不 完备 曲线 上 无 界 ,我们 就 说 这 条 不 完备 曲线 对 应 于 一 个 标量 多 
项 式 曲 率 奇 点 (s. p 曲率 奇 点 ) 。 但 是 ,这 些 多 项 式 并 不 能 以 Lorentz 度 


t 


60 
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规 来 完全 刻画 Riemann 张 量 ,因为 正如 Penrose 指出 的 ,在 平面 波 解 里 ， 
标量 多 项 式 均 为 零 ,而 Riemann 张 量 不 为 零 。( 这 类 似 于 非 零 向 量 可 
以 有 和 零 长 度 。) 这 样 ,尽管 标量 多 项 式 一 直 很 小 ,曲率 从 某 种 意义 上 说 
也 可 以 变 得 非常 大 。 另 外 ,我 们 还 可 以 在 沿 曲 线 平行 移动 的 基 上 度量 曲 
率 张 量 的 分 量 。 如 果 这 些 分 量 的 任何 一 个 在 b 不 完备 曲线 上 无 界 , 我 
们 就 说 这 条 不 完备 曲线 对 应 于 平行 移动 基 下 的 曲率 奇 点 (p. p BR BP 
A). BR, sp. 曲率 奇 点 包含 着 p p 曲率 奇 点 。 

可 能 有 人 希望 在 有 实际 物理 意义 的 解 中 ,b 不 完备 曲线 既 对 应 于 
s. p. 曲率 奇 点 也 对 应 于 p p 曲率 奇 点 。 但 Taub - NUT 空间 ($5. 8) 
提供 的 解 的 例子 表明 ,情形 并 非 如 此 。 这 里 ,不 完备 测 地 线 完全 禁闭 在 
视界 的 一 个 紧邻 域内 。 由 于 度 规 在 此 紧邻 域 上 是 完全 正常 的 ,所 以 曲 
率 的 标量 多 项 式 保 持 有 限 。 因 为 这 个 解 的 特殊 性 ,曲率 分 量 在 沿 禁 闭 
测 地 线 平 行 移动 基 下 保持 有 界 。 由 于 禁闭 测 地 线 包 含 在 紧 集 内 ,我 们 
无 法 将 流 形 .4 扩展 为 更 大 的 四 维 Hausdorff 仿 紧 流 形 .W ', 其 中 不 完 
备 测 地 线 可 以 连续 。 因 此 不 可 能 有 通过 去 除 奇 点 而 产生 的 不 完备 性 。 
尽管 如 此 ,在 一 条 这 样 的 不 完备 类 时 测 地 线 上 运动 毕竟 不 是 件 愉快 的 
事 , 尽 管 我 们 的 世界 线 不 会 走 到 尽头 ,而 是 在 一 个 紧 集 内 不 停 地 一 圈 图 
地 缠绕 ,但 我 们 穷尽 一 生 也 无 法 超越 一 定 的 时 间 。 因 此 ,将 这 样 的 时 空 
视 为 奇异 的 似乎 应 该 是 合理 的 ,尽管 它 没有 p p 曲率 奇 点 或 s. p 曲率 
奇 点 。 由 引 理 6.4.8, 这 种 整体 禁闭 的 不 完备 性 只 能 出 现在 强 因果 性 
遭 破 坏 的 情形 。 在 88. 5 ,我们 将 证 明 , 在 一 般 时 空 里 ,部 分 或 整体 禁闭 
的 b 不 完备 曲线 对 应 于 p. p. 曲率 奇 点 。 我 们 还 将 证 明 , 如果 存 在 物 
质 , 则 这 种 Taub — NUT 型 的 整体 禁闭 不 完备 性 就 不 可 能 出 现 。 


8.2 ASEH 


在 8$5.4 我 们 看 到 ,在 某 种 合理 条 件 下 ,空间 均匀 的 解 会 出 现 奇 
点 。 对 许多 其 他 类 型 的 精确 对 称 情形 也 有 类 似 定 理 。 这 些 结果 尽管 颇 
多 启发 , 却 不 一 定 具 有 任何 物理 意义 ,因为 它们 依赖 于 精确 的 、 在 任何 
物理 情形 都 不 可 能 存在 的 对 称 性 。 因 此 ,许多 作者 提出 , 奇 点 完全 是 对 
称 性 的 结果 ,它们 不 会 出 现在 一 般 的 解 中 。 这 种 观点 曾 受 到 Lifshitz， 
Khalatnikov 及 其 同事 们 的 支持 。 他 们 证 明 ,具有 类 空 奇 点 的 某 些 类 型 


°° 的 解 没 有 场 方程 一 般 解 所 应 有 的 全 部 任意 函数 ( 见 Lifshitz 和 Khalatni- 
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kov( 1963 ) 对 这 一 工作 的 叙述 ) 。 这 大 概 表明 ,导致 这 些 奇 点 的 Cauchy 
数据 在 所 有 可 能 的 Cauchy 数据 里 是 一 个 零 测 度 集 , 从 而 不 应 该 出 现在 
真实 的 宇宙 。 但 最 近 , Belinskii, Khalatnikov 和 Lifshitz( 1970) 发 现 ,其 
他 类 型 的 解 似乎 具有 全 部 任意 函数 ,也 似乎 包含 着 奇 点 。 于 是 他 们 收 
回 了 奇 点 不 可 能 出 现在 一 般 解 的 断言 。 他 们 的 方法 很 有 意思 ,有 助 于 
弄 清 可 能 的 奇 点 结构 ,但 还 不 清楚 所 用 的 寡 级 数 是 否 收敛 。 没 人 知道 
奇 点 必然 出 现 的 一 般 条 件 是 什么 。 尽 管 如 此 ,我 们 仍 可 认为 他 们 的 结 
果 支 持 了 我 们 的 观点 :本 节 定 理 所 隐 含 的 奇 点 普遍 包含 着 无 穷 大 曲率 。 

第 一 个 不 涉及 任何 对 称 性 假设 的 奇 点 定理 是 Penrose (1965c) 给 出 
的 ,其 目的 是 为 了 证 明 进 缩 到 Schwarzschild 半径 以 下 的 星体 会 出 现 奇 
点 。 如 果 拥 缩 是 严格 球 对 称 的 , 则 解 可 以 具体 积分 出 来 , 奇 点 总 会 出 
现 。 然 而 ,如 果 出 现 不 规则 性 或 小 的 角 动 量 ,结果 就 不 那么 显而易见 
了 。 的 确 ,在 Newton 理论 中 ,最 小 的 角 动 量 也 能 阻止 无 穷 大 密度 的 出 
现 ,并 使 星体 重新 膨胀 。 但 Penrose 指出 ,这 种 情形 在 广义 相对 论 中 大 
不 相同 :一旦 星体 拥 缩 到 Schwarzschild 曲面 以 下 (曲面 半径 >=2m) , 它 
就 再 也 不 可 能 出 来 了 。 实 际 上 , Schwarzschild 曲面 只 是 针对 严格 球 对 
称 解 定义 的 ,但 Penrose 用 的 更 为 一 般 的 判 据 对 这 种 解 是 等 价 的 ,并 适 
用 于 没有 严格 对 称 的 解 。 他 的 判 据 是 ,应 该 存在 闭合 俘获 面 六 。 这 是 
一 种 C 闭合 ( 即 紧 致 无 边界 的 ) 类 空 二 维 曲面 ( 通 常 就 是 S) ERE 
AF 7 的 两 族 零 测 地 线 汇聚 于 FT. (Bag ALY 9 为 负 , 这 里 Xa 
和 ww 是 9 的 两 个 零 第 二 基本 型 。 在 以 后 章节 里 ,我 们 将 讨论 这 种 曲 
面 出 现 的 条 件 。) 我 们 可 设想 .7 处 于 极 强 的 引力 场 中 ,以 至 “向 外 的 ” 
光线 都 被 拉 回 并 汇聚 起 来 。 由 于 没有 任何 信号 传播 比 光 快 , 故 .内 的 
物质 被 接连 地 俘获 进 面积 越 来 越 小 的 二 维 曲面 内 ,这 样 看 来 肯定 出 现 
了 问题 。 事 实 正 是 如 此 ,这 就 是 Penrose 定理 所 严格 证 明 的 : 


定理 1 
如 果 
(1) 对 所 有 零 向 量 K", RKK >>0( 参 见 §4.3); 
(2). 4 内 存在 非 紧 Cauchy 曲面 X ; 
G) A 内 存在 闭合 俘获 面 . 7 ， 
则 时 空 (. Kg) 不 可 能 是 零 测 地 完备 的 。 
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说 明 证 明 的 思路 是 , 先 证 明 如 果 M 是 零 测 地 完备 的 , 则 的 
未 来 边界 是 紧 的 ;然后 证 明 这 与 % 非 紧 相 矛盾 。 

证 明 ”存在 Cauchy 曲面 说 明 .K 是 整体 双 曲 的 (命题 6.6.3), 从 
而 也 是 因果 简单 的 (命题 6.6.1)。 这 意味 着 I OT) 的 边界 是 
E*(7), Amt 7 LAXEWAHERF 的 零 测 地 线段 生成 。 
假设 .N 是 零 测 地 完备 的 ,于 是 由 条 件 (1) 和 (3) 及 命题 4. 4.6, 沿 每 一 
条 垂直 于 .9 的 未 来 方向 的 零 测 地 线 ,在 2c" Gk Be 是 yag” ERM 
地 线 与 人 的 交点 的 值 ) 的 仿 射 距 离 内 ,都 存在 与 TIS. HAE 
4.5. 14 ,在 这 样 的 零 测 地 线 上 ,超出 F 的 共 因 点 之 外 的 那些 点 都 处 于 


(7) A. AS * (7) EERE FT RARE Z WOE 
PLAC BARA TAR. TET 上 我 们 可 以 连续 方式 为 每 一 条 年 
AT FJ 的 零 测 地 线 指定 一 个 仿 射 参数 。 考 虑 连续 映射 6:.F x [0,6] 
XQ>.M (Q 是 离散 集 1,2), 它 定义 为 沿 过 p 且 垂 直 于 .7 的 两 条 未 来 
方向 的 零 测 地 线 之 一 ,为 点 pe .9 赋 以 一 段 仿 射 距离 ve [0,5] 。 由 于 
TRH, FEC - Kag”) 和 ( -Xs9”) 的 某 个 最 小 值 w。 于 是 ,车 


by =2co WCF x[0,b] xO BE J*C), RKI*(7) BE 
的 ,因为 它 是 紧 集 的 闭 子 集 。 如 果 Cauchy 曲面 oO 是 紧 的 ,上 述 情形 就 


是 可 能 的 ,因为 这 时 了 ( .Fy ) 可 能 在 背面 相遇 ,形成 与 X 同 胚 的 紧 
Cauchy 曲面 (图 49)。 然 而 ,如 果 要 求 % 是 非 紧 的 ,那么 很 明显 就 要 
a 出 麻烦 。 为 严格 论证 这 一 点 ,我 们 利用 .4 容许 过 去 方向 的 C 类 时 向 

量 场 的 事实 ( 见 $2.6) 。 这 个 向 量 场 的 每 一 条 积分 曲线 均 与 OF 相交 


(因为 它 是 Cauchy 曲面 ) ,并 与 六 (.9F ) 至 多 相交 一 次 。 这 样 ,它们 将 
定义 连续 的 一 一 映射 Qa: SF) 9, WHIT) BE, WE 
像 a( J CTER, FIJ COT) AB. EAF oc 非 紧 , 故 
a( (7) ) RARER OF ,因此 a( T TNE FABE 


边界 。 这 是 不 可 能 的 ,因为 由 命题 6. 3. 1, °° (7) Miia J T )) 
是 三 维 流 形 (无 边界 的 ) 。 这 说 明 A 是 零 测 地 完备 的 假设 是 不 正确 的 


(我 们 假设 它 来 证 明太 CT) ERK), 口 
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i 


vi 


图 49 RAK Cauchy 曲面 7 的 测 地 完备 空间 的 二 维 截面 。 当 
从 了 向 外 的 零 测 地 线 在 圆柱 背面 相遇 时 ,二 维 球面 在 其 


KK IF ) 有 一 紧 边 界 六 (2 )。 







M 
wll 
ve 

















这 个 定理 的 条 件 (1) (对 任 一 零 向 量 K OR, KK’ 30) ÑE 8 4.3 
讨论 过 。 无 论 常数 A 的 值 是 多 少 ,只 要 能 量 密度 对 每 个 观察 者 是 正 
的 , 它 就 成 立 。 第 9 章 将 证 明 , 条 件 (3) (存在 闭合 俘获 面 ) 至 少 在 时 空 
的 某 个 区 域 满足 。 这 样 就 只 剩 下 条 件 (2) (存在 是 Cauchy 曲面 的 非 紧 
类 空 面 % ) 需 要 讨论 了 。 由 命题 6. 4. 9, 只 要 假定 稳定 因果 性 ,就 确保 
了 类 空 曲面 的 存在 。 类 空 曲面 % 非 紧 的 要 求 并 不 是 十 分 严格 的 限 


制 ,因为 它 只 是 为 了 证 明 a(S *(.F)) 不 可 能 是 整个 %。 其 实 , 不 假 


E % 是 非 紧 的 ,而 要 求 存在 一 条 自 六 出 发 的 不 与 广 (9 ) 相 交 的 未 
来 方向 的 不 可 扩展 曲线 ,同样 可 以 证 明 这 一 点 。 换 言 之 ,即使 BE 
的 ,但 只 要 存在 某 个 能 避免 落 入 埔 缩 星 体 的 观察 者 ,定理 (1) 仍 将 成 
立 。 假 如 整个 宇宙 都 在 拥 缩 ,定理 也 许 不 太 可 能 ,但 即便 如 此 ,我 们 依 

然 可 以 期 待 奇 点 的 出 现 ,这 就 是 下 面 要 证 明 的 。 定 理 的 真正 弱点 在 于 
ER H 是 Cauchy Hi. EAT PATH: Be FARE ow 是 因果 
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简单 的 ,这 意味 着 六 (9 ) 的 生成 元 在 上 有 过 去 端点 ;其 次 用 来 保 


证 ( 儿 ) 的 每 一 点 在 映射 a 下 都 被 映射 成 和 上 的 一 点 。Bardeen 
的 一 个 例子 证 明了 Cauchy 曲面 条 件 是 必要 的 。 除 了 > =0 的 真 奇 点 被 
抹 平 而 恰好 成 为 极 坐标 原点 之 外 ,这 个 例子 具有 与 Reissner ~ Nordstré 
m 解 相 同 的 整体 结构 。 对 任何 零 向 量 而 非 类 时 向 量 的 K 来 说 ,时 空 服 
从 条 件 RKK 20 并 包含 闭合 俘获 面 。 它 唯一 不 满足 定理 条 件 的 地 
方 是 它 没有 Cauchy 曲面 。 
因此 ,这 个 定理 告诉 我 们 的 似乎 是 ,在 志 缩 的 星体 中 ,要 么 出 现 奇 
点 ,要 么 出 现 Cauchy 视界 。 这 是 非常 重要 的 结果 ,因为 不 论 那 种 情形 ， 
我 们 都 将 丧失 预言 未 来 的 能 力 。 但 它 并 没有 回答 在 现实 的 物理 解 中 是 
否 会 出 现 奇 点 的 问题 。 要 回答 这 个 问题 ,我 们 还 需要 一 个 不 假定 存在 
Cauchy 曲面 的 定理 。 这 个 定理 的 条 件 之 一 必然 是 ,不 仅 对 零 向 量 ,而 
且 对 所 有 类 时 向 量 ,都 有 RoK K =O, HH Bardeen 例子 唯一 不 合理 的 
地 方 就 是 不 满足 这 一 条 件 。 我 们 稍 后 将 要 给 出 的 定理 要 求 这 一 条 件 ， 
还 要 求 不 存在 闭合 类 时 曲线 的 时 序 条 件 。 另 一 方面 ,定理 还 适用 于 更 
多 的 情形 ,因为 闭合 俘获 面 的 存在 现在 只 不 过 是 三 个 可 能 条 件 之 一 。 
其 他 两 个 条 件 之 一 是 ,应 当 存 在 紧 的 部 分 Cauchy 曲面 ,或 应 当 存 在 过 
266 去 (未 来 ) 光 锥 重新 汇 俊 的 一 点 (图 50) 。 前 一 个 条 件 在 空间 闭合 解 中 
满足 ,后 一 个 条 件 则 与 闭合 俘获 面 的 存在 密切 相关 ,不 过 其 形式 对 某 些 
问题 更 为 方便 ,例如 在 光 锥 是 我 们 自己 的 过 去 光 锥 的 情形 ,我 们 可 直接 
确定 该 条 件 是 否 满足 。 最 后 一 章 将 指出 ,最 近 对 微波 背景 辐射 的 观察 
表明 ,情形 的 确 如 此 。. 
定理 的 精确 表述 为 : 


定理 2( Hawking 和 Penrose (1970) ) 
如 果 
(1) Xf 8— PSEA 25 fa] K, RKK >0( BW § 4.3); 
(2) 满足 一 般 条 件 ( 84. 4) , 即 每 条 非 类 空 测 地 线 均 包 含 

K, Rieste Ka K K’ #0 

的 一 点 ,这 里 K 是 测 地 线 的 切 向 量 ; 
(3) 时 序 条 件 在 M 上 成 立 ( 即 不 存在 闭合 类 时 曲线 ) ; 
(4) 至 少 存 在 下 列 条 件 之 一 : 
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过 去 光 锥 


图 50 ”其 过 去 光 锥 开始 重 会 聚 的 点 p。 


(i 无 边缘 的 紧 致 非 时 序 集 ; 
(ii) 闭合 俘获 面 ; 
(iii) 点 P, 使 在 自己 出 发 的 每 一 条 过 去 (或 每 一 条 未 来 ) 零 测 
地 线 上 , 自 p 出 发 的 零 测 地 线 的 散 度 6 变 负 ( 即 自 pp 出 发 的 零 测 地 线 被 
物质 或 曲率 聚焦 ,并 开始 重新 汇聚 ) ; 
则 时 空 (. bp,g) 不 是 类 时 或 堆 测 地 完备 的 。 


说 明 ”定理 的 另 一 种 表述 是 下 述 三 条 件 不 可 能 都 满足 : 

(a) 每 一 条 不 可 扩展 的 非 类 空 测 地 线 包 含 一 对 共 思 点 ; 

(ONERE M ERZ; l 

(c) 存 在 非 时 序 集 .7 RECS RECS ) 是 紧 的 。( 我 们 将 这 
种 集合 分 别称 为 未 来 俘获 的 或 过 去 俘获 的 。) 

事实 上 ,我 们 要 证 的 正 是 定理 的 这 种 形式 ,而 另 一 种 形式 也 就 随 之 
获 证 了 , 因为 如 果 A 是 类 时 和 和 零 测 地 完备 的 , 则 由 命题 4.4.2 和 
4.4.5, 条 件 (1) 和 (2) 隐 含 (a) ,条 件 (3) 即 (2) ,而 (1) 和 (4) 隐 含 (c) 。 
这 是 因为 在 情形 (i) ,. 是 无 边缘 的 紧 致 非 时 序 集 , 且 

E*(S)=E(S)=S ; 
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而 在 情形 (ii) W Gi), S 分 别 是 闭合 俘获 面 和 点 p, 由 命题 4.4.4， 
4.4.6,4.5.12 714.5. 14,E°(S) ME CS) BEM AVENE 
AS AOM IOUS) SRARE F 的 长 度 有 限 的 零 测 地 线 组 
成 的 紧 集 的 交集 。 

证 明 由 于 证 明 很 长 ,我 们 分 开 来 叙述 , 先 建 立 一 个 引 理 和 一 个 推论 。 


注意 ,通过 类 似 命题 6.4.6 的 论证 ,条 件 (a) 和 (1 隐 含 强 因果 性 条 件 
在 .WW 上 成 立 。 


引 理 8.2.1 
如 果 SY EAR, 如 果 强 因果 性 条 件 在 J* (SF) ERY, M 
及 (E'*(.7y ) ) 非 紧 或 空 (图 51) 。 


由 引 理 6. 3. 2 ,过 每 一 点 ge JTS) -S EJF ) 内 的 过 
去 方向 的 零 测 地 线段 , 当 且 仅 当 ge E* (.9 ) 时 它 有 过 去 端点 。( 注意 ， 
我 们 不 再 假定 存在 Cauchy 曲面 ,.N 可 以 不 是 因果 简单 的 , 故 


(ZZ)-E*(.F) 可 以 非 空 ,) 因 此 ,如 果 ge ICY) -E*CS), 
E 则 存在 过 4 的 过 去 不 可 扩展 的 零 测 地 线 , 它 处 于 请”(.YZ ) 内 且 不 与 
六 (三 (7)) 相 交 。 由 引 理 6.6.4, 这 说 明 g 在 (了 (7)) - 
有 下 (六 (元 )) 内 。 因 此 ， 
D*(E* (SY )) -H*(E*(S)) 
=D (JF )) -EJ R), 
和 H*(E*(.S))CH*(S*CS)). 

现 假定 H (E (FESE, FEED PART RRR RR 
URAK & DAL (SOW, -DZA — A, TEMA 
Pi 出 发 存在 一 条 过 去 不 可 扩展 的 非 类 空 曲线 和 , 它 既 不 与 广 (.Y ) 相 
交 , 也 不 与 D'(E'*(.9 )) 相 交 。 由 于 人 W, 有 紧 致 闭 包 , 故 入 将 离开 Wi。 
令 gj 为 A, LAE 多 ,内 的 点 ,于 是 ， 由 于 qı eJ’ (F), FER q, 2 S 
的 非 类 空 曲线 CS D (E* (YH ) ) 相 交 , 从 而 也 与 某 个 不 是 9 的 





8.2 FAEM 251 


UAL Wy) HABE, RIGS pm NM, -D* (IF ))] 的 一 点 ， 
重复 上 述 过 程 。 

这 将 导致 矛盾 ,因为 只 有 有 限 个 局 部 因果 邻 域 和 ,, 而 且 由 于 非 类 
空 曲线 与 ,相交 不 超过 一 次 ,故我 们 不 可 能 回 到 更 早 的 YY,, 因 此 ， 
杂 * (E (.9 ) ) 必 为 非 紧 或 空 。 口 


推论 
如 果 .是 未 来 俘获 集 , 则 存在 包含 于 D*(E*(.y ) ) 的 未 来 不 可 
扩展 类 时 曲线 y。 


在 .HN 上 设 一 类 时 向 量 场 。 如 果 这 个 场 的 每 一 条 与 E*(.9 ) 相交 2 
的 积分 曲线 也 与 H*(E*(. ) ) 相 交 , 则 它们 定义 一 个 将 E'(.F ) 映 射 
BY HCE (SY )) 上 的 连续 的 一 一 映射 ,从 而 H (E* SY )) 2 RW. 
D(F) I-RE H (ECS ) ) 相 交 的 曲线 的 交 即 给 出 所 需 曲线 y 
(图 51 显示 了 一 种 可 能 情形 ) 。 口 





图 51 未 来 俘获 集 .了 。 零 线 处 于 +45°, 三 条 直线 被 荆 合 ,点 9 处 于 无 穷 


远 。 图 中 还 显示 了 非 时 序 集 E* S), IY) AH (E'S )) BA 
未 来 不 可 扩展 类 时 曲线 ye D* (E*(.7)). 


BREE IEE ON ESOT (vy) REF. HF y 包含 于 int 





252 8 时 空 奇 点 


V(E*CS)) ABE (F)HFAS Cy) RIAR. AF y 


是 未 来 不 可 扩展 的 , 故 生成 1 (y) 的 零 测 地 线段 可 以 没有 未 来 端点 。 
但 由 条 件 (a) ,每 条 不 可 扩展 的 非 类 空 测 地 线 均 包含 一 对 共 思 点 ,于 是 


由 命题 4.5. 12, J) 的 每 一 个 生成 线段 " 的 过 去 不 可 扩展 延伸 v 
都 将 进入 1(y)。 在 v'NT (7y) 的 第 一 点 p 或 之 前 将 有 vw 的 一 个 过 去 
端点 。 因 为 1 OERE, p 的 邻 域 将 包含 相 邻 零 测 地 线 在 1" (y) A 
的 点 。 这 样 ,从 F SIS p 的 仿 射 距离 将 是 上 半 连 续 的 ,而 8- F LE 


为 闭 集 了-(y) 与 从 殉 出 发 的 具有 有 界 仿 射 长 度 的 零 测 地 线段 生成 的 
紧 集 的 交 ,也 是 紧 的 。 因 此 由 引 理 ,在 int D (E (F ) ) 内 存在 过 去 不 
可 扩展 的 类 时 曲线 和 (图 52)。 今 a, 为 A 上 的 无 穷 点 列 ,使 

(I)a el (a,), 

( 工 ) 没 有 一 个 A 的 紧 致 线段 包含 了 超过 有 限 个 a, 的 点 。 
S bA y 的 类 似 点 列 , 但 在 ( 1) PART BURT Bb, el (a)。 

AA y 和 人 均 包 含 于 整体 双 曲 集 int DE (F )) (命题 6.6.3)， 
故 在 每 个 e, 和 对 应 的 久之 间 存 在 具有 最 大 长 度 的 非 类 空 测 地 线 几 ( 命 
题 6.7. 1) 。 每 一 条 这 样 的 线 都 将 与 紧 集 ES ) 相 交 。 于 是 ,存在 一 
AqEE CS), CEL NE* (S ) 的 极限 点 ,在 9 点 还 存在 一 个 非 类 
空 方向 , 它 是 人 几 的 极限 方向 。( 点 4 和 在 点 9 的 方向 定义 了 . A 的 方向 
从 的 一 点 。 之 所 以 存在 这 种 极限 点 ,是 因为 在 E'(.y ) 上 的 这 部 分 从 
是 紧 的 。) 令 j', 是 ,的 子 序列 ,使 jE (OS) OCF q, HEE! CE 

MECS ) 的 方向 收敛 于 极限 方向 。( 更 准确 地 说 ,定义 在 E'(.F) 上 

的 方向 从 的 点 收敛 于 极限 点 。) 令 人 是 经 过 9 的 极限 方向 的 不 可 扩展 的 
测 地 线 。 由 条 件 (a) , u LAAs Ay, Hyer (x)。 令 x' 和 YW' 分 
IJA u 上 在 x 的 过 去 和 2 的 未 来 的 点 。 由 命题 4. 5. 8 ,存在 某 个 e >0 
ALA x’ Bly’ 的 类 时 曲线 a, 其 长 度 为 加 上 jw Ax’ Bly’ 的 长 度 。 令 
UM VARNA x’ Aly’ 的 凸 正规 坐标 邻 域 ,二 者 都 不 包含 长 度 为 a/4 


的 曲线 。 令 x” 和 2 分别 为 YW Na 和 Na Sx’, Aly’ SHH wb 
KAR x’ 和 wy 的 点 。 对 充分 大 的 n, w, Ax’ Sy KEE 6/4 
mEn Ax’ 到 2 的 长 度 。 同 样 ,对 充分 大 的 n, x', 和 ww', 将 分 别处 于 
D(x", URI (Y, VA, FE, Mx" Bx” FEY a 到 六 ,再 从 到 
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图 52 AE 51 fA RBS TERR, FERAE (SAT O); A 
pPRERE (F) 的 零 测 地 线段 的 过 去 端点 ; HAA 是 包含 
int D (E (六 )) 的 过 去 不 可 扩展 的 类 时 曲线 。 


y', 将 形成 一 条 比 风 ', 自 x 和 ,到 ,更 长 的 非 类 空 曲线 。 但 由 性 质 ( WD), 
对 充分 大 的 mn, a MF, EM Se, bb Ey’, RR, 
因此 , ww 应当 是 自 x* ,到 2, 的 最 长 非 类 空 曲线 。 这 就 引出 了 我 们 所 需 
的 矛盾 。 口 


尽管 这 个 定理 在 非常 一 般 的 条 件 下 确立 了 奇 点 的 存在 ,但 它 仍 有 ?2 

不 足 : 没 有 说 明 奇 点 是 在 未 来 还 是 在 过 去 。 在 条 件 (4) 的 情形 (ii) , 当 
存在 紧 类 空 曲面 时 ,我 们 没有 理由 相信 和 奇 点 应 该 处 于 未 来 而 不 是 过 去 。 
但 在 情形 (i) , 当 存 在 闭合 俘获 面 时 ,我 们 希望 奇 点 处 于 未 来 。 而 在 情 
Æ Cii) , 当 过 去 零 锥 开始 重新 汇聚 时 ,我 们 希望 奇 点 应 处 于 过 去 。 我 们 
可 以 证 明 , 如 果 加 强 条 件 (说 ) ,假定 自 p 出 发 的 所 有 过 去 方向 的 类 时 测 
地 线 和 零 测 地 线 一 样 在 (pP 的 一 个 紧 致 区 域内 开始 重 汇 聚 , 则 在 过 
去 存在 奇 点 。 
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定理 3( Hawking(1967)) 

如 果 

(1) 对 每 个 非 类 空间 量 K, RK*K 0( 参 见 § 4.3) ; 

(2) 强 因果 性 条 件 在 (. WW ,g) 上 成 立 ; 

(3) 存 在 p 点 的 某 个 过 去 方向 的 单位 类 时 向 量 W 和 正常 数 5, 使 
得 如 果 V 是 过 p 的 过 去 方向 的 类 时 测 地 线 的 单位 切 向 量 , 则 在 每 条 这 
样 的 测 地 线 上 , 测 地 线 的 膨胀 6 = Vi ORE TERE BS p 点 b/c 内 变 得 小 于 - 
3c/b XŒ c= -W'V,; 

则 存在 过 p 的 过 去 不 完备 非 类 空 测 地 线 。 


令 KK 是 与 过 p 的 过 去 方向 的 非 类 空 测 地 线 相 切 的 平行 移动 的 切 
向 量 ,并 按 KW, = -1 归 一 化 。 于 是 ,对 过 p 的 类 时 测 地 线 , 有 
K =c V", Ai Kt, =e Vio RA K', 在 非 类 空 测 地 线 上 连续 , 故 它 在 
过 p 的 零 测 地 线 的 仿 射 距 离 b 内 将 变 得 小 于 -3/5。 如 果 Y,,Y,,Y, 4 
是 这 些 零 测 地 线 上 的 伪 规 范 正 交 四 元 组 ,日 Y 和 YY, 为 类 时 单位 向 
量 ,Y: 和 YY, 为 零 单位 向 量 , 并 有 YY"Y = -1 MY, =K, Wit p HEM 
地 线 的 膨胀 9 定义 为 

6 =K a (V Yt +Y,"Y,’) 
=K° +K, a (3Y +Y Y’), 
由 于 K" 是 平行 移动 的 ,上 式 第 二 项 为 零 。 第 三 项 可 表示 为 


SKK) ,站 , 它 小 于 零 ,因为 KK' 在 零 测 地 线 上 为 零 ,在 类 时 测 地 线 


22 上 为 负 。 这 说 明 6 沿 每 条 零 测 地 线 在 距 p 点 仿 射 距离 5 内 将 变 得 小 于 
-3/5。 因 此 ,如 果 所 有 过 p 的 过 去 方向 的 零 测 地 线 都 是 完备 的 , 则 
E-(p) 是 紧 的 。 任 一 点 qeJ-(E-(p)) -E-(p) 将 在 1"(p) 内 ,从 而 
不 可 能 处 于 J*(E-(p)) 内 ,因为 E-(p) 是 非 时 序 的。 因此 ， 

J’ (E` (p)NT (E~ (p)) =E (p), 
因而 是 紧 的 。 于 是 ,由 命题 6.6.7, D (E (p) ) 是 整体 双 曲 的 。 由 命 
题 6.7.1, 每 一 点 re D-(E-(p) ) 将 通过 一 条 在 7 与 p 之 间 不 含 p 的 任 
fal Ft HER AO AEE SM AS p 点 连接 。 这 样 , 由 命题 4.4.1， 
D-(E-(p)) 在 exp,(F) 内 ,这 里 是 7 的 紧 致 区 域 ,7, 由 所 有 过 去 方 
向 且 满 足 K°W, < -2b 的 非 类 空 向 量 KK 组成。 如 果 所 有 自 p 出 发 的 过 
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去 非 类 空 测 地 线 都 是 完备 的 , 则 exp, (K) 对 每 一 个 Ke F 有 定义 ,从 
而 exp, (F) 作为 连续 映射 下 紧 集 的 像 ,也 是 紧 的 。 但 由 引 理 8.2.1 的 
推论 ,D (E (P ) 包 含 过 去 不 可 扩展 类 时 曲线 ,而 由 命题 6.4.7, 这 样 
的 类 时 曲线 不 可 能 完全 禁闭 在 紧 集 exp, FP) 内 ,因此 ,所 有 自 p 出 发 的 
过 去 方向 非 类 空 测 地 线 完 备 的 假定 是 错 的 。 口 


定理 2 和 3 是 关于 奇 点 的 最 有 用 的 定理 ,因为 我 们 可 以 看 到 ,它们 
的 条 件 在 许多 物理 情形 都 是 满足 的 ( 见 下 章 ) 。 但 也 可 能 出 现 这 种 情 
形 , 造 成 因果 性 条 件 破坏 的 不 是 奇 点 而 是 闭合 类 时 曲线 。 这 比 定理 1 
后 面 所 说 的 单纯 的 预言 失败 要 严重 得 多 。 照 我 们 的 看 法 , 它 在 物理 上 
比 奇 点 更 难 令 人 接受 。 尽 管 如 此 ,我们 还 是 希望 知道 这 种 因果 性 的 破 
坏 是 否 会 阻止 奇 点 的 出 现 。 下 述 定理 表明 ,在 某 些 情 形 , 它 们 做 不 到 这 
一 点 。 这 意味 着 我 们 还 得 认真 对 待 奇 点 ,而 且 它 还 使 我 们 相信 ,因果 性 
的 破坏 一 般 说 来 并 不 是 摆脱 奇 点 的 出 路 。 


定理 4( Hawking( 1967) ) 
如 果 
(1) 对 每 个 非 类 空间 量 K, Ra KK S0( BL § 4.3); 
(2) 存 在 紧 致 类 空 三 维 曲 面 . (无 边缘 ); 
(3) SY 的 单位 法 线 在 . 罗 上 处 处 收敛 (或 处 处 发 散 ) ; 
则 时 空 不 是 类 时 测 地 完备 的 。 


说 明 条 件 (2) 相 当 于 说 宇宙 在 空间 上 是 封闭 的 ,条 件 (3) 说 字 宙 ”” 
在 收缩 (或 膨胀 ) 。 正 如 § 6.5 解释 的 ,我 们 可 取 覆 盖 流 形 .w, 其 中 .7 
的 像 的 每 个 连通 分 支 都 微分 同 胚 于 SY ,而 且 是 .内 的 部 分 Cauchy 曲 


面 。 我 们 将 在 W 上 讨论 ,并 将 F 的 像 的 一 个 连通 分 支 记 为 .2Z。 在 . 庚 
上 考虑 Cauchy 演化 问题 ,我 们 看 到 , 奇 点 的 出 现 (尽管 不 一 定 是 其 本 
性 ) 是 Cauchy 数据 在 .上 的 一 种 稳定 性 质 ,因为 .上 足够 小 的 数据 
变化 不 会 破坏 条 件 (3) 。 这 是 Lifshitz 和 Khalatnikov 猜想 的 一 个 反例 ， 
他 们 认为 奇 点 仅 对 测度 为 零 的 Cauchy 数据 集 出 现 。 当 然 ,我 们 需要 记 
住 ,这 里 采用 的 奇 点 定义 并 不 是 Lifshitz 和 Khalatnikov 所 用 的 定义 。 
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证 明 由 条 件 (2) 和 (3) ,.Z 的 第 二 基本 型 的 缩 并 x ,在 . 上 有 
负 的 上 界 , 因 此 ,如 果 .WW (从 而 WN) 是 类 时 测 地 完备 的 , 则 在 每 一 条 垂 
EF . 的 未 来 方向 的 测 地 线 上 ,在 距离 .8 某 个 有 限 上 界 5 内 ,存在 
GS EPEA (Ar 4.4.3), 1 6.7.1 的 推论 ,对 每 一 点 
qeD'(.S) ,存在 垂直 于 .Z 的 未 来 方向 的 测 地 线 ,在 .多 与 9 之 间 不 含 
任何 与 .8 HMA. OBS x [0,0]-> 用 是 一 可 微 映射 , 它 沿 过 点 
pe .7 垂直 于 S 的 未 来 方向 的 测 地 线 为 p 赋 以 一 个 距离 se [0,5]。 
FE BCS x [0,1] 2 RN, Ae D (Ê). Ki, D (SY) 从 而 


H' (多 ) 是 紧 的 。 如 果 假 定 强 因 果 性 条 件 成 立 , 则 由 引 理 8. 2. 1 即 得 所 
需 的 矛盾 。 但 即使 没有 强 因 果 性 条 件 , 我 们 也 能 引出 矛盾 。 考 虑 点 


qe (A ,因为 每 一 条 自 g 到 . 光 的 过 去 方向 的 非 类 空 曲线 都 由 
H'( 儿 ) 内 的 一 个 (也 可 能 是 零 个 ) 零 测 地 线段 和 D SA) 内 的 一 条 非 
类 空 曲线 构成 ,从 而 d P,a) TRET b TE, HF d 是 下 半 连 续 
的 ,我 们 可 找 一 收敛 于 q 的 无 穷 点 列 r, e DCP), tid Fr, ) ACF 
d(.S,q) 0 HAFEN r BEES x [0, 中 的 一 个 元 素 8-1(r ) 。 
由 于 .多 x[0,6] 是 紧 的 , 故 存在 元 素 (p,s) WB (r,) 的 一 个 极限 点 。 
由 连续 性 , s=d(.7,q), B(p,s) =g。 故 对 每 个 点 ge H* (S) ,存在 距 
PREH dS O GRAM, ME, Sq, eH (ARF HS) 
的 同一 个 零 测 地 线 生成 元 A 的 9 AH. BAS Bg, KBE 
dS q) USHA S 9, 和 9 之 间 的 和 线段 连接 起 来 ,就 得 到 一 条 自 允 
到 9 的 长 度 为 dÊ ,q ) 的 非 类 空 曲线 ,通过 对 它 变形 还 可 生成 这 些 端 
点 间 更 长 的 曲线 (命题 4.5.10)。 因 此 ,对 点 qe H' (.F),d(.Z,g) 沿 
H'* (学 ) 的 每 一 个 过 去 方向 的 生成 元 严格 减 小 。 但 由 命题 6. 5. 2 ,这 些 
生成 元 不 可 能 有 过 去 端点 。 这 导致 矛盾 ,因为 既然 4( P, EF q 下 
HEE ,那么 它 在 紧 集 H (. 史 ) 就 应 当 有 最 小 值 。 口 


条 件 (2) BOR 是 紧 的 ,这 是 必要 的 ,因为 在 Minkowski 空间 
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CHAME ERRAZ: (Y + (07)? + (0)? - (4°)? = -1,x <0 
是 部 分 Cauchy 曲面 ,在 所 有 点 上 xX*。= -3。 如 果 将 Minkowski 空间 的 
这 个 区 域 定 义 为 
x’ <0,(x')? +(x)? + (9°)? ~- (x) <0, 

则 我 们 可 在 离散 等 距 变 换 群 GF BAO E/G BAW ( Lobell 
(1931) ) 。 如 定理 4 所 要 求 的 ,空间 (.W /C,q) 是 类 时 测 地 不 完备 的 ， 
因为 我 们 不 能 将 G 下 的 肥 合 扩展 到 整个 .WN ( 85.8 的 条 件 (1) 和 (2) 
在 原点 不 成 立 ) 。 在 此 情形 下 ,不 完备 性 奇 点 来 自 不 良 的 整体 性 质 ,而 
不 伴随 曲率 奇 点 。 这 是 Penrose 提出 的 一 个 例子 。 

条 件 (2) 和 (3 ) 可 代 换 为 ; 

(2 ). Bay Cauchy 曲面 ; 

GX ,在 . 光 上 有 界 而 不 为 零 ; 
因为 在 此 情形 下 不 可 能 出 现 Cauchy 视界 ,但 所 有 从 .FZ 出 发 的 未 来 方 
向 的 类 时 曲线 必 有 小 于 某 个 有 限 上 界 的 长 度 。 

Geroch( 1966 ) 证 明 , 如 果 条 件 (2) 满 足 ,而 条 件 (1) 和 (3 ) 代 换 为 : 

(1”) 对 每 个 非 类 空 向 量 , R,,K"K' SO, F SAE Ra =0 时 成 立 ; 

(3”) 存 在 点 pe F (EGS 相交 的 任 一 不 可 扩展 非 类 空 曲线 也 与 
J* (p) ALT” (p) HAE; 

MEAS 的 Cauchy 发 展 是 平 直 的 , BA A RMR SEH. 

条 件 (3”) 要求 p 点 的 观察 者 能 看 到 与 .Z 相交 的 每 一 个 粒子 ,同时 
也 能 被 每 一 个 粒子 看 到 。 证 明 的 方法 是 考虑 所 有 包含 p 点 的 无 边缘 类 
空 曲面 。 我 们 可 以 用 这 些 类 空 曲面 构造 一 个 拓扑 空间 S(p) ,其 方法 类 
似 于 用 两 点 间 的 所 有 非 类 空 曲线 来 构造 拓扑 空间 。 这 样 ,条 件 (2) 和 
(3”) 意 味 着 S(p) 是 紧 的 。 我 们 可 以 证 明 , 这 些 曲 面 的 面积 是 S(p) 上 
的 上 半 连 续 函 数 ,从 而 存在 某 个 过 p 的 曲面 .多 ', 其 面积 大 于 或 等 于 任 
何其 他 曲面 的 面积 。 通 过 类 似 用 于 非 类 空 曲线 的 变 分 论证 ,我 们 可 以 
证 明 , 除 了 可 能 在 曲面 不 可 微 的 p 点 之 外 , x"， ,在 了 上 处处 为 过 

考虑 单 参数 类 空 曲面 族 . (uv) ,这 里 .Y (0) = .7 。 变 分 向 量 
W=9/9u 可 表示 为 用 ， cH noob SR ae ERARI 我 
们 可 将 Raychaudhuri 方程 用 于 W 的 积分 曲线 汇 来 证 明 


00/ ðu =/{ - -70 -20° 一 Ran'n’ +f fash” |, 


nN 
3 
o 
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1 
此 处 OEY a5 Cu FX 一 3 ha , has = Ia +My, 


2 1 ab 
和 CC =Z TaT o 


如 果 存 在 某 点 9e.Z' AR, n'n’ 40 或 ye 天 0, 则 我 们 可 找 一 函数 /使 
96/9u 在 .7' EAM AA MER, nn’ Aya ES 上 处 处 为 零 ,但 在 
.yy' 上 存在 一 点 4 有 Coan i RAE, Mlao/ou 40, RITER — SEE 

.Fy' 上 处 处 有 6390/9u =0 Ha 89/3w* <0。 不 论 哪 种 情形 ,我 们 都 有 一 个 处 


处 有 xX"。<0 的 曲面 .Z" , 故 由 定理 4,. 是 类 时 测 地 不 完备 的 。 如 果 
Ris, Xa Fl Coan'n" 在 .' 上 处 处 为 零 , 则 n* 的 Ricci 恒等式 表明 ,在 S 
上 Cu =0。 从 而 时 空 在 DS) ARSE EY. WARE”) ,(2) 和 (3”) 
HDS HERP PEA 个 例子 是 点 |x x? x? a" | Bla +127 ,x ， 
xt fal ya td ya? xt] Ax! x? x? +1 04] BAH Minkowski 空间 。 它 
是 测 地 完备 的 。 但 前 面 的 例子 也 满足 这 些 条 件 , 而 且 表明 DEIA 
既是 测 地 不 完备 的 ,又 是 平 直 的 。 


8.3 奇 点 的 描 


前 面 的 定理 证 明了 奇 点 会 出 现在 一 大 类 解 中 ,但 对 奇 点 的 本 质 给 
出 的 信息 其 少 。 为 了 对 此 进行 更 详尽 的 研究 ,我 们 需要 确定 所 谓 奇 点 
的 大 小 ,形状 ,位置 等 等 是 什么 意思 。 如 果 奇 点 包含 在 时 空 流 形 内 ,这 
是 相当 容易 的 事情 。 但 我 们 不 可 能 通过 物理 测量 来 确定 时 空 SMEER 

点 的 结构 。 实 际 上 ,有 许多 流 形 结构 在 非 奇 点 区 域 一 致 ,但 在 奇 点 处 大 
相 径 庭 。 例 如 ,在 Robertson ~ Walker 解 中 , 流 形 在 1=0 的 奇 点 可 用 
坐标 
|t,r cosg,r sin@cos@ ,r sinĝsing | 
来 描述 ,也 可 用 
|t, Sr cos@, Sr singcos 中 ，Sr singsin 中 | 

来 描述 。 在 第 一 种 情形 , 奇 点 是 三 维 曲面 ,而 在 第 二 种 情形 , 奇 点 是 一 
个 单 点 。 

我 们 需要 确定 一 个 原则 来 为 流 形 . & 附加 某 种 边界 3, 它 唯一 决定 
于 在 非 奇 点 的 测量 , 即 (. WW ,g) 的 结构 。 因 此 ,我 们 打算 在 空间 .W* = 
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Wd 上 至 少 定义 一 个 拓扑 ,也 许 还 要 定义 一 个 可 微 结构 和 度 规 。 一 
种 可 能 的 方法 是 用 $6. 8 描述 的 不 可 分 解 的 无 穷 集 。 但 这 种 方法 仅 取 
决 于 共 形 度 规 , 不 能 区 分 无 穷 远 和 有 限 距离 处 的 奇 点 。 为 了 进行 这 种 
区 分 ,我 们 似乎 应 当 将 .W* 的 结构 建立 在 已 用 于 奇 点 存在 的 判 据 基础 
上 , 即 b 不 完备 性 。Schmidt 发 展 了 实现 这 个 过 程 的 优美 方法 ,取代 了 
Hawking( 1966b) 和 Geroch( 1968a ) 以 前 的 构造 过 程 ,他 们 原来 将 奇 点 
定义 为 不 完备 测 地 线 的 等 价 类 ,不 一 定 能 为 所 有 b 不 完备 曲线 (如 有 
限 加 速度 的 不 完备 类 时 曲线 ) 提供 端点 。 他 们 的 等 价 定义 还 存在 一 定 
的 模糊 ,而 Schmidt 的 构造 则 没有 这 些 缺 点 。 

Schmidt 的 过 程 是 在 规范 正 交 标 架 从 mO >M 上 定义 正定 
度 规 e。 这 里 0(.N ) 是 由 向 量 1E, | 的 所 有 正 交 四 元 组 构成 的 集合 ， 
对 每 个 pe.W ,E,e7,(a 从 1 到 4)," 是 投影 ,将 p 点 的 一 个 基 映 射 
到 p io RIEN, KHNA A 为 b 不 完备 时 ,0(.W ) 在 度 规 e 下 是 
m 不 完备 的 。 如 果 OCW ) 是 m 不 完备 的 , 则 可 通过 Cauchy 序列 构成 
0(.W ) 的 完备 度量 空间 0(? 。 投 影 n 可 扩展 到 0(? OY Ma 
的 商 空 间 定义 为 .4” , 它 是 . 与 男 一 个 点 集 6 的 并 。 集 合 9 是 .Y 内 
每 一 条 b 不 完备 曲线 的 端点 的 集合 ,从 这 个 意义 上 说 , 它 由 A 的 奇 点 
组 成 。 

为 了 进行 这 种 构造 ,我 们 回顾 一 下 ( 8$2.9) ,由 度 规 g AEM 
的 联络 定义 了 点 we OC. MW ) 的 十 维 切 空间 7 的 四 维 水 平子 空间 有 ,。 
于 是 7 为 ,与 7, 内 所 有 与 纤维 wm '(m(u)) 相 切 的 向 量 组 成 的 重 直 子 
空间 VW, 的 直 和 。 现 在 我 们 构造 7, 的 基 | G4i = 1E,,F,| ,这 里 4 从 1 到 
10,a 从 1 到 4,i 从 1 到 6;|1E,| 是 及 的 基 ,|F,| 是 V 的 基 。 

给 定 任 一 向 量 X eTo (.W ) ,存在 唯一 向 量 久 eH,(0(.K )) 
使 立 .和 =X。 因 此 ,在 0(.V ) 上 存在 四 个 唯一 定义 了 的 水 平 向 量 场 
E, ,它们 是 每 一 点 ue 0(.W ) 的 规范 正 交 基 向 量 EE ,的 水 平 提升 。 场 
,在 0(.W ) 上 的 积分 曲线 代表 基 |E ,} 沿 . b 内 的 测 地 线 在 向 量 E， 
方向 的 平行 移动 。 

群 0(3,1) 作 为 全 部 非 奇 异 4 x4 K Lorentz 矩阵 4, 的 乘法 群 , 作 
用 在 0(. @ ) 的 纤维 上 ,将 点 4= 1p,E ,i © 0(.N ) 送 到 点 4(u) = 
[p Aa El e 0(.W )。 我 们 可 将 0(3,1) 视 为 六 维 流 形 , 而 且 通 过 所 有 
满足 a6,G6 = -awGw 的 4x4 和 矩阵 a 的 向 量 空间 ,表示 0(3,1) 在 单位 
矩阵 7 的 切 空间 T,(0(3,1))。 因 此 ,如 果 ae7,(0(3,1)), 我 们 可 由 
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A, =exp(ta) 定 义 0(3,1) 的 一 条 曲线 ,这 里 ， 
wo b" 
exp(b) = 之 n° 


这 样 ,如 果 we 0(.X ) ,我 们 可 由 An C) =4.(4) 在 m1(m(w)) 内 定 
义 一 条 经 过 4 的 曲线 。 因 为 曲线 A, (1) 在 纤维 中 ,其 切 向 量 (8/831)，、 
是 垂直 的 。 由 此 我 们 可 对 每 个 ce 了, 由 (a) |, = (3/81) (对 每 一 
点 ue OM )) 定 义 一 垂直 向 量 场 F(a)。 若 |ai| (i=1,2,…,6) 是 7 
的 一 个 基 , 则 F,=F(a,) 是 0(.N ) 上 的 六 个 垂直 向 量 场 ,在 每 -点 
eol A ) 为 V 提 供 一 个 基 。 
矩阵 Be 0(3,1) 通 过 uv*B(u) 定 义 映射 0(.《 ) OM )。 在 
诱导 映射 BT Tao 下 ,垂直 向 量 场 和 水 平 向 量 场 按 如 下 方式 变换 ， 
B,(E,) =B, E,, 
B, (F) =G F, 
RHC =Byay Bald’ ula ET) 的 基 , 对 偶 于 了 EL a, ,( 于 是 
Opty =Ò; dapa = 十 56u)。 对 下 面 的 论述 来 说 ,这 些 诱导 映射 的 重 


要 性 质 不 在 于 具体 的 形式 ,而 在 于 它们 在 OC. 7 ) 上 是 常数 的 事实 。 
现在 ,我 们 在 每 一 点 we O(.W ) 有 7 的 一 个 基 | Gi = 1E,,F | 
(4=1,2,…,10)。 由 此 我 们 可 在 0(.W ) 上 由 e(X,Y) = XXY Æ 


义 一 个 正定 度 规 e, 这 里 入 ,Ye 7,,X',Y' 分 别 是 X,Y 在 基 |G ,| 下 的 
分 量 。 

利用 度 规 e, 我 们 可 定义 一 个 距离 函数 p(z,o) ,u,ve O(. W) 作 
为 曲线 自 w 到 v( 由 e 度 量 的 ) 长 度 的 最 大 下 界 。 接 着 我 们 要 问 iE 
离 函 数 p(u,o) OCM ) 是 否 是 m 完备 的 ? 


命题 8.3. 1 
HHAH A ,g) 是 b 完备 的 ,(0(.W ) ,e) 是 m 完 备 的 。 


y(t. A 内 的 曲线 。 于 是 ,给 定点 wen-'(p) ,这 里 pey, 我 
们 可 构造 过 的 水 平 曲线 y(t) (y(t) ) =y(t)。 从 正定 度 规 。 的 
定义 可 知 ,在 此 度 规 下 测 得 的 y(1) 的 弧 长 等 于 y(1) 的 一 般 仿 射 参数 ， 
由 点 4 代表 的 p 点 的 基 定 义 。 如 果 y(1) 没 有 端点 ,但 有 一 般 仿 射 参数 
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度量 的 有 限 长 度 , 则 y(t) 也 没有 端点 ,但 在 度 规 e 下 有 有 限 长 度 。 因 
此 ,0(.W ) 中 的 m 完备 性 意味 着 .W 中 的 b 完备 性 。 

为 了 证 明 逆 命题 ,我 们 需要 证 明 , 如 果 A(t) 是 0(.W ) 内 具有 有 限 
长 度 的 无 端点 C!' 曲线 , 则 (y(t) ) 是 .HN ARA TREER C 曲线 : 

(1) 有 限 的 仿 射 长 度 ， 

(2) 在 .W 内 无 端点 。 

为 了 证 明 (1) ,过 程 如 下 。 令 we A(i) ,于 是 可 构造 一 过 4 的 水 平 
曲线 和 (1) AETA) =m(A(1))。 对 1 的 每 一 个 值 ,A(t) 和 A(t) 处 
于 同一 纤维 , 故 存在 0(3,1) 的 唯一 曲线 B(1) ,使 A(1) BOA) m 
这 说 明 

(i) =8. (Be) the 2 ), 
HFB’ =dB/dt, AIE, 
(EE) E((E (gp 8e) + E Ea Baa), 
这 里 1E"| BA", 的 对 偶 于 |E, | 的 基 ( 即 (E*,E,〉=6",);a'% 是 77 的 
对 偶 于 Gi ab 的 基 ( 即 Digg op =8/) o 
和 矩阵 Ba WE Bs GsBa = Gra FAC H Ga = GF, 
By G.Bea = Gra 
对 /微分 ,得 
Bo Bo Ga = -6CB vB。 
故 B B',.€T,(0(3,1)). Fa FET) 的 基 , 存 在 某 个 常数 C 使 
(B BG a) SCB? pB yB aBa) 
任 一 矩阵 Be 0(3, 1) 可 表示 为 B = QAQ 的 形式 ,这 里 ,(i)9 和 


0 是 形 如 
HH) 
WEZER, HH OO 和 0 是 3 x3 EXER, EE, | 的 排序 使 E, 为 类 


时 向 量 ;这 些 和 矩阵 0 和 0 代表 旋转 ;(it)A 是 形 如 
coshé 0 0 sinh é 





0 1 0 0 
0 0 1 0 
sinh 0 0 coshé 
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的 矩阵 , 它 代 表 在 1 -方向 上 的 速度 变化 。 利 用 这 种 分 解 ， 
B’ BB’ aB aE Vo 
对 任 一 向 量 和 e717,， 
D (EK a) = > CCE" X))° 


mac (PE) = DCE (GD) 
-((2), (5) Jen" 


(3) (8) ALB) a jeor 206 
从 而 


(((2) (2) )) > 人 (区 (2) )] ee tote i 
令 妈 wm 是 El 在 A(t) 上 的 最 小 上 界 ,于 是 
L(A) >3L(A)e® + C2é,, 


这 里 L(A) 是 曲线 和 在 度 规 e 下 的 长 度 。 因 为 它 是 有 限 的 , 故 名 和 
Z(A) 必 有 限 。 因 此 A 内 曲线 n(A(it)) 的 仿 射 长 度 (等 于 有 内) 也 
有 限 。 

为 了 完成 命题 8. 3. 1 的 证 明 ,我 们 还 需 证 明 曲 线 (A(t) ) FE. 
内 无 端点 , 即 我 们 需要 证 明 , 不 存在 点 pe .HN 1B (A(t) ) 进 入 并 留 在 
p 的 每 一 个 令 域 内。 因为 存在 p 的 正规 令 域 %, 这 是 下 述 命题 的 一 
个 结果 : 





命题 8. 3. 2( Schmidt (1972) ) 

令 - 太 为 .WH 的 紧 子 集 。 假 定 存在 OC. 1 ) 的 无 端点 但 有 有 限 长 度 
的 曲线 At) , 它 进入 并 留 在 ~ (. 介 ) 内, 则 存在 一 条 包含 于 . 注 的 不 
可 扩展 的 零 测 地 线 y。 


EA RAS wee A(t) AG) = (A(t) ) KE HR 
曲线 已 无 端点 。 假 定 存在 点 ws O(.M ) , 它 是 水 平 曲线 不 ( 的 一 
个 端点 。 于 是 ,存在 " 的 带 紧 致 闭 包 的 开 邻 域 AEO AREE 
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内 。 令 YY' 为 集合 lx OCW) :对 所 有 满足 11 SE 的 矩阵 B, Bx e 
Y) AY HERH &, ABR BOW! 为 紧 集 。 曲 线 At) 将 进入 并 贸 
ES 内。 但 任何 紧 集 对 正定 度 规 e 都 是 m 完备 的 ,因此 有 有 限 长 度 
的 A(t) 在 "内 有 端点 。 这 说 明和 (1) 无 端点 。 

令 1x,1 是 大 (1) 上 无 任何 极限 点 的 点 列 。 由 于 ./ 为 紧 集 ,存在 点 
xe1 为 5(%,) 的 极限 点 。 令 WY 为 * 的 带 紧 致 闭 包 的 正规 邻 域 ,并 令 
oo:W 一 0(.U ) 为 0(.HU EW EWR, El olp), pey ,是 在 p 点 


的 一 个 规范 正 交 基 。 对 A(t) en"'(W), 令 和 (1)=o(m(A(1)))。 
于 是 ,和 前 一 个 命题 一 样 ,存在 唯一 矩阵 族 4(1) e 0(3, 1) 使 (1) = 
A(t) X(t) ,并 可 将 矩阵 4 表示 为 4 = QAQ 的 形式 。 假 定 1e(1)1 有 有 
RERE XB x, = 和 (i ) 是 x, 的 收敛 于 * 的 子 序列 。 于 是 ,点 x 应 
包含 于 集合 ' = lve 0(.W ) :对 某 个 满足 1E1<é& 的 4Ae0(3, 1)， 
AUCEU )}。 但 W ERO ATES ix] 的 极限 点 ,这 与 我 们 选择 
ix, | 相 冲 突 。 因 此 1é(4,)1 没 有 有 限 上 界 。 由 于 正 交 群 是 紧 的 ,我 
们 可 选 一 子 序列 1x,| 使 OBES 0 0, AFEN, (这 里 
Oy = Oty) ,等 等 ), Eye ,并 对 某 个 常数 a 有 
Ewa, Er >a>0。 (8.1) 
S A(t) = (MTA), FA.) HAO) A(t). FE 
h(tw) 趋 于 3=Q'g(x)。 由 于 曲线 入 (1) 的 长 度 有 限 , 故 曲 线 和 A'(1) 的 
长 度 也 有 限 。 这 意味 着 
[EUA + XY + OP)? + P) ar 











BFE LE 
X*=(E*,(a/at),) ,A =u,v,2,3, 
— loa =. = law a 
而 E --(E +E), E-L -E'), 
2 42 
因此 ,对 每 个 4， 三 | Xt dt 


趋 于 零 。 水 平 曲线 和 (1) 的 切 向 量 的 分 量 Y, 为 
Yp“ =e X", Yp eX, Ye =X, Yp HX, 


因此 ， fo 7 | dt (A = u,2,3) (8.2) 
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FE, 

S u EKFARI E 过 ORR a(n) Bo 内 的 零 测 
地 线 。 假 定 (we) PERLE ARIE TLL BSE AN, PEE â H 
某 个 邻 域 Y CRS PARP ER: y 在 每 个 方向 上 均 离 开 并 
不 再 返回 集合 ', 这 里 和 /= jos0(.U ) :存在 Av SFY WAL. 
我 们 可 将 VPRED, EEx E 的 任 一 与 学 相交 的 积分 曲线 都 具 
有 这 个 性 质 ,从 而 使 这 样 的 积分 曲线 在 两 个 方向 上 离开 wn-'(.1')。 令 
Y RIVALE 的 积分 曲线 上 所 有 点 组 成 的 线 管 ,于 是 2 mn 
T '《. 作 ) 是 紧 集 。 对 足够 大 的 n", Ay (14) 将 包含 于 Y. BODER, 
A 的 切 向 量 在 E 的 横 截 方向 上 的 分 量 非常 小 , 以致 对 大 的 wr 和 :> 
tv, 曲线 A(t) 不 可 能 离开 线 管 8 Oa! (SN), GREY 离开 
7T (人 ) 的 端点 除外 。 但 (i) 不 可 能 离开 m4-(. 人 1) A (ORT 
能 离开 7m '(. 人 A)。 于 是 ,对 1>i ,h(i1) 将 包含 于 3 Na (NM), 这 
导致 如 下 矛盾 : Api D BEF VY. 但 由 (8. 1) 式 ,YY 可 取得 足够 
小 ,使 








Á plte) = Arsi Ap Xara (tesi) 
不 包含 于 VY , 尽 管 它 包含 于 YY'。 这 说 明 , 零 测 地 线 n(n) 在 过 去 和 未 
来 两 个 方向 上 离开 .的 假设 是 不 对 的 。 因 此 ,存在 菜 点 pe.f, 它 是 
T(w) 的 极限 点 。 由 引 理 6. 2. 1 ,存在 过 p 的 不 可 扩展 的 零 测 地 线 , 它 包 
RTA HEHE n(n) 的 一 条 极限 曲线 。 口 


如 果 0(.U ) 是 mm 不 完备 的 ,我 们 可 构造 完备 的 度量 空间 
OC. ) EAE MH OA ) 的 Cauchy 点 列 的 等 价 类 的 集合 。 如 果 
三 [x,| 和 y=19,| 是 0(.H ) AY Cauchy 序列 ,x M y 间 的 距离 5(x,y) 
定义 为 lmp(x,,y,) ,这 里 p 是 正定 度 规 e EOC. ) bat LANE K 
数 ;如 果 p(x,y) =0 M x My SH, 我们 可 将 0(.H ) 分 解 成 与 
OCA ) 同 胚 的 部 分 和 一 个 边界 点 的 集合 5( 即 0(.W ) =0(.H ) U5)。 
距离 函数 p 在 0(. KN ) 上 定义 了 一 拓扑 。 由 (8. DRIA, OCA ) 的 拓 
扑 与 7, 的 基 |a,| 的 选择 无 关 。 

我 们 可 将 OG, 1) 的 作用 扩展 到 0(. KN ) 上 。 因 为 在 4e 0(3,1) 
作用 下 , 基 | G4| 的 变换 与 它 在 0(.H ) 中 的 位 置 无 关 。 因 此 存在 正常 
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BC AC, (SURE A) ,使 
Cip(u,v) <p(A(u) ,A(v)) SC,p(u,v), 

这 意味 着 在 A 作用 下 ,Cauchy 序列 将 映射 到 Cauchy 序列 , Cauchy 序列 
的 等 价 类 将 映射 到 Cauchy 序列 的 等 价 类 。 因 此 0(3, 1) 作 用 以 唯一 
方式 扩展 到 0(. WW )。 这 样 我 们 可 将 . 7° 定义 为 0(.W ) 在 0(3, 1) 作 
用 下 的 商 空间 。 由 于 0(.W ) 对 OG, 1) 的 商 空 间 是 .W, HOG, 1) 
将 不 完备 Cauchy 序列 映射 为 不 完备 Cauchy 序列 ,因此 我 们 可 将 .WY * 
表示 为 .UW 和 一 个 .WU 的 所 谓 b 边界 的 点 集 3 的 并 。 我 们 可 以 认为 8 的 
点 代表 了 .W 内 b 不 完备 曲线 等 价 类 的 端点 。 

HR TO.) MO. WN ARB EE 0(3, 1) 作 用 
下 的 等 价 类 ,并 从 0(.W ) 的 拓扑 诱导 出 .WW 的 拓扑 。 但 元 不 能 诱导 
出 .WW “上 的 距离 函数 ,因为 p 在 0(3, 1) 作 用 下 不 是 不 变量 。 因 此 , 虽 
ROCA ) 的 拓扑 是 度量 拓扑 ,从 而 是 Hausdorff 的 ,但 . 的 拓扑 不 必 
是 Hausdorff 的 。 这 意味 着 可 能 存在 点 pe .WN MA ge Ep 在 .NW * 
的 每 个 邻 域 与 4 的 每 个 邻 域 相交 。 当 点 g 对 应 于 整体 或 部 分 禁闭 在 
A 的 不 完备 曲线 时 ,就 会 出 现 这 种 情形 。 我 们 将 在 $ 8.5 进一步 讨论 
这 种 禁闭 不 完备 性 。 

如 果 g 是 .WN 上 的 正定 度 规 , 则 .WU “ 同 胚 于 由 Cauchy 序列 完备 化 
的 (. A, g)o Schmidt 的 构造 还 有 一 个 诱 人 的 特性 是 ,如 果 我 们 从 空间 
除去 一 闭 集 URL” 的 每 个 作为 .N- .sy 内 一 条 曲线 的 端点 的 点 ， 
我 们 至 少 可 得 到 b 边界 上 的 一 点 。 在 二 维 Minkowski 空间 , 如果 集 合 
7 取 为 -1 到 +1 的 1 办 ,那么 对 .x” 的 每 一 点 ,我 们 可 得 到 不 止 一 个 
b 边界 的 点 。 这 样 ,对 -1<i< +1 的 每 一 点 (0, 7) ,将 存在 两 个 b 边 
界 点 。 集 合 

















.SU = f: = sin solu {-l<t<1,x=0] 


给 出 了 男 一 个 例子 , oC AW RA GE -A 内 的 曲线 到 达 。 
M-A 内 不 存在 在 原点 有 端点 的 曲线 ,从 而 端点 也 不 在 (.W -y )* 
内 ,尽管 它 在 .o Ho 

虽然 Schmidt 的 构造 具有 优美 的 形式 ,遗憾 的 是 它 很 难 应 用 到 实 
际 情形 中 。 除 了 常 曲率 空间 外 ,我们 只 在 正常 物质 的 二 维 Robertson - 
Walker 解 中 找到 了 . WW“。 在 这 些 解 中 ,6 如 我 们 根据 共 形 图 像 所 期 望 
的 那样 ,是 一 维 类 空 曲面 。 在 此 情形 下 ,我 们 可 在 9 上 定义 自然 的 微 


pe 
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分 结构 ,并 使 .KW “成 为 带 边 流 形 。 但 是 ,似乎 没有 任何 一 般 的 方法 能 
在 8 上 定义 流 形 结构 。 事 实 上 ,我 们 也 认为 3 在 一 般 情形 下 是 高 度 不 规 
则 的 ,从 而 不 可 能 给 它 一 个 光滑 结构 。 


8.4 奇 点 特征 


在 本 节 和 下 节 ,我 们 讨论 定理 4 所 预言 的 奇 点 的 特征 。 我 们 考虑 
定理 4 而 不 是 其 他 定理 ,是 因为 从 中 可 获得 更 多 关于 奇 点 的 信息 。 当 
然 我 们 也 希望 其 他 定理 预言 的 奇 点 也 有 类 似 性 质 。 

第 一 个 问题 是 , 度 规 可 微 性 的 破坏 会 带 来 多 严重 的 后 果 ? 前 节 的 
定理 表明 ,如 果 度 规 是 GC 的, 则 时 空 必 为 测 地 不 完备 的 。 为 使 共 示 点 
和 弧 长 变 分 有 很 好 的 定义 , 换 句 话说 ,为 使 测 地 线 方程 的 解 可 微 地 依赖 
于 初始 位 置 和 方向 ,C? 条 件 是 必要 的 。 但 是 ,只 要 测 地 线 方程 的 解 确 定 
了 ,我 们 就 能 讨论 测 地 不 完备 性 的 问题 。 如 果 度 规 是 C' 的 , 则 测 地 线 
方程 的 解 是 存在 的 ;如 果 度 规 是 C” 的 ( 即 联络 是 局 部 Lipschitz 的 ) , 则 
这 些 解 是 唯一 的 ,并 连续 地 依赖 于 初始 位 置 和 方向 。 事 实 上 ,仅仅 需要 
IREA OCA ) 上 的 正定 度 规 e 几乎 处 处 有 定义 且 局 部 有 界 , 我 们 就 
可 以 讨论 b 不 完备 性 。 当 联络 的 分 量 ", 几乎 处 处 有 定义 且 局 部 有 
界 , 即 当 度 规 为 C1- 时 ,就 是 这 种 情形 。 

这 样 看 来 ,似乎 定理 所 说 的 不 是 曲率 变 得 无 限 大 ,而 只 是 它 有 了 间 
断 点 ( 即 度 规 是 C 的 而 不 是 C? 的 )。 我 们 将 证 明 ,情形 并 非 如 此 :在 
定理 4 的 条 件 下 ,时 空 必然 是 类 时 测 地 不 完备 的 (从 而 是 b 不 完备 
的 ) ,即使 只 要 求 度 规 是 C 的 。 证 明 的 方法 是 用 C? 度 规 来 通 近 C 
度 规 ,并 在 此 度 规 下 计算 弧 长 变 分 。 

假定 时 空 定义 为 有 C 度 规 且 是 不 可 扩展 的 ,并 满足 定理 4 的 条 
件 。 这 里 要 求 类 时 收敛 条 件 RK*K* 0 几乎 处 处 "满足 ,并 由 一 般 导 
PEX Ricci 张 量 。 在 定理 4 的 证 明 里 ,唯一 不 能 在 C 度 规 下 成 立 的 
部 分 ,是 用 弧 长 的 变 分 来 证 明 不 可 能 存在 点 pe D'S ) 使 d( 多 p) > 
-3/6,, 这 里 0 是 x" 在 .上 的 最 大 值 。 因 此 ,如 果 . 是 类 时 测 地 


完备 的 , 则 存在 某 个 这 样 的 点 p 和 一 条 自 S 到 p WKH dS ,p) 


BREFI 的 测 地 线 。 令 UY 是 包含 J(p) OCS ) 的 带 紧 致 闭 包 的 
开 集 。 令 e 和 8 分 别 为 C" 正定 度 规 和 Lorentz 度 规 。 对 任何 >0, 我 
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们 可 找 一 个 Lorentz 度 规 9." 使 在 ZW 上 有 
(1)19 -9"l<e, 
(2)ig.".-9" <e, 
(3) 19," al <C, RE CERET M e, g 和 8g 的 常数 ， 
(4) 对 任 一 满足 Jaa K K >00 HE K, R aK K > -elk l, 
(9.“ 可 以 这 样 来 构造 ;用 有 限 个 局 部 坐标 邻 域 ( 六 ,由 BBY , 积分 
带 适 当 光 滑 函 数 p,(x) 的 g” 分 量 ,然后 对 单位 分 解 1 亚 ,| 求 和 , 即 


ge (9) EEP (A) | Ip eC = bag) dx, 


这 里 jp.(z)dx = 1.) 


性 质 (1) 说 明 , 对 足够 小 的 e 值 , p Ub DCS, 外) 内 而 Jp,g ) 
NJ 色相) 包含 于 2 。 因 此 ,存在 度 规 g. 下 自 Bp 的 长 度 为 
d,(.S, p) KWH yo Ye OH, 1d, C2, p) -d(.%, p) this 
于 零 。 

由 性 质 (1) ,(2) 和 (3) ,以 及 常 微分 方程 的 标准 定理 , 当 2 0 时 ， 
度 规 g。 下 测 地 线 的 切 向 量 将 趋 于 度 规 g 下 有 相同 初始 位 置 和 方向 的 
MRKD. IV EW Ng .x[10,2d(. 完 p)]) 上 有 上 界 ,这 里 
V 是 度 规 g 下 垂直 于 . 的 测 地 线 的 单位 切 向 量 。 因 此 ,对 任何 6 >0， 
存在 ©, >0, 使 对 任 一 a <s 有 R aV, V> -6。 为 了 引出 矛盾 ,我 们 
现在 证 明 ,能 量 条 件 的 足够 小 的 改变 ,不 足以 阻止 在 度 规 g 下 小 于 2 
d,(.S ,p) RIPER A IELA, AY BEND g, 下 测 地 线 的 膨胀 6 服从 
Raychaudhuri 方程 ， 


x 


6 


d6,/ds = 50. -2 T; -Rs vi“ Vz" 


故 d(0;")/ds > + Rig VVO, 因此 ,如 果 初 值 9 为 负 , 而 369 忆 小 


于 1, 则 9 ERE SY 89 3/0,(1 -38 6”) 范围 内 变 到 零 。 但 a0 时 
0% 一 0。。 这 说 明 对 足够 小 的 值 ,在 度 规 g, 下 小 于 d,( .之 , p) 的 距离 


内 ,垂直 于 SY 的 每 一 条 测 地 线 都 存在 一 个 共 轿 点 。 因 此 ,尽管 仅 要 求 
度 规 是 C7 的,.W 也 必然 是 类 时 测 地 不 完备 的 。 





w 
oe 
ai 


268 8 时空 奇 点 


这 个 结果 意味 着 ,如 果 我 们 扩展 时 空 来 延长 不 完备 测 地 线 , 则 度 规 
一 定 不 再 是 Lorentz 的 ,或 者 曲率 一 定 是 局 部 无 界 的 , 即 存在 曲率 奇 点 。 
但 即使 曲率 是 局 部 无 界 的 ,只 要 曲率 张 量 分 量 在 紧 致 区 域 的 体积 分 是 
有 限 的 ,我 们 仍 可 以 将 度 规 解释 成 Einstein 方程 的 分 布 解 。 当 度 规 是 
Lorentz 的 .连续 的 且 有 平方 可 积 的 一 阶 导数 时 ,就 可 能 是 这 样 一 种 情 
形 。 特 别 地 , 当 度 规 是 Lorentz 的 和 C 的 ( 即 局 部 Lipschitz 的 ) ,这 更 
是 正确 的 。 这 种 C“ 解 的 例子 包括 引力 激 波 ( 这 时 曲率 在 零 三 维 曲 面 
LA ô 函数 的 性 态 , 例如 见 Choquet - Bruhat ( 1968 ) 和 Penrose 
(1972a) ) ; 薄 质 量 索 (其 中 曲率 在 类 时 三 维 曲面 上 有 6 函数 的 性 态 , 例 
如 见 lsrael( 1966)) ;以 及 包含 无 压强 物质 的 解 ,这 时 测 地 线 流 线 有 二 
维 或 三 维 焦 散 面 ( 见 Papapetrou and Hamouri( 1967) ,Grischuk ( 1967) ) 。 
由 于 曲率 对 度 规 的 非 线性 依存 关系 ,我们 不 一 定 能 用 在 每 一 点 上 服从 
收敛 条 件 (或 至 少 像 上 述 情形 (性 质 (4) ) 那 样 , 对 这 个 条 件 的 破坏 不 会 
HINNE) CERERA C 分 布 解 。 不 过 对 所 有 上 述 例子 来 
说 ,我 们 都 可 这 么 做 。 其 实 , 这 么 做 的 确 有 其 物理 的 合理 性 :我 们 将 它 
们 看 作 服 从 收敛 条 件 且 曲率 在 小 区 域 里 可 以 非常 大 的 C? 或 C* 解 的 数 
学 理想 化 。 我 们 可 将 § 8. 2 的 定理 应 用 到 这 些 C* 解 ,并 证 明 其 中 存在 
不 完备 测 地 线 。 这 说 明 所 预言 的 奇 点 不 可 能 只 是 引力 激 波 或 流 线 焦 散 
面 ,而 必然 还 有 更 严重 的 对 度 规 的 破坏 。( 通 常 的 流体 力学 激 波 仅 涉 
及 密度 和 压强 的 不 连续 性 ,因而 可 在 C” 度 规 下 存在 。) 虽 然 还 不 能 充 
分 证 明 这 一 点 ,但 我 们 相信 , 奇 点 一 定 会 使 度 规 不 能 扩展 到 哪怕 仅仅 是 
Einstein 方程 的 分 布 解 , 即 不 但 曲率 在 奇 点 上 的 分 量 是 无 界 的 ,它们 在 
任 一 邻 域 的 体积 分 也 是 无 界 的 。 除 了 Taub - NUT 解 的 情形 例外 (我 们 
将 在 下 节 讨 论 ) ,所 有 已 知 的 奇 点 例子 都 是 这 样 的 。 如 果 对 “一 般 ” 奇 
点 ( 即 除了 测度 为 零 的 初始 条 件 集 产生 的 那些 奇 点 而 外 ) 的 猜想 是 正 
确 的 ,那么 我 们 可 将 奇 点 视 为 Einstein 方程 (大 概 还 应 包括 其 他 已 知 的 
物理 定律 ) 发 生前 泪 的 点 。 

我 们 要 回答 的 另 一 个 问题 是 ,有 多 少 不 完 备 测 地 线 ” 如果 只 是 一 
条 ,我 们 也 许 当 然 地 认为 这 种 奇 点 可 以 忽略 。 从 定理 4 的 证 明 可 以 看 
到 ,如 果 不 存在 Cauchy 视界 , 即 如 果 .7 是 Cauchy 曲面 , 则 自 . 出 发 
的 类 时 曲线 (不 论 测 地 与 否 ) 都 不 可 能 扩展 到 大 于 -3/0 的 长 度 ,这 里 
b tex". TES ERMA. EXE, BEY BE RAY, RE y, 保持 
负 的 上 界 ,这 个 结果 仍然 是 对 的 。 但 这 并 不 一 定 表 明 会 出 现 每 -一 条 类 
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“HHS; 


an 


S 


图 53 点 p 由 于 出 现 奇 点 而 从 时 空中 除去 。 结 果 , 曲 面 .Z 
存在 Cauchy 视界 HYF )。 


时 曲线 都 会 遇 上 奇 点 的 情形 。 相 反 , 这 个 结果 意味 着 奇 点 必然 伴随 
Cauchy 视界 ,从 而 将 破坏 我 们 对 未 来 的 预言 能 力 。 图 53 给 出 了 一 个 
这 样 的 例子 。 其 中 , 度 规 在 点 p 是 奇异 的 ,所 以 把 p 点 从 时 空 流 形 除去 
了 。 从 这 个 洞 展开 出 一 个 Cauchy 视界 。 这 个 例子 表明 ,我 们 最 有 希望 


证 明 的 是 ,存在 不 完备 的 并 保持 在 SF 的 Cauchy 发 展 之 内 的 三 维 测 地 
线 族 (在 这 个 例子 中 ,这 些 都 是 过 p 的 测 地 线 ) 。 可 能 还 存在 其 他 脱离 
S 的 Cauchy 发 展 的 不 完备 测 地 线 , 但 我 们 无 法 根据 对 在 . 的 条 件 的 
认识 来 预言 其 性 态 。 

显然 ,在 D .8 ) 内 必然 存在 不 止 一 种 不 完备 测 地 线 。 因 为 由 定 
理 4 可 知 , 必 存 在 垂直 于 .” 的 测 地 线 y, 它 留 在 D .> ) 内 却 是 不 完 
备 的 。 令 p 是 7 与 I 的 交点 ,于 是 我 们 可 在 p 的 邻 域内 对 SY 作 小 的 
改变 来 得 到 新 曲面 .7', 并 使 x 仍 是 负 的 ,但 . 光 ' 不 再 垂直 于 y F 
是 由 定理 4 , 必 存 在 另 一 条 与 F REKAM y, CETE 
的 ,而 且 不 穿 过 HS) (AHS 。 


ny 





oe 
5 
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实际 上 ,我 们 可 以 证 明 , 至 少 存在 一 族 三 维 类 时 测 地 线 ( 穿 过 某 非 
时 序曲 面 每 一 点 的 一 族 ) ,都 保持 在 D'S ) 内 然而 是 不 完备 的 。 这 些 
测 地 线 都 对 应 于 8 6. 8 的 不 可 分 解 过 去 集 意义 上 的 边界 点 ,就 是 说 , 它 
们 有 相同 的 过 去 。 但 它们 并 不 全 都 对 应 于 上 节 的 构造 所 定义 的 点 。 证 
明 思 路 大 致 如 下 : 定理 4 SEA, WEE OF 的 未 来 方向 的 不 能 
扩展 到 长 度 3/6, 的 类 时 测 地 线 。 我 们 甚至 还 可 以 说 : 必 存 在 这 样 的 
测 地 线 y, 它 保持 在 D'CY ) 内 ,并 在 每 一 点 都 有 距离 S 的 最 大 长 度 ， 
即 对 每 一 点 qe y, y 自 . 到 g 的 长 度 等 于 d( S, qg)。 现 在 我 们 要 对 7 
e J (y) 考 虑 函数 d(r,y)。 显 然 , 这 个 函数 在 IS AI (y) LA 
界 。 根据 y 是 从 S 出 发 的 最 长 曲线 的 事实 ,在 y 的 邻 域内 ,d(r,y) 连 
续 ,常数 d(r, y) 曲面 是 与 y 垂直 相交 的 类 时 曲面 。 这 样 ,垂直 于 这 些 
曲面 的 类 时 测 地 线 将 留 在 J(y) 内 ,从 而 是 不 完备 的 。 


8.5 禁闭 不 完备 性 

在 8$8. 1, 我 们 引入 b 不 完备 性 作为 奇 点 的 定义 。 这 个 概念 是 说 b 
不 完备 曲线 对 应 于 一 个 从 时 空中 去 除 的 奇 点 。 但 是 ,假如 存在 一 条 有 
极限 点 pe. 的 b 不 完备 曲线 入, 即 和 部 分 或 整体 禁闭 在 p 的 一 个 紧 
邻 域内 , 则 我 们 不 可 能 将 .W A AY DOE Hausdorff IA ERIE M, 
使 A 能 在 .WW ' 内 延 拓 。 因 为 如 果 g 是 和 A 与.W 在 .WW ' 内 的 边界 的 交 
点 , 则 g 的 任 一 邻 域 将 与 p 的 任 一 邻 域 相交 ,但 这 是 不 可 能 的 ,因为 
A'i Hausdorff #9 , H. gp。 事 实 上 ,我 们 可 利用 Schmidt 完备 化 流 形 
.8 的 非 Hausdorff 性 态 来 刻画 .W 的 禁闭 不 完备 性 。 


命题 8. 5.1 
WR. 内 存在 一 条 不 完备 曲线 和, 它 以 pe A 为 极限 点 ,并 以 
e 9 为 在 .UW 内 的 端点 , 则 在 . ?内 点 p 与 7 不 是 Hausdorff 分 离 的 。 


BE pe M 是 b 不 完备 曲线 和 的 极限 点 。 我 们 可 在 规范 正 交 标 
BRA 0(.W ) 内 构造 和 的 水 平 提升 A。 它 在 某 点 
xem '(r)CO=O(.4)-O(.M) 
上 有 一 个 端点 。 如 果 Yr FE 内 的 邻 域 , 则 天 ( 关 ) 是 x 在 
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OLA ) 上 的 开 邻 域 ,因而 包含 入 上 除 某 点 3 之 外 的 所 有 点 。 因 此 人 
上 T(2) 之 外 的 所 有 点 都 将 处 于 YY 内。 这 样 少将 与 p 的 任何 邻 域 相 
交 , 因 为 p 是 和 的 极限 点 。 口 


Taub - NUT 空间 ( $5. 8 ) 就 是 这 样 的 一 个 例子 , 它 有 不 完备 测 地 
线 ,这 些 测 地 线 都 整体 禁闭 在 过 去 视界 和 未 来 视界 U (1) =0 的 紧邻 域 
内 。 由 于 度 规 在 这 些 紧邻 域 上 是 完全 常态 的 , 故 不 完备 测 地 线 并 不 对 
应 于 s p (标量 多 项 式 ) 曲 率 奇 点 。 考 虑 未 来 视界 UU) =0 内 的 未 来 
不 完备 闭合 零 测 地 线 和 A(v)。 令 p=A(0), 令 vo 是 满足 A(v) =p 的 第 一 
个 正 值 。 于 是 ,和 $6.4 一 样 ,A 的 平行 移动 切 向 量 满足 

(8/dv) l,- =a( 09/0%)1,.o, 

其 中 a >1。 对 每 一 个 n, Al) =p, 这 里 





此 外 ， (8/600)|,., =a"(d/dv) |, 250 

因此 ,如果 我 们 在 A(?) 上 取 一 个 伪 规 范 正 交 平 行 移动 基 | 卫 .|} ,其 
中 E, = 9/6v, 则 男 一 个 零 基 向 量 了 服从 E l, =a "E,1,.o。 每 绕 闭 
零 测 地 线 ^ 一 圈 , 人 向 量 E, EK, E 更 小 ,而 E, ME, 保持 不 变 。 因 此 ， 
如 果 Riemann 张 量 有 某 个 非 零 分 量 包 含 E,( 其 至 可 能 E, ME, ) , 则 环 
KA 时 它 会 变 得 越 来 越 大 ,因而 是 p. p. (平行 移动 的 ) HEAR. (AR 
们 看 到 ,在 Taub - NUT 空间 里 ,可 这 样 来 选择 向 量 也 ; ,使 Riemann 张 量 
只 有 一 个 独立 的 非 零 分 量 , 它 是 RCE,, E,,E;,, E,)。 这 一 分 量 平等 地 
包含 Ey 和 EE,, 故 每 转 一 图 二 者 取 相 同 的 值 。 因 为 类 似 的 论证 也 可 能 
对 任 一 禁闭 曲线 成 立 , 因而 Taub - NUT 空间 似乎 不 存在 p. p. 曲率 奇 
点 ,虽然 这 个 空间 在 我 们 的 定义 里 是 奇异 的 。 我 们 很 想 知道 ,这 种 性 态 
是 否 会 出 现在 含有 物质 的 有 实际 物理 意义 的 解 里 ,抑或 Taub -NUT 空 
间 只 是 一 种 孤立 的 病态 例子 。 这 个 问题 所 以 重要 是 因为 ,正如 我 们 下 
一 章 要 讨论 的 ,我 们 并 不 认为 前 面 的 定理 预示 着 测 地 不 完备 性 必然 出 
现 ,而 只 是 认为 它们 预示 着 广义 相对 论 在 极 强 引力 场 下 不 成 立 。 这 种 
场 没 有 出 现在 Taub - NUT 类 空间 的 情形 。 这 个 结论 是 Taub - NUT 
空间 上 Riemann 张 量 的 极 特殊 性 质 的 结果 。 一 般 说 来 ,我 们 期 望 
Riemann 张 量 的 其 他 某 些 分 量 在 禁闭 曲线 上 不 为 零 , 从 而 即使 可 能 不 存 
Es p 曲率 奇 点 , 也 可 能 存在 p. p 曲率 奇 点 。 实 际 上 , 我 们 可 以 
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命题 8. 5.2 

WR pe. MW 是 b 不 完备 曲线 和 的 极限 点 ,在 p 点 对 所 有 非 类 空 启 
E K A RKK 0, 则 入 对 应 于 一 个 p.p. 曲率 奇 点 。( 这 一 条 件 可 代 
换 为 :不 存在 零 方向 K? 使 KK Ctak,) =0。) 


令 UY 是 p 的 带 紧 致 闭 包 的 凸 正规 坐标 邻 域 , YMY 是 % 上 
对 偶 规范 正 交 基 的 场 ; 令 |1E,} ALES} 是 曲线 和 (1) 上 平行 移动 的 对 侦 
规范 正 交 基 。? 是 A 的 参数 ,使 在 2 内 有 

df /dt = (EXX), 

Hp X EE 在 基 | Y,| 下 的 分 量 。 于 是 在 基 {Y,| 和 | Y'} 
正 交 的 W 的 正定 度 规 下 度量 了 曲线 弧 长 。 

由 于 在 p 点 对 任 一 非 类 空 向 量 K 有 OR, KK 关 0, 故 存在 邻 域 
Y CURR, =C2Z.Z +R ,其 中 Czx0 是 一 常数 ,Z。 是 单位 类 时 向 
量 ,R's 对 任 一 非 类 空 向 量 K 满足 CR' KR >0。 假 定 在 T 后 某 时 刻 
7 ,曲线 和 与 相交。 由 于 A 无 端点 , 且 p 是 和 的 极限 点 ,在 用 ? 度 
量 时 ,A 在 内 的 那 部 分 将 有 无 限 长 度 。 然 而 ,一 般 仿 射 参数 由 


du/d? = {> (E%,X')747, 
给 定 ,这 里 X' 是 切 向 量 (9/9 7? ), ASM, SAX! =1, 8°, 是 基 


[E | Æ| Y Pash. FW u ERREA, SU ERE, X 的 模 必 
FS WATE’, 所 表示 的 Lorentz 变换 必然 变 得 无 穷 大 。 由 于 了 
是 单位 类 时 向 量 ,Z 在 基 | E,| 下 的 分 量 也 因此 变 得 无 穷 大 ,从 而 Ricci 
张 量 在 基 | E, | 下 的 某 个 分 量 也 变 得 无 穷 大 。 口 


这 个 结果 说 明 ,在 一 般 时 空 里 ,如 果 一 个 观察 者 的 历史 是 一 段 b 不 
完备 禁闭 非 类 空 曲线 ,那么 他 将 在 有 限时 间 里 被 无 限 大 的 曲率 力 撕 裂 。 


Taub -NUT 空间 提供 了 一 个 有 趣 的 例子 。 在 此 空间 里 , 度 规 已 被 共 形 
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因子 O 改变 ,这 里 Q 仅 在 视界 的 一 点 p 的 一 个 小 邻 域 里 不 同 于 1。 这 
个 共 形变 换 不 会 改变 空间 的 因果 结构 ,也 不 影响 过 p 点 的 闭合 零 曲 线 > 
的 不 完备 性 。 但 一 般 说 来 ， RK"K' +0, XE K 是 闭合 零 测 地 线 的 切 
句 量 。 每 转 一 圈 ，R.K"K 就 增 大 到 a? 倍 ,因此 存在 一 个 p. p 曲率 奇 
点 。 但 度 规 在 视界 的 紧邻 域 上 是 完全 常态 的 , 故 不 存在 与 这 种 不 完备 
性 相关 的 s. p. 曲率 奇 点 。 

我 们 要 排除 不 完备 曲线 整体 禁闭 在 一 个 紧 致 区 域 的 情形 。 这 种 性 
态 可 能 出 现在 可 数 无 限 个 不 同 的 时 空 区 域 里 ,因此 我 们 不 能 用 所 有 不 
完备 曲线 都 整体 禁闭 在 某 一 紧 集 这 样 的 陈述 来 描述 它 。 相 反 ,我 们 要 
说 :在 某 种 意义 上 , 紧 致 的 不 完备 曲线 的 集合 被 整体 禁闭 在 .4 的 一 个 
紧 臻 区域 。 为 使 这 个 概念 更 准确 ,我 们 定义 b 有 界 性 如 下 : 

我 们 将 空间 BOW ) 定 义 为 所 有 点 对 (A,u) 的 集合 ,这 里 是 线性 
RRA LC ) 里 的 点 ,和 A 是 . 内 只 有 一 个 端点 在 mw(w) 上 的 C' 曲线 。 
令 NW 是 .W 内 的 开 集 ,Y 是 L(W ) 内 的 开 集 。 我 们 将 开 集 0(U Y )E 
义 为 B(.W ) 上 所 有 满足 A BY XH ue 的 元 素 的 集合 。 对 所 有 
UY, 形 如 0(W, Y) WRR B ) 拓 扑 的 一 个 子 基 。 回 顾 一 
下 ,映射 exp:T(.N ) 一 ' 定义 为 ,在 p RTE X, AAA p 出 发 
沿 外 方向 的 测 地 线 前 进 一 个 由 关 定义 的 仿 射 参 数 度量 的 单位 距离 。 
类 似 地 ,我 们 可 以 定义 映射 Exp: BC. A ) 一 .H AE mu) ERA hR 
A 前 进 一 个 由 定义 的 和 的 一 般 仿 射 参数 度量 的 单位 距离 。 如 果 M 
是 b 完备 的 , 则 映射 Exp 连续 且 对 所 有 BCOM ) 有 定义 。 如 果 对 每 一 
个 紧 集 WWCB(.U ), Exp WE 0 AA RRA, MRA, g) 是 
b 有 界 的 。 由 于 Exp 连续 , 故 如 果 04, g) 是 b 完备 的 , 则 它 必 是 b 有 
FAS. {A Taub - NUT 空间 是 b 有 界 却 不 是 b 完备 的 例子 。 我 们 将 证 
明 , 之 所 以 有 这 种 可 能 ,只 因为 Taub - NUT 空间 完全 是 虚空 的 。 由 定 
理 4 可 知 ,曲面 .上 任何 物质 的 出 现 都 将 意味 着 空间 既是 b 不 完备 的 
也 是 b 无 界 的 。 


定理 5 

如 果 定 理 4 的 条 件 (1) ~ (3) 满 足 , 并 且 

(4) 能 量 -动量 张 量 在 . 光 上 某 处 不 为 零 ， 

(5) 能 量 -动量 张 量 服从 稍 强 形式 的 主 能 量 条 件 ( 84.3) :如 果 ”3 
K 是 非 类 空 向 量 , 则 TK, 为 零 或 非 类 空 , 且 TKK 二 0, 等 号 仅 在 
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T’K, =0 时 成 立 。 
则 时 空 不 是 b 有 界 的 。 


说 明 条 件 (4) 可 代 换 为 一 般 性 条 件 ( 见 定理 2) 。 


证 明 考虑 定义 为 所 有 (p,，i[ 和 A]) 对 的 集合 的 覆盖 空间 
Hel $6.5), 这 里 入 是 自 g 到 p 的 曲线 ,p, qe 4, i[ A] 是 和 在 未 来 
方向 上 切割 的 次 数 减 去 和 A 在 过 去 方向 上 切割 .7F 的 次 数 。 对 每 个 整 
Ba, 

S,=1\(p,ilaA]): pe Z ilà] =a} 
是 到 .7 AGT AL, EE M e ERRA Cauchy 曲面 。 一 般 说 来 ,如 果 
.HM 是 b 有 界 的 , 则 .Wi 不 必 也 是 b 有 界 的 ,但 对 眼下 考虑 的 情形 ,我 
们 有 如 下 结果 : 


引 理 8.5.3 
设 条 件 (1) ~ (3) 满 足 , 令 D'(.7) 在 .HN 内 没有 紧 致 闭 包 ; 则 当 
VRBERE Vi. It, WD SY) EW 内 没有 紧 致 闭 包 。 


M 要 么 微分 同 胚 于 WN ,要 么 微分 同 胚 于 NH 在 .97, 和 .7,,, 之 间 
SAAS 4.) BEARD .WN 。。 如 果 对 任意 4a>0,.N ,ND' (Fy) tE 
.Hc 内 没有 紧 致 闭 包 , 则 PDCA ) EA 内 没有 紧 致 闭 包 。 但 如 
RM OAD" S,) MHA a20 有 紧 致 闭 包 , 则 它 对 所 有 a20 也 必然 是 
非 空 的 ,因为 D'(.%) 是 非 紧 的 。 但 对 pe Y,, TMAA, HHA 
体积 有 某 个 下 界 <。 因 此 对 每 个 a>0, MODIA) MEA AR AT 
能 小 于 c。 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 由 条 件 (1) ~ (3) 和 命题 6. 7.1, 
D9 ) 的 固有 体积 小 于 3/( -6,) x (. 的 面积 ) ,这 里 名 是 六 在. 
WER. 口 


用 这 个 结果 我 们 可 以 证 明 : 


引 理 8. S. 4 
如 果 DARE RKA, I . 不 是 b 有 界 的 。 
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S 是 所 有 (和 ,4) 对 组 成 的 子 集 BM ,) BA B.A AER 
垂直 于 Sa 的 未 来 不 可 扩展 的 类 时 测 地 曲线 , 它 有 端点 re .Yu。 9 
wen '(7) 是 在 点 7 的 任意 基 , 其 基 向 量 之 一 与 A 相 切 ,并 有 长 度 
-37b ,其 余 基 向 量 构 成 .Z, 内 的 规范 正 交 基 。 

SIPI AAR 的 开 集 的 集合 。 每 一 个 9 是 形 如 0(W, YY ) 
的 集合 的 有 限 交 的 并 。 我 们 只 需 考虑 ,可 由 下 式 表示 的 情形 : 

Pa =Q OU sg) Va) 
这 里 ,对 每 个 a,W,s FE. Me 内 的 有 限 个 开 集 , V, BL.) AWE. 
令 (1,v) e 入 于 是 存在 某 个 a Elu, w) EP. PAM MA u 对 每 个 
有 值 均 与 开 集 Ws 相交 , 且 ve XY,。 由 于 测 地 线 连 续 依赖 于 其 初始 条 
件 ,存在 x(v) 的 某 个 邻 域 %。, 使 每 一 条 过 Y, BEEF .7 的 未 来 不 
可 扩展 的 测 地 线 对 每 个 B 值 与 Ws 相 交 。 令 六 "是 包含 于 VAR 
nY’ CV 的 开 集 , 于 是 
(u,v) EOY’), V's) 

包含 于 P, BERE OI), Va) | REE ,的 加 细 。 

考虑 由 A, Lapa Ld, WEE 2, 其 中 基 向 量 之 一 算 
直 于 .96 且 其 长 度 为 -3/0, ,其 余 基 向 量 构成 .7 的 规范 正 交 基 。 由 于 
2 是 紧 的 , 它 可 由 有 限 个 集合 多 覆盖 。 因 此 是 紧 集 ,因为 它 可 
由 有 限 个 集合 Ony.) V OAM 

由 命题 6. 7. 1, DA.) 的 每 一 点 在 垂直 于 A 的 未 来 方向 的 测 地 
线 上 都 处 于 固有 距离 -3/b 之 内 。 这 意味 着 Exp( y BEDIA). 
令 映射 PBCA) 一 BUM), HA, u) © BUM) 映射 为 
(WA), P u) eB). FRY. WEB ) 的 紧 子 集 , 使 

Exp( Y, W D¥(D+(.%)). 
PW, RD AER, M PD A)R, KW, BREDA 
界 的 。 口 


这 说 明 我 们 只 要 证 明 刀 (.7。) 非 紧 就 足够 了 。 假 定 万 (.Y, ) BE 
的 ,那么 吾 .%) 也 是 紧 的 。 下 面 我 们 来 证 明 , 这 种 情形 意味 着 零 测 地 
线 生成 元 的 散 度 在 7*(.9 6) 上 必然 处 处 为 零 。 但 如 果 物 质 密度 在 
HN(.76) 的 某 处 不 为 零 , 则 不 可 能 出 现 这 种 情形 。 
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25 引 理 8.5.5 
WR H2 ) 对 部 分 Cauchy 曲面 2 BRR WA ( ) 的 零 测 地 
线 生成 线段 在 过 去 方向 上 是 测 地 完备 的 。 


由 命题 6. 5. 2 ,生成 线段 没有 过 去 端点 。 因 此 它们 必然 在 紧 集 
HV) 内 形成 “几乎 闭合 的 曲线。 假如 它们 形成 实际 的 闭合 曲线 ， 
则 我 们 可 以 用 命题 6. 4. 4 证 明 , 当 它们 在 过 去 方向 不 完备 时 ,我 们 可 在 
过 去 方向 改变 它 以 得 到 闭合 类 时 曲线 。 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 这 些 曲 
线 皆 处 于 DY 2 ) K. NH2 ) 的 零 测 地 线 生成 元 只 是 “几乎 闭合 ” 
曲线 的 情形 ,证 明 类 似 ,不 过 要 稍 复杂 一 点 。 

引入 未 来 方向 的 类 时 单位 向 量 场 V, 它 在 有 '( 2 ) 的 带 紧 致 闭 包 
的 邻 域 Y 内 是 测 地 的 。 以 命题 6. 4. 4 的 方式 定义 正定 度 规 g'; 

g'(X,Y) =g(X,Y) +29(X,V)g(Y,V)。 
令 1 是 度 规 g' 下 沿 7* ( 2 ) 的 零 测 地 线 生成 元 y 度量 固有 长 度 的 参 
数 ,并 在 某 点 gey 为 零 。 于 是 ,g(V,9/6t) = -2-。 因 为 y 没 有 过 去 
端点 , 故 1 无 下 界 。 令 /和 有 由 下 式 给 定 





ð Dia ð ,9 
EEN av” an? 
这 里 ”是 仿 射 参数 。 假 定 y 在 过 去 是 测 地 不 完备 的 , 则 仿 射 参数 
v= [arar 


Eio- OITA PH ww。 现 在 考虑 y 的 变 分 a, 其 变 分 向 量 3/6u 等 于 
-«V, 于 是 


aqa | _5-4/de, ydh 
ðu (ar) a? (Gt HE (8.3) 


HF i -ohf hw ,我 们 可 找 一 有 界 函 数 x(1) 使 (8. 3) 式 对 所 有 
… t<0 为 负 。 但 这 不 足以 保证 变 分 生成 处 处 类 时 曲线 ,因为 使 (8. 3) 式 保 
持 负 值 的 w AIKEET REWE t - % 时 趋 于 零 。 为 此 ,我 们 考虑 变 分 的 二 


MFR: 
“(2 2) -= 了 (2 Da 
gu?” \ dt’ at =3,(9 at’ at xu) 
-o(2 2,2 2) ð DD a), 
ðt du’ at du (ra ðu au) 
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a ð a\a 
Oe ne i)a)” 
取 6x/9u 为 零 并 利用 V EH 2 ) 的 邻 域 W 内 是 测 地 向 量 的 事实 ,上 
AX O<use 简化 为 


x\? af (DV DV 
-() +x [h or) t (3, R( V a) 
在 关于 度 规 g' 的 任何 规范 正 交 基 下 ,Riemann 张 量 分 量 和 YV 的 (关于 
度 规 g 的 ) 协 变 导 数 的 分 量 在 Y 上 有 界 。 因 此 存在 某 个 C>0 使 


x ð 22,18 9 
— | < 一 一 一 一 一 
ET x)= Cea Sare 


aa aot) =~. 
故 of Vig) = -2t -u E 


因此 对 0<u<e, 有 


(9 91-vf9 9 _ ox de)? 
9 (Be) (p a)* +l Du TAE 
ð 0 
<g(2,2)+d 
o( at an) 
Hp d =(2/2) eC, +26 C +1, C 是 1dx/di| 的 上 界 。 因 此 我 们 有 
FV Cr (y 4d) 
ðu 
ay} td _ 
和 au |, 72 R gg (RH ,yo=0， 





这 里 y =9(d/at,d/at) 。 因此 ， 
y= d(cosh Cxu - 1) + asinh Cxu 


<= sinh Cxu(dtanh + Cau +a), 
其 中 a =2-7C~'d(loghx) /dt. 
0 -i 
现在 取 x = | 一 | ho‘ dt’ +K] ， 297 
o 
其 中 K=2] ho'de'; 


则 = -2 “Cjx。 因 为 = -h7 (dh/dt) ERR HD) LAR, M 
因为 假定 
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f arar = -v 


TE t— - œ FA, a4 -o sts AY x 和 ldx/dtI| 有 上 界 ,h 有 正 的 下 
F C,。 于 是 对 0 <u<min(e,2C7d'C,), Y E-o <t<0 时 是 负 的 。 

换 句 话说 , 变 分 a 给 出 一 条 过 去 不 可 扩展 的 类 时 曲线 , 它 在 
intD 2 ) 内 ,而 且 整 体 禁 闭 在 紧 集 W 内 。 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 由 引 
理 6. 6. 5 , 强 因果 性 条 件 在 D2 ) 上 成 立 。 因 此 y 在 过 去 方向 上 必然 
是 测 地 完备 的 。 CJ 


KEHA) 的 零 测 地 线 生 成 元 的 切 向 量 avat 的 膨胀 6。 假 定 在 
ERT y 的 某 一 点 9 上 8 >0, 令 7 EHA) RR g 的 二 
Ment thi. HS) 的 生成 元 将 垂直 于 .F ,并 在 过 去 收敛 。 这 样 ,由 
条 件 (1) 和 上 述 引 理 , 沿 y 存在 与 TSI rey MEA. 4.6), y 
上 除 + 之 外 的 点 可 通过 类 时 曲线 与 连接 (命题 4.5. 14) 。 但 这 是 不 
可 能 的 ,因为 HAEE FE AEE HA) EÂ. 

现在 考虑 一 族 可 微 映射 B.: HZ) SHZ), EB ge 
Hn .9 ) 的 零 测 地 线 生 成 元 将 点 4 带 到 过 去 方向 的 距离 : 处 (在 度 规 g' 
下 度量 的 ) 。 令 d4 是 度 规 g' 下 度量 的 H*.%) 的 小 面 元 的 面积 。 于 是 
在 映射 6. 下 

eas = -bd4。 
d 
因此 ， dz Jna) ) dA = - far 
但 B. H A) RRE ACS, ) 内 (如 果 生 成 线段 无 未 来 端点 , 则 是 映 
上 的 ) ,因此 (8. 4) 式 必 小 于 或 等 于 零 。 结 合 前 一 个 结果 , 这 说 明 在 
.9 ) 上 8=0。 由 移动 方程 (4. 35) AAE HA) EARRA Ra KK = 
0 时 (这 里 K 是 零 测 地 线 生 成 元 的 切 向 量 ) ,这 种 情形 才 有 可 能 。 但 由 
$4.3 FEER, REO ERE TKK EHA) 的 某 处 不 为 零 ; 
又 由 Einstein 方程 ( 带 或 不 带 A), Ta KK 等 于 R,K"K*。( 严格 说 来 ， 
这 里 要 求 的 守恒 定理 的 形式 与 $4. 3 的 稍 有 不 同 。 由 于 不 存在 适当 的 
GH S,) 相交 的 类 空 曲 面 ,我 们 代 之 以 一 曲面 族 , 其 中 一 个 是 
HFA) ,其 余 为 类 空 面 。 我 们 可 通过 取 函 数 ! HE pe D* (A) 
AI? (p) Do) 的 固有 体积 的 负 值 来 定义 这 些 曲面 。 由 于 上 ,在 


BdA。 . 
5) ô (8.4) 
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H"( .9 ) 上 变 为 零 , 也 就 不 一 定 能 存在 常数 C >0 EED (.7, ) 上 
Tt a SCT” go 

但 如 果 V 是 D7(.Z4) 上 的 类 时 向 量 场 , 则 存在 常数 C 使 

Tt a SCT" (t ata +t,,V,) 
和 和 了 CT)。 
于 是 ,我 们 可 以 像 $4.3 ABE FAT Cas + Vin) RE 7,1. ,然后 证 明 ， 
UR T” (tty +iW) 在 .F464 上 不 为 零 , 则 它 在 有 H"(.9,) 上 就 不 可 能 为 
零 。 然 后 根据 条 件 (5) 就 可 得 到 结果 。 口 


8 
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在 这 一 章 里 ,我 们 证 明 大 于 1. 5 倍 太 阳 质 量 的 星体 将 在 耗 尽 其 核 
燃料 之 后 雪 缩 。 如 果 初 始 条 件 不 是 非常 不 对 称 , 则 第 8 章 定 理 2 的 条 
件 应 当 满足 ,因此 会 出 现 奇 点 。 但 这 个 奇 点 可 能 隐藏 在 外 部 观察 者 的 
视线 之 外 。 在 星体 曾经 出 现 的 地 方 ,观察 者 看 到 的 将 是 一 个 “黑洞 ”。 
我 们 将 导出 黑洞 的 一 系列 性 质 ,并 证 明 这 些 黑 洞 或 许 最 终 会 稳定 在 
Kerr 解 的 状态 。 

在 $9.1, 我 们 讨论 恒星 的 拥 缩 。 说 明 我 们 如 何 相信 一 个 足够 大 的 
球状 星体 会 在 演化 晚期 在 其 周围 形成 闭合 俘获 面 。 $9.2 讨论 坪 缩 星 
体 周围 可 能 会 形成 的 事件 视界 。 在 8 9. 3 ,我们 考虑 视界 外 的 解 所 趋 近 
的 最 终 稳 定 状态 , 它 很 可 能 是 一 族 Ker 解 中 的 一 个 。 假 定 真是 这 种 情 
FE ,那么 我 们 可 以 为 从 这 些 解 中 提取 的 能 量 总 量 确立 一 定 的 极限 。 

有 关 黑 洞 的 进一步 读物 见 B. S. de Witt 主编 的 将 由 Gordon and 
Breach 出 版 的 1972 年 Les Houches 里 期 学 校 材料 汇编 。 


9.1 EMA 


在 恒星 这 样 的 静态 球 对 称 物 体 之 外 , Einstein 方程 的 解 必 然 是 
Schwarzschild 解 的 一 个 渐 近 平 直 区 域 的 一 个 部 分 ,其 半径 > 大 于 相应 
于 星体 表面 的 某 个 m 值 。 对 ><m 区 域 的 解 ,还 应 拼接 一 个 依赖 于 星体 
内 密度 和 压强 的 径 向 分 布 的 解 。 事 实 上 ,即使 星体 不 是 静态 的 ,但 只 要 
它 保 持 球 对 称 , 则 外 部 解 就 仍 将 是 脱离 星体 表面 的 那 部 分 Schwarzs- 
child 解 。( 此 即 Birkhoff 定理 ,其 证 明 见 附录 B。) 如果 星 体 是 静态 的 ， 
则 wo 必 大 于 2m(“Schwarzschild 半径 ”) 。 这 是 因为 静态 星体 的 表面 必 
定 对 应 于 类 时 Killing 向 量 的 轨道 ,而 在 Schwarzschild 解 中 ,类 时 Killing 
向 量 只 存在 于 r<2m 的 区 域 。 若 小 于 2m, 则 星体 表面 将 膨胀 或 收 
48. NT Xt Schwarzschild 半径 的 大 小 有 所 认识 ,我 们 注意 地 球 的 
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Schwarzschild 半径 为 1.0 em ,而 太阳 的 Schwarzschild 半径 为 3.0 km; Hh 


球 和 太阳 的 Schwarzschild 半径 与 自身 半径 的 比值 分 别 是 7x10-0 和 2 3 


x10“。 因 此 ,正常 恒星 的 半径 远大 于 其 Schwarzschild 半径 。 

典型 的 恒星 寿命 包括 一 个 漫长 的 ( ~ 10 年 ) 准 静态 阶段 。 在 这 个 
阶段 ,恒星 燃烧 核 物质 , 靠 热 压 和 辐射 压 来 抵御 引力 。 但 当 核 燃料 耗 尽 
时 ,星体 将 冷却 ,压力 减 小 ,由 此 进入 收缩 阶段 。 现 假定 ,在 星体 半径 变 
得 小 于 Schwarzschild 半径 之 前 ,这 个 收缩 阶段 不 可 能 被 压力 所 中 止 
(下 面 我 们 将 看 到 ,质量 大 于 某 一 特定 值 的 星体 很 可 能 出 现 这 种 情 
形 ) 。 于 是 ,由 于 星体 外 的 解 是 Schwarzschild 解 ,星体 周转 将 形成 闭合 
俘获 面 .7 (图 54) 。 这 样 , 由 第 8 章 定理 2, 只 要 因果 性 没 被 破坏 ,并 满 
足 适 当 的 能 量 条 件 , 奇 点 就 必然 会 出 现 。 其 实在 这 种 情形 下 ,由 于 外 部 
解 是 Schwarzschild 解 ,存在 奇 点 是 显然 的 ( 图 54) 。 问 题 是 即使 星体 不 
是 严格 球 对 称 的 ,但 只 要 偏离 球 对 称 不 太 远 , 则 星体 周围 仍 将 出 现 闭合 
俘获 面 。 这 一 点 从 8$7.5 所 证 明 的 Cauchy 发 展 的 稳定 性 即 可 明白 , 因 
为 我 们 可 以 将 解 看 作 是 从 部 分 Cauchy 曲面 和 发 展 而 来 的 (图 55 ) 。 
现在 ,如 果 我 们 将 紧 致 区 域 三 (7 ) mn 入 上 的 初始 数据 改变 一 足够 小 
的 量 , 则 和 的 新 发 展 在 紧 致 区 域 (A) NI CT) PR SIAM BE 
充分 接近 ,使 得 在 扰动 解 下 星体 周围 仍 将 出 现 闭合 俘获 面 。 这 样 我 们 
就 证 明了 ,存在 一 个 初始 条 件 的 非 零 测度 集 , 它 导致 闭合 俘获 面 ,从 而 
由 定理 2, 它 也 导致 奇 点 。 

星体 偏离 球 对 称 状态 的 两 个 主要 原因 是 , 它 会 旋转 或 有 磁场 。 通 
过 考察 Ker 解 ,我 们 来 看 看 旋转 带 来 的 影响 有 多 大 才 不 致 影响 俘获 面 
的 出 现 。Kerr 解 可 视 为 代表 了 具有 质量 m MAHE L= am 的 星体 的 
外 部 解 。 如 果 a 小 于 m, 那 么 星体 周围 将 出 现 闭 合 俘获 面 ;但 如 果 a 大 
于 mm, 则 不 会 出 现 。 于 是 ,我 们 也 许可 以 预料 , 当 星 体 的 角 动 量 大 于 质 
重 平 方 时 , 它 就 有 可 能 在 闭合 俘获 面 形 成 前 中 止 星 体 的 收缩 。 换 个 角 
度 看 ,如 果 上 =m , 且 在 坪 缩 过 程 中 角 动 量 守 恒 ,那么 当 恒 星 处 于 
Schwarzschild 半径 时 ,恒星 表面 的 速度 将 与 光速 相当 。 目 前 许多 恒星 
的 角 动 量 均 大 于 其 质量 的 平方 (就 太阳 来 说 ,L ~ m?)。 但 似乎 有 理由 
相信 ,由 于 磁场 阻尼 和 引力 辐射 的 作用 ,星体 的 角 动 量 在 击 缩 期 间 会 有 
一 定 的 损失 。 因 此 ,情形 应 该 是 ,对 某 些 ( 也 许多 数 ) 恒星 来 说 , 角 动 量 
并 不 能 阻止 闭合 俘获 面 ,从 而 也 不 能 阻止 奇 点 。 

在 近似 球状 的 志 缩 过 程 中 ,冻结 在 星体 里 的 磁场 B 将 以 质量 密度 


w 
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r= 2m r > 2m 





Schwarzschild 虚空 空间 解 ( 外 部 解 ) 


r=0 


(坐标 奇 点 ) | 





tii) 


图 54 RREME 
(i) 声 缩 球 对称 流 体 星 的 Finkelsfein 图 ( (r,t) FH) o 
(ii) FLSA TEA ERAS Penrose 图 。 
Cii) 25 EERE A a E E 


p 的 2/3 每 次 增长 ,因此 磁 压 正比 于 p”。 这 个 增长 率 很 低 ,以 至 如 果 
在 初始 阶段 磁 压 对 维持 星体 不 是 十 分 重要 ,那么 它 永 远 不 可 能 增强 到 
对 阻止 夫 缩 起 显著 作用 。 
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IF) n JH) 


JF) nt 
图 55 F541) AE FRR. RAPER THARA 
Cauchy 曲面 X 。 正 是 CH RRRRI (FNAL 
ESA AMER I (AONT ) 里 出 现 闭合 俘获 面 9 。 


为 看 清 为 什么 一 个 超过 一 定 质量 的 耗 尽 能 量 的 恒星 不 可 能 抵御 引 
力 , 我 们 定性 讨论 一 下 零 温 度 的 物 态 方程 (基于 Carter 未 发 表 的 
工作 ) 。 

在 热 物 质 情 形 ,存在 原子 热 运动 和 辐射 产生 的 压强 。 但 在 密度 低 
于 核 物质 密度 ( ~ 10"g om?) 的 冷 物 质 情形 ,唯一 显著 的 压强 来 自 量 
子 力学 的 不 相 容 原理 。 为 估计 这 一 影响 ,我 们 考虑 质量 m 的 Femi 子 
的 数 密度 n。 由 不 相 容 原理 ,每 个 Femi FA hEn 体积。 因此 
由 不 确定 性 原理 ,其 动量 的 空间 分 量 的 量 级 为 Kn. WRR Fermi 
子 是 非 相 对 论 性 的 , 即 如 果 iin“ 小 于 mm, 则 Fermi FARE REN fin'?/m 
量 级 。 而 如 果 Fermi 子 是 相对 论 性 的 ( 即 An KF m) , 则 速度 实际 上 
WC SEE). RR ERA (OH) x (速度 ) x (RB) RAG 
in“<m, 则 压强 ~ A'n mE hn’? >m, MEIR ~ An’? 。 如 果 物 
质 是 非 相 对 论 的 , 则 对 简 并 压强 的 主要 贡献 来 自 电子 ,因为 电子 的 普 … 
远 远大 于 重子 。 但 在 高 密度 情形 , 当 粒 子 成 为 相对 论 性 时 ,压强 与 产生 


w 
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它 的 粒子 质量 无 关 , 而 仅 取决 于 数 密度 。 

对 小 的 冷 星体 , 自 引 力 可 忽略 , 简 并 压强 则 与 处 于 某 种 格 点 的 最 相 
邻 粒 子 间 的 静电 引力 相 平衡 。( 我 们 假定 存在 等 量 的 正 负 电荷 和 几乎 
等 数目 的 电子 和 重子 。) 这 些 力 将 产生 量 级 为 een” 的 负 压 强 。 因 此 ， 
小 的 冷 星 体 的 质量 密度 量 级 为 

emm, K ( ~1 gem”), (9.1) 

其 中 m. 是 电子 静 质 量 ,m, 是 核子 静 质 量 。 

对 较 大 星体 , 自 引力 变 得 很 重要 , 它 将 通过 对 抗 简 并 压力 来 压缩 物 
质 。 为 获得 这 种 精确 解 ,我 们 需要 Einstein 方程 的 具体 积分 ,不 过 , 重 
要 的 定性 特征 从 简单 的 Newton 理论 的 数量 级 就 很 容易 看 出 来 。 对 一 
颗 质 量 M 半径 m 的 恒星 ,单位 体积 引力 的 典型 值 为 (Mr ) om, BR, 
iXBnm,~M/r, 是 质量 密度 。 引 力 与 P/m 量 级 的 压强 梯度 相 平衡 ， 
这 里 P 是 恒星 内 部 的 平均 压强 。 因 此 ， 

P=M/r =M n?m, S, 
如 果 密 度 足 够 低 , 使 得 压强 主要 来 源 于 非 相 对 论 电子 的 简 并 , 则 
P=h nom, =! =Mnim,*, 

于 是 ， n=M m im? h, 
Xf n (HAF (9. 1) 式 的 结果 但 小 于 ms 无 一, 即 对 em > <M < hm, 
的 星体 ,这 个 公式 是 正确 的 。 这 就 是 我 们 所 知 的 白矮星 。 

如 果 星 体 密度 很 高 ,使 电子 成 为 相对 论 性 的 , 即 n>m， A, WE 
强 由 相对 论 性 公式 给 出 , 即 P= fin? = MP nm, BIE n 从 方程 
中 消去 了 ,我 们 得 到 质量 为 

M, = h?m, ° =1.5Mo, 

的 星体 , È AA AEK F m’ m, AT EE, 即 任何 小 于 
h?m, m, 的 半径 。 质 量 大 于 M, 的 恒星 根本 不 可 能 通过 电子 简 并 
压强 来 维持 。 

事实 上 , 当 电 子 成 为 相对 论 性 的 时 候 , 它 们 很 容易 与 质子 一 起 引起 
BRE PET, 

e +P—v +n, 

这 一 过 程 消耗 了 电子 从 而 降低 了 电子 简 并 压强 ,使 星体 进一步 收缩 , 造 
成 电子 的 相对 论 性 程度 更 高 。 这 是 一 种 不 稳定 状态 ,过 程 将 一 直 持 续 
到 几乎 所 有 电子 和 质子 都 转变 成 中 子 。 此 时 中 子 简 并 压强 可 以 再 次 维 
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持 星 体 的 平衡 。 这 种 星体 称 为 中 子 星 。 如 果 中 子 是 非 相对 论 性 的 ,我 
们 有 
n=M m, hs, 

如 果 中 子 是 相对 论 性 的 , 则 星体 还 必须 有 质量 W 和 小 于 或 等 于 
有 2m 的 半径 。 但 Mi/ 天 m=1, 因 此 这 种 星体 已 接近 广义 相对 
论 极 限 MAR~2。 

由 此 得 出 结论 ,质量 大 于 1 的 冷 星体 不 可 能 通过 电子 或 中 子 简 并 
压强 来 维持 平衡 。 为 严格 证 明 这 一 点 ,考虑 维持 平衡 的 Newton 方程 : 

dp/dr = -pM(r)r°’, (9.2) 


这 里 My) = 4n [pridr 

是 半径 + 以 内 的 质量 。(9.2) 式 两 边 乘 以 x* 并 从 0 到 六 分 部 积分 ,得 到 
4f pdr = (MCs) )’/8r ， 

这 是 因为 在 = nm, P =0。 另 一 方面 ， 


djr sn 3717 a T 
al fer dr’) = (fpr dr’) pr 


-L 


这 是 因为 gp/dr 不 可 能 是 正 的 。 由 于 p 不 可 能 大 于 所 从 ,这 说 明 
f prar < f (f nPar)? = K MC) am), 


因此 M( ry) ENF ( 8h)? (4n) 7m, , 即 

M(1,) <8h?m,~?, 
我 们 在 图 56 里 总 结 了 这 些 结果 。 这 个 图 是 按 核子 平均 密度 n 对 星体 
总 质量 的 关系 做 出 的 。 实 线 表示 冷 星 体 的 近似 平衡 构 形 。 对 热 星体 情 
形 , 由 于 存在 热 压 强 、 辐 射 压强 和 简 并 压强 ,星体 可 以 在 实 线 上 方 达到 
平衡 。 右 侧 的 粗 虚线 代表 Mro (EIM n m,'?) EF 2 的 情形 ,虚线 
右 侧 的 阴影 区 包含 非 平衡 态 , 相 当 于 半径 小 于 Schwarzschild 半径 的 星 
体 。 远 离 虚线 的 左 侧 部 分 ,表示 的 是 Newton 理论 和 广义 相对 论 之 间 的 
差别 可 以 忽略 的 情形 。 在 虚线 附近 ,我 们 必须 考虑 广义 相对 论 效应 。 
至 于 由 理想 流体 组 成 的 静态 球 对 称 星 体 , Einstein 场 方程 简化 为 ( 见 附 
录 B) 
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燃烧 核燃料 的 恒星 


数 密度 n( 向 上 为 递减 方向 ) 





图 56 核子 数 密度 ”对 静态 星体 总 质量 W 的 分 布 图 。 粗 实 线 是 冷 星 体 的 平 
衡 位 置 ;适当 温度 的 热 星体 在 这 条 线 的 上 方 达到 平衡 。 广 义 相对 论 禁止 
任何 静态 星体 在 阴影 区 出 现 。 





dp_ _ (wtp) (M(r) +4ar’p) (9.3) 
dr r(r-2M(r)) 
这 里 , 径 向 坐标 满足 二 维 曲面 |r = 常数 ,: = A A A Aaro 
MEXA 
[4nruar, 

w 其 中 =p(1+e) 是 总 能 量 密度 , p 是 nm, e 是 与 Fermi 子 动量 相关 
AOA PO YE EISE. M (ro) 是 r >r, BY Schwarzschild 外 部 解 的 
Schwarzschild 质量 对 。 对 束缚 星体 ,这 个 质量 小 于 守恒 质量 

M = p emir = Nm 
0 (1 -2M/r)? 


其 中 w 是 星体 内 核子 总 数 ,这 是 因为 质量 差 ( MO -让 ) 代 表 星体 从 最 初 
静止 分 散 的 物质 形成 以 来 辐射 到 无 穷 远 处 的 总 能 量 。 实 际 上 这 项 差 值 


n? 
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不 会 大 于 百 分 之 几 ,更 不 会 超过 2M, AA Bondi (1964) CEH, RE u 
和 p KEH u 向 外 递减 , 则 (1 - 2M/r)'? RSF 173 ,而 且 在 小 于 
REF u 时 不 会 小 于 1/2, Kie, M <M <3M, 

Hu BUR pM BUR M ,然后 比较 (9.3) 与 (9.2) 式 。 我 们 看 到 ,只 


要 =>=>0,p =0, 则 (9.3) 式 右边 多 出 的 项 缘 负 。 因 此 ,既然 在 Newton 理 
论 中 质量 M > M, 的 冷 星 体 都 不 可 能 维持 自身 平衡 ,广义 相对 论 下 


Schwarzschild 质量 M >M, 的 冷 星体 更 不 可 能 。 这 个 结果 还 意味 着 , 仿 
有 超过 3M,/m, 核子 的 冷 星 体 也 不 可 能 维持 自身 平衡 。 实 际 上 , (9. 3) 
式 中 多 出 的 项 意味 着 极限 核子 数 小 于 M/m, o 

在 对 中 子 星 的 讨论 中 ,我 们 忽略 了 核 力 的 作用 。 核 力作 用 在 某 种 
程度 上 可 改变 图 56 的 中 子 星 平衡 线 的 位 置 。 详 细 讨 论 见 Harrison， 
Thorne, Wakano and Wheeler (1965) ,Thorne (1966 ) , Cameron (1970) 
以 及 Tsuruta (1971) 等 文献 。 但 对 核 力 的 这 种 考虑 不 影响 我 们 的 重要 
结论 :核子 数 略 超过 M/m, 的 星体 不 会 有 零 温 度 平衡 。 这 是 因为 ,在 
质量 为 M, 的 星体 内 ,核子 变 成 相对 论 性 的 点 几乎 与 广义 相对 论 极限 
M/R~2 重合 。 因 此 ,含有 略 超过 M/m, 核子 数 的 星体 在 其 未 进入 
Schwarzschild 半径 范围 之 前 将 不 可 能 达到 核 致密 状态 。 

恒星 的 生命 史 处 于 图 56 的 竖 直 线 上 ,除非 它 通 过 某 种 途径 损失 掉 
大 量 物质 。 人 恒星 由 一 团 气 体 凝 聚 而 来 。 随 着 星体 收缩 ,其 温度 会 随 气 
体 压缩 而 不 断 升 高 。 但 如 果 星 体质 量 小 于 107M, ,那么 温度 就 永远 不 
可 能 升 高 到 足以 引起 核 友 应。 星体 最 终 将 辐射 它 的 热量 , 落 到 引力 与 
非 相 对 论 性 电子 简 并 压强 相 平衡 的 状态 。 如 果 星 体质 量 大 于 10-°M,, 
则 温度 将 会 升 高 到 引起 核反应 ,将 氧 转化 为 氮 。 这 个 反应 产生 的 能 量 
将 平衡 辐射 损失 掉 的 能 量 , 因 此 星体 可 以 在 这 种 准 静 态 下 维持 很 长 时 
间 ( ~10°(M,/M)* 年 ) 。 当 星 核 里 的 氨 耗 尽 之 后 , 核 将 收缩 并 使 温度 
升 高 。 于 是 开始 新 的 核反应 ,将 星 核 里 的 氮 转 化 为 更 重 的 元 素 。 但 由 
这 个 反应 生成 的 能 量 不 是 很 多 , 因此 星 核 不 可 能 在 这 个 阶段 停留 很 长 
时 间 。 如 果 星 体质 量 小 于 M, , 则 将 最 终 处 于 白矮星 状态 。 在 此 状态 
下 ,星体 靠 非 相对 论 性 电子 简 并 压强 来 维持 ;也 可 能 成 为 中 子 星 ,由 中 
子 简 并 压强 维持 。 但 如 果 星 体质 量 远大 于 M, , 则 不 存在 低温 平衡 态 。 
因此 星体 必然 是 要 么 进入 其 Schwarzschild 半径 以 内 的 状态 , 要么 通过 


w 
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抛射 掉 足 够 多 的 物质 从 而 使 其 质量 减少 到 小 于 Mo 

物质 抛射 现象 已 经 在 超新星 和 行星 状 星云 观察 到 了 ,但 理论 尚 不 
完全 清楚 。 现 有 的 计算 表明 ,质量 达 20M, 的 星体 也 许可 以 扔 掉 大 部 
分 物质 , 剩 下 一 颗 质量 小 于 M, 的 白矮星 或 中 子 星 ( 见 Weymann 
(1963), Colgate and White (1966) Arnett (1966) Le Blanc and Wil- 
son (1970) ,以 及 Zel’ dovich and Novikov (1971 ) ) 。 和 但 我 们 很 难 想象 
一 颖 质量 超过 20M, 的 星体 能 扔 掉 超 过 95% 的 物质 ,因此 我 们 相信 是 
PALER — xe 23 38 oh BE Bh RAE] Schwarzschild 半径 以 内 。( 事实 
上 ,目前 计算 表明 ,质量 M>5M, 的 星体 不 可 能 通过 抛射 足够 多 的 物质 
Hike RANT PED E  ) 

如 果 考 虑 更 大 质量 的 情形 ,如 一 颗 质 量 约 10*M, AEI, BE 
缩 到 Schwarzschild 半径 , 则 其 密度 仅 为 10“g em 量 级 (小 于 空气 密 
FE) 。 如 果 物 质 最 初 是 冷 的 , 则 温度 不 足以 维持 星体 平衡 或 触发 核 反 
应 ,那么 就 不 可 能 有 质量 损失 或 物 态 方程 的 不 确定 性 。 这 个 例子 还 表 
明 ,星体 进入 Schwarzschild 半径 不 一 定 需要 任何 极端 条 件 。 

总 结 一 下 ,一 定数 量 甚至 大 多 数 质量 大 于 M, 的 星体 似乎 最 终 都 
AFHR BI Schwarzschild 半径 之 内 ,并 因此 产生 闭合 俘获 面 。 我 们 银 
WREDA 10 颗 质量 大 于 M, 的 恒星 。 因 此 存在 许多 定理 2 预言 的 奇 
点 出 现 的 情形 。 下 一 节 我 们 讨论 星体 拥 缩 的 一 些 可 观察 结果 。 
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AMR ORG REKER LESH AUR? WR 
缩 是 严格 球 对 称 的 ,我 们 可 以 回答 这 个 问题 ,因为 这 时 星体 的 外 部 解 是 
Schwarzschild 解 。 设 想 在 此 情形 下 ,处 于 这 个 星体 表面 的 观察 者 0' 将 
在 某 一 时 刻 ,譬如 他 的 表 显 示 在 1 点 钟 ,正好 走 过 临 界 半径 > =2m, 4 
然 他 在 那个 时 刻 不 会 注意 到 有 什么 不 对 劲 儿 ,但 当 他 越过 r =2m 之 
后 ,处 于 r =2m 之 外 的 观察 者 0 就 无 法 看 到 他 了 (图 37) 。 而 且 不 论 
观察 者 0 等 多 长 时 间 ,在 0' 所 测 的 1 点 以 后 的 时 间 里 ,他 都 不 可 能 看 
到 0' 了 。 他 能 看 到 的 只 是 0 的 表明 显 变 慢 , 渐 近 地 趋 向 1 点 钟 。 这 意 
味 着 观察 者 0 收 到 的 来 自 0' 的 光 的 频率 越 来 越 大 地 向 红 端 移动 ,其 结 
果 是 光 强 越 来 越 弱 。 因 此 ,虽然 星体 表面 从 未 真 的 从 0' 的 视线 里 消 
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失 ,但 实际 上 很 快 就 弱 得 看 不 见 了 。 事 实 上 ,0 首先 看 到 的 是 星体 盘 中 
心 开始 模糊 ,然后 模糊 区 域 逐 渐 向 外 扩展 到 边缘 (Ames and Thorne 
(1968) ) 。 这 种 光 强 减弱 的 时 间 尺 度 大 致 为 光 走 过 2m 距离 的 量 级 。 


FA 虚空 空间 解 





(i) (ii) 
图 57 WAAR ASST TAER RE & 0 在 某 一 时 刻 ( 壁 如 说 1 点 钟 ) 


LIGA AEB BS TA BREWS 0' 的 历史 。 
(i) Finkelstein 图 ; (ii) Penrose 图 。 


从 任何 实际 意义 说 , 此 时 我 们 所 面 对 的 都 是 一 个 看 不 见 的 物体 。 
但 它 像 芭 缩 前 一 样 , 仍 具有 同样 的 Schwarzschild 质量 , 仍 能 产生 同样 的 
引力 场 。 我 们 也 许可 以 通过 它 的 引力 作用 来 测 知 其 存在 ,例如 通过 它 
对 附近 星体 轨道 的 影响 ,或 经 过 它 的 光线 的 偏转 。 落 入 这 种 天 体 的 气 
体 还 可 能 产生 激 波 ,也 许 就 是 X 射线 或 射电 波 的 来 源 。 

球 对 称 坪 缩 最 显著 的 特点 是 在 r<2m 区 域内 出 现 奇 点 。 没 有 光 
能 从 那个 区 域 逃 向 无 穷 。 因 此 ,如 果 在 > = 2m 之 外 ,我 们 永远 看 不 到 
定理 2 预言 的 奇 点 。 而 且 , 尽 管 在 奇 点 出 现 的 地 方 物理 理论 失效 ,但 这 
并 不 影响 我 们 在 渐 近 平 直 的 时 空 区 域 预言 未 来 的 能 力 。 

我 们 还 可 以 问 , 如 果 姐 缩 不 是 严格 球 对 称 的 ,情形 还 会 是 这 样 吗 ? 
在 前 一 节 里 ,我 们 用 Cauchy 稳定 性 定理 证 明了 对 球 对 称 的 小 偏离 不 会 
妨碍 出 现 闭合 俘获 面 。 但 目前 形式 的 Cauchy 稳定 性 定理 只 是 说 ,初始 


w 
© 
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数据 的 足够 小 的 扰动 在 紧 致 区 域 上 对 解 的 扰动 会 很 小 。 我 们 不 能 根据 
这 一 点 来 说 明 解 的 小 扰动 在 任意 长 的 时 间 里 会 一 直 保 持 很 小 。 

我 们 认为 , 奇 点 出 现 一 般 总 会 导致 Cauchy 视界 (就 像 Reissner - 
Nordstrom 解 和 Kerr 解 的 情形 一 样 ) ,从 而 破坏 我 们 预言 未 来 的 能 力 。 
但 如 果 从 外 面 看 不 见 奇 点 , 那么 我 们 仍 能 在 外 部 的 渐 近 平 直 区 域 做 
预言 。 

为 更 准确 地 说 明 这 一 点 ,我 们 假定 (.W, g) 有 一 个 弱 渐 近 简 单 虚 
空 ( $6.9) 意义 上 的 浙 近 平 直 区 域 。 因 此 存在 空间 ( .WW ,多 )， 
CA, g) 可 作为 带 边 流 形 .N = M Vad 共 形 嵌入 其 中 ,这 里 .N 在 


A 内 的 边界 9.N 由 分 别 代表 未 来 和 过 去 零 无 穷 远 的 两 个 零 曲面 .7'* 和 
JF HR & SH. 内 的 部 分 Cauchy 曲面 。 MR A EEF 


D*(. ) 在 共 形 流 形 .WN 内 的 闭 包 , 则 我 们 说 空间 (.N ，g) 是 从 
(未 来 ) 渐 近 可 预言 的 。 从 某 个 曲面 . 渐 近 可 预言 的 空间 的 例子 包括 
Minkowski 空间 , m0 的 Schwarzschild 解 , m=0, lal <m 的 Kerr 解 和 
m20,lel <m 的 Reissner - Nordström 解 等 。 而 lal >m 的 Kerr fA 
lel >m 的 Reissner'- Nordstrom 解 都 不 是 未 来 渐 近 可 预言 的 ， 因为 对 任 
何 部 分 Cauchy 曲面 Y KUL, AEM .入 * 出 发 的 过 去 不 可 扩展 
的 非 类 空 曲 线 ,它们 不 与 .Zr 相交 但 趋 于 奇 点。 我 们 可 将 未 来 渐 近 可 预 
言 性 质 作为 SARA BR” aA HUM .7 ' 看 得 见 的 奇 点 ) 的 条 
件 。 

在 球 对 称 拥 缩 情形 下 ,我 们 得 到 了 未 来 渐 近 可 预言 的 空间 。 问 题 
在 于 非 球 对 称 坦 缩 是 否 也 能 如 此 。 我 们 无 法 完全 回答 这 一 问题 , Doro- 
shkevich , Zel’ dovich 和 Novikov (1966) 以 及 Price (1971 ) 似乎 表明 , 球 
对 称 的 小 扰动 并 不 产生 裸 奇 点 。 另 外 , Gibbons 和 Penrose (1972) 曾 试 
图 找 出 某 些 矛 盾 用 以 说 明 在 某 些 情形 下 未 来 渐 近 可 预言 空间 的 发 展 是 
不 协调 的 ,但 未 获 成 功 。 他 们 的 失败 当然 并 不 证 明 渐 近 可 预言 性 就 成 
立 , 但 确实 使 它 更 为 合理 可 信 了 。 如 果 它 不 成 立 ,我 们 就 不 可 能 对 包含 
拥 缩 星 体 的 空间 区 域 的 演化 做 出 任何 意义 明确 的 判断 , 因为 新 信息 可 
以 来 自 奇 点 。 因 此 ,我 们 下 面 仍然 假定 ,至 少 对 球 对 称 击 缩 偏离 足够 小 
时 ,未 来 渐 近 可 预言 性 是 成 立 的 。 

我 们 相信 闭合 俘获 面 上 的 粒子 不 可 能 逃 到 .ax* 。 但 如 果 人 允许 任意 
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AE A, ABZ BRATS BE iB EI ASR BE RE OR EB BY eb RB 
径 。 下 述 结果 证 明 ,这 在 未 来 渐 近 可 预言 空间 里 是 不 可 能 的 。 


命题 9.2.1 
如 果 
(a) A ,g) 是 从 部 分 Cauchy 曲面 .上 未 来 浙 近 可 预言 的 ， 
(5) 对 所 有 零 向 量 K*, RKK SO, 


则 D*(.Z) 内 的 闭合 俘获 面 ANAT AB SG S A, AR, BAA 
看 不 到 TF o 


BETO, AEZ., FRET (I, A) AREA 
pe's SUE MA HBR, CSET d’ A Hk IR Ae SS i 


CA’, g') 的 共 形 流 形 .N AMAR W'. S PE RY Cauchy 
HEEK NAM ' 上 与 SBR. AK SY' -多 ' 是 紧 集 ,从 而 由 引 理 


6.9.3, S 的 每 个 生成 元 都 离开 JI (Z -UH ', .WN ')。 这 说 明 如 果 W 
是 .的 任意 紧 集 , 则 .7! 的 每 个 生成 元 离开 J*( YW， .WN )。 由 此 可 3 守 
A, OWES ER TORI CF, .HN ), 因 为 它 包含 于 


DOCTA MW), AMS COT, WH) MEM eA RIE u Hi 
SA HSC. ARI ET LDA, PUES OY) 
交 。 由 于 与.z' 相 交 , 它 有 无 限 长 的 仿 射 长 度 。 但 由 条 件 (8) ,每 一 
条 垂直 于 .9 的 零 测 地 线 在 有 限 仿 射 长 度 内 都 包含 与 TEMA. A 


此 ,4 不 可 能 始终 处 于 A IJI, .HN )。 这 说 明 人 不 可 能 与 
JS, .HU ) 相 交 。 口 


从 上 述 证 明 可 知 ,在 未 来 浙 近 可 预言 空间 里 ,D' (.y ) 内 的 闭合 俘 
KELEBET M-J (F, .WN )。 因 此 , 必 存 在 非 平凡 ( 未来) 事件 视 


BL (A, 4 ) , 它 是 粒子 或 光子 可 以 在 未 来 方向 逃 到 无 穷 远 的 区 域 
的 边界 。 根 据 $ 6. 3 ,事件 视界 是 可 能 有 过 去 端点 但 不 会 有 未 来 端点 的 
零 测 地 线段 生成 的 非 时 序 边 界 。 
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命题 9. 2. 2 
如 果 命 题 9. 2. 1 条 件 (a) 和 (2) 均 满足 , 且 存 在 非 空 事 件 视界 


j, AWJ (27',.H ) 的 零 测 地 线 生成 元 的 膨胀 6 在 
J -(4*,M)ND*(S) 
AER 


假定 存在 开 集 W 使 在 WU OT (I, M)KOK<0, OF HUN 
J- (A, 1) APRS AEH FE = 刀 ?<0。 令 六 是 WH 的 开 
子 集 , 与 相交 并 有 包含 于 的 紧 致 闭 包 。 我们 可 在 VY A T A 
AB) Et fy, “ 仍 为 负 但 在 HW 内 与 (A, Ww) 相交。 和 前 面 


一 样 ,这 导致 予 盾 ,因为 j'(.F,.H ) 在 J-(.f',.H ) 内 的 任何 生成 
元 在 内 有 在 上 的 过 去 端点 ,并 在 此 处 与 TEA, 但 在 内 久 ,“ 
<0, 故 六 内 每 一 条 垂直 于 的 向 外 的 零 测 地 线 在 有 限 仿 射 距离 内 包 


BS 了 共 思 e 的 点 ,因而 不 可 能 始终 处 于 .7 外 的 j*(F, aA. 口 


在 未 来 渐 近 可 预言 空间 里 ,让 (.F)NnJ (I', A) BaF 
D° CS). WIRE I" (F ) 内 的 事件 视界 上 存在 不 处 于 D*(. ) 内 的 


点 p, 那 么 最 小 的 扰动 也 能 使 p 处 于 "(fz!+ ,.N ) 内 , 即 可 在 无 穷 远 处 
看 到 ,这 意味 着 空间 不 再 是 渐 近 可 预言 的 。 因 此 ,我 们 似乎 有 理由 稍稍 
扩展 一 下 未 来 渐 近 可 预言 的 定义 ,也 就 是 说 ,如 果 .4* 处 于 D*(.7 ) 在 
. 内 的 闭 包 内 , 且 7(.F)N 厂 (177',.H ) 包 含 于 D'(.Z ), 则 我 们 
说 时 空 是 从 部 分 Cauchy 曲面 SY 强 未 来 渐 近 可 预言 的 。 换 句 话说 ,我 
们 也 可 以 从 .多 预言 事件 视界 的 某 个 邻 域 。 


3 


w 


命题 9. 2.3 
如 果 (. , g) 是 从 部 分 Cauchy 曲面 S 强 未 来 渐 近 可 预言 的 , 则 
FERA 
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CA A) 
D+(9) 的 
Cauchy 曲面 


图 58 从 部 分 Cauchy 曲面 .上 强 示 来 渐进 可 预言 的 空间 
(4 ,g) ,显示 了 覆盖 D'(.y ) -并 在 二 维 曲面 族 2 (7) 内 
SA 相交 的 类 空 曲面 族 .7 (7)。 


Qa:(0,%) x SY oD (TF) -I 
使 得 对 每 个 re (0,0), 4% (7) =( ir} x SY ) 是 满足 如 下 条 件 的 部 分 
Cauchy 曲面 : 
(ca) 对 7 >7i (7T) CT (YY (7)); 
(5) 对 每 个 7,.y (7) 在 共 形 流 形 .内 的 边缘 是 .7' 内 的 类 空 二 
维 球面 2 (7) ,使 对 7,>7 ,名 (7,) 严 格 处 于 (7) 的 未 来 ; 
(c) 对 每 个 7,.F (7) UL FTN (2 (r), AEDS) E 


MW 内 的 Cauchy 曲面 。 


换言之 ,.Y (TEREF S RRS, CMR DS) - SF 
并 与 A 相交 (图 58) 。 我 们 可 将 甚 视 为 渐 近 可 预言 区 域内 的 常 时 间 
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曲面 。 我 们 选择 它们 与 .YZ ' 相交 ,是 为 了 使 无 穷 远 处 测 得 的 这 些 曲面 
上 的 质量 能 在 发 生 引力 辐射 或 其 他 类 型 辐射 时 减 小 。 

S (7) 的 构造 类 似 于 命题 6. 4. 9 的 做 法 。 选 取 覆 盖 7 * 的 连续 类 
25 — HE ER TM 2 (7) (0 <7 <m), PERT 7. >r，,2(r) 严 格 处 于 
2 (TORK, EM 上 设 一 体积 测度 ,使 在 此 测度 下 . 的 总 体积 
有 限 。 我 们 先 来 证 明 : 


引 理 9.2.4 
集合 广 (2 (7),.U )nD*(.Z ) 的 体积 k(7) 是 7 的 连续 函数 。 


令 六 是 包含 于 
I (3(7),.H)ND' CF) 
的 带 紧 致 闭 包 的 开 集 。 于 是 ,存在 从 的 每 一 点 到 D (7) 的 类 时 曲 
线 , 对 某 个 8>0, 它 们 可 通过 变形 给 出 到 DQ (7 -6) 的 类 时 曲线 。 给 定 
任意 e >0, 我 们 可 找到 一 个 体积 大 于 k(7) -& 的 光 。 因 此 存在 86>0 
使 得 (7 -6) >k(r) -es R-E, BEBEN WEARS 


D2 (T), AND (SF ) 相 交 , 但 对 7 >r BASF (A7’),. WYN 
D(F), 这样, 如 果 pe W , 则 存在 从 每 个 2 (rA p 的 过 去 方向 
的 类 时 曲线 和 A,。 由 于 .YZ' 在 2(r) 与 2 (ri) 之 间 的 区 域 对 任 一 r >r 
是 紧 的 ,因此 存在 自 2 (7) 出 发 的 过 去 方向 的 非 类 空 曲 线 A, 它 是 


14.1 的 极限 曲线 。 由 于 4.1 不 与 1 (名 (7), AZ BOA BAS 
I (2 (1), ) 相 交 , 因 而 是 零 测 地 线 , 并 处 于 7 了 - (3 (7),.H ) 内 。AA 
进入 .HN ,因而 要 么 在 p 处 有 过 去 端点 ,要 么 与 多 相交 。 而 前 者 是 不 
可 能 的 ,因为 这 意味 着 VIN (7), .WN ) 相交 ;后 者 也 是 不 可 能 
M.A pel’ (.y)。 这 说 明 , 不 存在 对 每 一 个 7 >r 都 处 于 


1 (2(0'), .HN ) 内 而 又 不 在 "(8(7), AND (7 ) 内 的 开 集 。 
因此 ,给 定 e >0, 存 在 6 使 

k(T+6) <k(7) +e, 
因此 上 (rz) 是 连续 的 。 口 
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命题 9.2.3 的 证 明 定义 函数 J(p) 和 hh(p,7),peD' (Z), EM 


分 别 是 1 (p) AT (p) -二 (2(7),.W ) 的 体积 。 像 在 命题 6.4.9 一 
样 , 函 数 Ap) 在 整体 双 曲 区 域 D'(.7 ) -. 罗 上 连续 ,并 在 每 一 条 未 来 


不 可 扩展 的 非 类 空 曲 线 上 趋 于 零 。 由 于 厂 ( 2 (7) , .NW ) .WN 是 过 去 
集 , 故 
D'(F) -三 (2(r) ,8 ) -I 

是 整体 双 曲 的 。 因 此 对 每 个 r, hlp, T FED'S) -FLER RE 
昧 着 ,给 定 e > 0 ,我 们 可 找 一 个 疡 的 邻 域 多 ,使 1h(g,7) -h(p,r) I< 
6/2 对 任意 ye 多 成立。 由 引 理 9. 2.4 ,可 找 一 个 86>0, 使 对 17' -ri < 
SA IK(r') ~-k(7)1<e/2。 于 是 Ih(g,7') -h(p,7)1<e, 这 说 明 h(p,7) 
fE(D* (SF) -.y)x(0,%) 上 连续 。 这 样 ,我 们 可 将 有 曲面. (7) 定 
义 为 那些 满足 h(p,7) =A WA pE D(IS) -FHRA BRIX 
些 曲面 是 类 空 曲面 ,它们 覆盖 D* (SY ) -. 宛 且 满 足 性 质 (o) ~ (ec)。 

为 定义 同 胚 a, RANGE D'S) - .7 上 的 与 每 个 曲面 . (7) 相 
交 的 类 时 向 量 场 。 其 构造 如 下 : 令 是 .7 ' 在 共 形 流 形 .HN 内 的 邻 
域 ,X, 是 多 上 的 非 类 空 向 量 场 , 它 在 .和 "上 与 At ERTH: S 
x 2042 C 函数 , 它 在 VIAR ABE .2* 上 不 为 零 。 OX, Bow 上 
的 类 时 向 量 场 ,=0 是 .WH 上 的 C? 函数 , 它 在 .4 上 不 为 零 ,但 在 7? 
EAS. TH, AX = x,X, + x,X, 具有 所 需 性 质 。 这 样 , 同 胚 
a:D*(S)-S>(0, ©) x 将 点 peD'*(.F) -映射 到 (7,g)， 
这 里 7 满足 pe.y(7), 过 p 的 XX 的 积分 曲线 交 .于 g 点 。 口 


如 果 在 未 来 渐 近 可 预言 空间 的 区 域 0 OY) 内 存在 事件 视界 
JCA, M) Wea ALO. 2. 3 的 性 质 (5) ,对 足够 大 的 +,.y (7) 将 
与 它 相交 。 我 们 定义 . (7) 上 的 黑洞 为 集合 

Bir) F(T) -J (I, M) 


的 一 个 连通 分 支 。 换 名 话说, 它 是 .7 (7) 的 一 个 区 域 ,其 中 的 粒子 和 
光子 不 可 能 逃 向 .47 。 
随 着 7 增长 ,黑洞 可 以 合并 ,新 黑洞 也 可 能 作为 其 他 天 体 坪 缩 的 结 
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果 而 形成 。 但 下 述 结果 表明 ,黑洞 不 可 能 分 倪 


36 命题 9.2.5 


3 


SBOE) EKR, B(T) A B(T) 分别 是 后 来 
SH SY (7,.) ERI, WMR Br) MB (7) WI (Bi(1)) 
相交 , 则 B(T) =B;(T:)o 


由 命题 9. 2. 3 性 质 (c) , 自 BC) ABARTH Tl BY BE RAA 
扩展 的 类 时 曲线 都 将 与 SY, (7: ) 相交 。 因 此 
TCB TIDAS (r) 
是 连通 的 ,将 包含 于 ZB (r) 的 一 个 连通 分 支 。 口 


对 物理 应 用 来 说 ,我 们 主要 感 兴趣 的 是 那些 从 初始 非 奇异 状态 经 

引力 志 缩 所 形成 的 黑洞 。 这 一 想法 可 准确 表述 为 ,如 果 J (.7 ) 等 距 
于 某 个 渐 近 简单 虚空 时 空 (. gO ERST), AE S'S 

(.@', g') AY Cauchy 曲面 , 则 我 们 说 部 分 Cauchy 曲面 .有 渐 近 简单 
的 过 去 。 由 命题 6. 9. 4 ,曲面 YS AHR , 故 . 么 也 有 这 种 拓扑 。 因 
此 由 命题 9.2.3, 如 果 (. WW ，g) 是 从 具有 渐 近 简单 过 去 的 曲面 . 强 未 
KAEMA, WENS (7) 都 有 拓扑 R, (7) 与 .4 上 的 二 维 
边界 曲面 2 (7) 的 并 同 胚 于 单位 立方 体 二 。 

虽然 我 们 的 主要 兴趣 是 在 具有 渐 近 简单 过 去 的 空间 ,但 在 下 一 节 ， 
更 方便 的 是 考虑 一 种 未 来 渐 近 可 预言 空间 , 它 不 具有 渐 近 简单 过 去 的 
性 质 ,但 在 大 时 间 尺 度 上 非常 近似 于 具有 这 种 性 质 的 空间 。 这 种 空间 
的 一 个 例子 是 我 们 在 本 节 开 头 考 察 过 的 球 对 称 坤 缩 。 星 体 表面 一 旦 进 
入 事件 视界 以 内 ,其 外 区 域 的 度 规 即 为 Schwarzschild 解 的 度 规 , 不 会 因 
星体 志 缩 而 改变 。 因 此 ,在 研究 其 渐 近 行为 时 ,我 们 不 妨 忘记 星体 ,而 
将 虚空 空间 的 Schwarzschild 解 当 作 如 图 24 所 示 的 那 种 从 曲面 SY 强 未 
来 渐 近 可 预言 的 空间 。 这 个 曲面 没有 渐 近 简单 的 过 去 ,其 拓扑 是 3? x 
R 而 不 是 RR。 但 事件 视界 外 的 .部 分 区 域 1 与 图 57 中 曲面 (7) 的 
事件 视界 外 的 区 域 具 有 相同 的 拓扑 。 我 们 要 考虑 的 是 那 种 从 曲面 .7 
强 未 来 渐 近 可 预言 的 空间 ,而 且 .Y 在 事件 视界 外 的 部 分 与 某 个 在 具有 
渐 近 简单 过 去 的 空间 的 曲面 . (r) 具 有 相同 的 拓扑 。 当 然 , 在 更 复杂 
的 情形 ,相应 于 多 个 星体 击 缩 可 能 存在 多 种 络 (7) 的 分 支 。 因 此 ， 
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下 面 我 们 将 考虑 从 曲面 SY 强 未 来 渐 近 可 预言 的 空间 ,并 具有 如 下 
性 质 : 


(a) SOF , AREF R - (一 个 带 闭 包 的 开 集 ) 。 
(注意 :这 个 开 集 可 以 不 是 连通 的 。) 作 如 下 要 求 也 许 更 方便 : 
(B).S 是 单 连 通 的 。 


命题 9. 2.6 

令 (.U ,8g) 是 从 部 分 Cauchy 曲面 S 强 未 来 渐 近 可 预言 空间 ,并 
满足 (a) 和 (B) , 则 

(1) 曲 面 . (7) 也 满足 (a) 和 (B); 

(2) 对 每 一 个 7, 黑 洞 B (7) TES (7) 内 的 边界 3 多 1(7) 是 紧 的 
和 连通 的 。 


由 于 曲面 (r) AEF Z ,它们 满足 性 质 (8) ,于 是 我 们 定义 
内 射 
VSAT (I, M) SSNT (A, A) 
SY (7) 的 每 一 个 点 映射 到 命题 9. 2.3 的 向 量 场 X 的 积分 曲线 。 由 


FCM ，g) 是 弱 渐 近 简 单 的 ,我 们 可 在 .7 ONNA, AAR 
一 个 接近 .A 的 二 维 球面 多 。.Z (7) 在 多 外 的 部 分 将 映 和 人 .在 二 维 


REIP ) SPAR. BLA, DMEF OF ONTA, AA 
的 区 域 SOI, A) DR RRA. Ait yO (7) mn 


TA, M)) ARF R - (一 个 带 闭 包 的 开 集 ) 。 由 于 .多 (7) AR 
FR-V, REVER 的 带 紧 致 轩 包 的 开 子 集 , 故 6 多 (r) 必 同 胚 于 
OV ,因此 也 是 紧 的 。 这 样 ,作为 9 儿 (7) WF IB (7) BEN, 
假定 3 多 , (7) 包 括 两 个 不 连通 的 分 支 9 罗 ，(r) MaB (r) RN 
可 在 . (7) - 卿 (7) 内 分 别 找到 自 2 (7) MaB,'(r) MaB,?(r) HEH 
ZA, 和 和 A,。 我 们 还 可 以 在 intB, (r) R—-# AaB," (7) BaB, (r) h 


Huo EB He HR BNE BY (7) A — ARAB 1(7) 一 次 的 ° 


闭 曲 线 。 它 在 . (7) 内 不 可 能 变形 到 零 ,显然 这 与 .7 (r) 的 单 连通 性 
AA JE o 口 
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我 们 感 兴趣 的 只 是 能 够 实际 进入 的 黑洞 , 即 那些 边界 9 吧 (7) 包含 
FIXA, ARRI. AL BREE (x) 和 (B) 之 外 ,我 们 还 要 求 : 


(7y) 对 足够 大 的 7,.F (7) NTS, ABEFA, M) 
如 果 (.W ,8g) 是 从 部 分 Cauchy 曲面 .7 强 未 来 渐 近 可 预言 的 , 且 
具有 性 质 (a) ，(B) 和 (7y) , 则 我 们 说 空间 (. A, g) 是 正常 可 预言 空间 。 
本 节 开 头 提 到 的 所 有 作为 未 来 渐 近 可 预言 的 空 s 间 事实 上 也 都 是 正常 可 
预言 空间 。 命 题 9. 2. 6 表明 , 当 我 们 面 对 部 分 Cauchy 曲面 .Z RRE 
来 的 正常 可 预言 空间 时 ,实际 上 在 黑洞 B; (7) 及 其 边界 3 鸡 ;(7) 之 间 存 
在 一 一 对 应 。 于 是 ,在 此 情形 下 ,我 们 可 将 黑洞 等 价 地 定义 为 .7 (7) 
MJ (-.A ,.W ) 的 一 个 连通 分 支 。 
下 述 结果 给 出 黑洞 边界 的 性 质 , 它 对 下 节 内 容 有 重要 意义 。 


命题 9.2.7 

SCM ,8) 是 从 部 分 Cauchy 曲面 Y 发 展 起 来 的 正常 可 预言 空 
间 , 其 中 对 每 个 零 向 量 K" 有 RKK 20, S BRAES (7) 上 
的 黑洞 ,1 Br) G = 1 BN) BRR SY (7’) 上 的 黑洞 , 且 有 
CBT IAB (C T)) 4b. WIB (7) 的 面积 41(7) 大 于 或 等 于 
吻 ,(7') 的 面积 4,(7') 的 和 ;等 式 仅 对 N=1 成 立 。 


换 句 话说 ,黑洞 边界 面积 不 可 能 随时 间 减 小 ,如 果 两 个 或 多 个 黑洞 
合并 成 一 个 黑洞 , 则 其 边界 面积 将 大 于 那些 初始 黑洞 的 边界 面积 。 

由 于 事件 视界 是 A 的 过 去 的 边界 ,所 以 其 零 测 地 线 生成 元 只 有 
在 与 .和 相交 时 才 可 能 有 未 来 端点 。 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 .7 * 的 零 
测 地 线 生成 元 没有 未 来 端点 。 因 此 事件 视界 的 零 测 地 线 生成 元 没有 未 
来 端点 。 由 引 理 9. 2. 2 ,它们 的 膨胀 6 非 负 。 因 此 这 些 生成 元 的 二 维 
截面 面积 不 可 能 随 7 减 小 。 由 命题 9. 2. 3 性 质 (c) 和 命题 9. 2. 5 ,所 有 


EIB (TRS SY (7') 相 交 的 A, A ) 的 零 测 地 线 生成 元 必 
EAB (7) 内 与 SY (7) 相交。 因此 ,6 溪 , (7) 的 面积 大 于 或 等 于 
1 狠 ,(7') | 的 面积 之 和 。 当 NN>1 时 ,3B,(7) 包 含 NN 个 不 相交 的 闭 子 


集 ,它们 对 应 于 j- (Az*，.NH ) 的 与 每 个 9 多 (7') 相交 的 生成 元 。 由 
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FoB (7) 是 连通 的 , 它 必 包含 一 个 生成 元 的 开 集 ,其 中 的 生成 元 不 与 
SEH OB; ( 7") FARE MALE SY (7) MS (Cr ) 之 间 有 过 去 端点 。 口 


用 事件 视界 j (At, 8 ) 来 定义 黑洞 很 方便 ,因为 它 是 一 种 具 
有 许多 良好 性 质 的 零 超 曲 面 。 但 这 种 定义 依赖 于 解 的 整个 未 来 性 态 。 
给 定 部 分 Cauchy 曲面 . (7) ,如 果 不 对 曲面 的 整个 未 来 发 展 求解 
Cauchy 问题 ,我 们 不 可 能 知道 事件 视界 在 何 处 。 因 此 ,我 们 需要 定义 
一 种 仅 依 赖 于 时 空 在 曲面 .XY (7) 上 的 性 质 的 不 同 的 视界 。 

由 命题 9. 2. 1 我 们 知道 ,在 由 部 分 Cauchy 曲面 .8 发 展 起 来 的 正 
常 可 预言 空间 里 ,. (7) 的 任 一 闭合 俘获 面 必 处 于 双 (7) 内。 这 个 结 
果 仅 依赖 于 垂直 于 二 维 曲面 的 外 向 零 测 地 线 收敛 的 事实 。 向 内 的 零 测 
地 线 是 否 收 敛 则 无 关 紧 要 。 因 此 我 们 称 D*'(. ) 内 的 一 个 可 定向 紧 致 


类 空 二 维 曲面 是 外 俘获 面 , 如 果 垂 直 于 它 的 外 向 零 测 地 线 的 膨胀 6 非 


正 的 话 。( 为 方便 起 见 ,我 们 将 6=0 情形 包括 在 内 。) 为 了 确定 娜 些 是 
外 向 的 零 测 地 线 族 ,我 们 利用 部 分 Cauchy 曲面 (7) 的 性 质 (B) 。 令 
X 是 命题 9. 2. 3 的 类 时 向 量 场 , 于 是 对 任 一 给 定 的 > 值 ,可 通过 X 的 
积分 曲线 将 六”(.8 ) 内 的 紧 致 可 定向 类 空 二 维 曲面 P BRAS (7) A 
的 紧 致 可 定向 二 维 曲面 P', OARS (7) UD (1) AB (7) BH 
P' 的 曲线 , 它 仅 在 端点 处 与 多 ' 相 交 。 因 此 我 们 可 在 .9 (7) 内 定义 
绑 ' 上 向 外 的 方向 作为 a 趋向 PWT. 因为. (7) 是 单 连通 的 , 故 
此 定义 唯一 。 于 是 ,垂直 于 P 的 外 向 零 测 地 线 族 就 是 被 X 映 上 到 
: (7) AR 交 ' 的 外 向 曲线 的 一 族 。 

求 得 曲面 (7) 上 的 解 之 后 ,我 们 可 找 出 所 有 . (7) 内 的 外 俘获 


面 。 我 们 将 曲面 (7) 内 的 俘获 区 域 7 (7) 定义 为 所 有 点 ge (7) | 


的 集合 ,使 过 g 点 存在 一 个 处 于 .7% (7r) 内 的 外 俘获 面 办 。 正 如 下 述 结 
FRAT UE AAA PIR KS (7) 的 存在 意味 着 黑洞 B (7) 的 存在 。 事 实 
MB r 18, 7 (7) ARF Br) A. 


命题 9. 2.8 
SCA ，g) 是 从 部 分 Cauchy 曲面 .7 发展 的 正常 可 预言 空间 ,其 
中 对 每 个 零 向 量 K 有 RK K >0, 0 DCF ) 内 的 外 俘获 面 多 不 与 


DA, .WU ) 相 交 。 
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证 明 类 似 于 命题 9. 2. 1。 假 定 包 HI (2, .8 ) 相 交 , 于 是 
TP, M) 5 FH. MONI P, AREA, FE 
JP, M) OUEST, EE P 上 有 过 去 端点 ， 


BRE PHR. Ha (4. 35) 式 ,这 些 生成 元 的 膨胀 6 非 负 , 因为 
它们 在 P En, HE RsK*K* 0。 因 此 ,这 些 生 成 元 的 二 维 截面 面积 
将 总 是 小 于 或 等 于 多 的 面积 。 这 就 引起 矛盾 , 因为 .f'n 


(多,.H ) 的 面积 是 无 限 的 ,因为 它 在 无 穷 远 。 口 


我 们 把 俘获 区 域 (7) 的 连通 分 支 1(7) 的 外 边界 3.F,(7) 称 为 
表 观 视界 。 由 上 述 结果 , 表 观 视界 3.F1(7) 的 存在 意味 着 事件 视界 有 一 
个 分 支 9 儿 (7) 在 它 之 外 或 与 它 重合 。 但 道 命题 未 必 成 立 : 即 在 事件 视 
界 内 可 以 没有 外 俘获 面 。 

男 一 方面 ,在 事件 视界 的 一 个 分 支 9 多 (7) 内 可 能 存在 着 不 止 一 个 
9 (7) 的 连通 分 支 。 图 59 展示 了 这 些 可 能 性 。 当 我 们 考虑 两 个 黑洞 
的 合并 和 碰撞 时 ,就 会 出 现 类 似 情 形 。 在 初始 曲面 . (r ) 上 ,可 能 有 
两 个 分 离 的 俘获 区 域 Z Cr) 和 F,(7) 分 别处 于 黑洞 B, (7, ) 和 
汤 ,(71)。 当 它们 互相 接近 时 ,事件 视界 的 两 个 分 支 9 角 , (7) 和 
602 (7) 将 合并 ,并 在 随后 形成 的 曲面 . (~ ) 上 形成 一 个 单独 的 黑洞 
B(T) BRRR IOT, (7) 和 8.93(7) 却 不 随即 合 于 一 处 ,而 是 在 二 
者 周围 形成 第 三 个 俘获 区 域 F;(7) (图 60) 。 在 随后 的 某 个 时 刻 ,.F， 
了 ;2 和 .F3 才 可 能 合并 。 

我 们 下 面 只 概括 表 观 视界 的 主要 性 质 的 证 明 。 首 先是 ; 


命题 9.2.9 
OF (7) 的 每 个 分 支 都 是 这 样 一 种 二 维 曲 面 ,其 正 交 外 向 零 测 地 线 
FEAT (rz) 上 有 零 收敛 6。( 我 们 称 这 种 曲面 为 临界 外 俘获 面 ,) 


如 果 6 在 点 pe 9.F (7) 的 9.F (7) 的 邻 域内 是 正 的 , 则 存在 p 的 邻 
SB Wf SY (7) 内 任何 与 W 相交 的 外 俘获 面 也 与 3.F8 (7) 相交, 于 是 ， 


在 9F 了 (7) 上 6<0。 
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i | 
Schwarzschild 解 (质量 m) i 
i 
| 
| 


i 
l 奇 点 
| 
| 内 部 表 | 
l þe—r = 2(m+dm) 
i 观 视界 
| Fal a 
{ 
vn) 外 部 表 观 视界 
事件 视界 
r 一 2m 
质量 or 的 
SSR FE 
一 事件 视界 
Fir) 





图 59 JEE m 的 星体 的 球状 击 缩 , 紧 跟 着 是 质量 ôm HEA ERR 
Fo EAFA SNR EE m 的 Schwarzschild i , MP se He 
后 形成 的 是 质量 m + 6m 的 Schwarzschild 解 。 在 r, 时 刻 ,存在 事件 视 
界 但 不 存在 表 观 视界 ;但 在 ”> 时 刻 ,事件 视界 之 内 出 现 了 两 个 表 观 视 
界 。 


如 果 6 在 点 pe3.7 (7) 在 9.F (7) 的 邻 域内 是 负 的 , 则 我 们 可 在 
F (7) 内 向 外 变形 3.F (7) BOT (7) 之 外 的 外 俘获 面 。 口 


因此 ,在 曲面 . (7) 上 ,垂直 于 表 观 视界 823 (7) 的 零 测 地 线 以 零 
收敛 开始 。 但 如 果 遇 上 任何 物质 或 满足 一 般 性 条 件 ( $4.4) 的 Weyl 
张 量 , 则 它们 开始 收敛 ,从 而 与 随后 曲面 . (7') 的 交 将 处 于 表 观 视界 
OF (7 ) 内 。 换 句 话 说 , 表 观 视界 向 外 移动 的 速度 至 少 和 光速 一 样 ,而 
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图 60 ”两 个 黑洞 的 碰撞 和 合并 。 在 r 时 刻 , 在 事件 视界 9 始 MB ZAN 
分 别 存在 着 表 观 视界 9.7, MOT, 5 到 了 r 时 刻 ,两 个 事件 视界 合并 成 一 
个 单独 的 事件 视界 ,而 在 前 两 个 表 观 视界 周围 则 出 现 第 三 个 表 观 视界 。 


且 当 任何 物质 或 辐射 落下 穿 过 时 , 它 会 比 光速 还 快 。 正 如 上 述 例子 所 
表明 的 , 表 观 视界 也 可 以 间断 地 向 外 跳跃 ,这 使 它 比 总 是 以 连续 方式 移 
动 的 事件 视界 更 难 对 付 。 在 下 一 节 里 我 们 将 证 明 , 当 解 处 于 稳 态 时 , 事 
件 视界 和 表 观 视界 将 重合 。 因 此 ,如果 解 在 长 时 间 里 接近 稳 态 ,那么 我 
们 可 以 相信 这 两 个 视界 也 非常 接近 。 特 别 是 ,我 们 可 以 认为 它们 的 面 
积 在 此 情形 几乎 是 相同 的 。 如 果 有 一 个 解 , 它 从 初始 的 近 稳 态 出 发 ,经 
某 个 非 稳 定时 期 并 最 终 接 近 稳 定 , 那 么 我 们 就 可 以 通过 命题 9.2.7 将 
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视界 的 初始 面积 与 最 终 面积 联系 起 来 。 


9.3 黑洞 的 终 态 


在 上 一 节 ,我 们 假定 能 预言 一 颗 拥 缩 星 体 的 遥远 未 来 。 我 们 证 明 ， 
这 意味 着 星体 穿 过 一 个 将 奇 点 藏 于 观察 者 视线 之 外 的 事件 视界 , 穿 过 
事件 视界 的 物质 和 能 量 将 永远 从 外 部 世界 消失 。 因 此 我 们 相信 ,只 有 
有 限 的 能 量 能 以 引力 波形 式 辐射 到 无 穷 远 。 一 旦 大 部 分 能 量 发 射 掉 
了 ,我们 认为 视界 外 的 解 就 会 趋 于 一 个 稳定 状态 。 因 此 我 们 在 这 一 节 
研究 严格 稳定 的 各 种 黑洞 解 ,并 希望 其 外 部 区 域 能 近似 代表 夫 缩 星体 
外 部 解 的 最 终 状态 。 

更 准确 地 说 ,我 们 将 考虑 满足 如 下 条 件 的 空间 (. 妈 ，g) : 

(1)(.@ ，g) 是 从 部 分 Cauchy 曲面 .7 发 展 起 来 的 正常 可 预言 空 
间 ， 

(2) 存 在 等 距 变 换 群 9,: .W ->.W ,其 Killing 向 量 K EA FZ 
附近 是 类 时 的 ， 

GCA, g) 是 空 的 ,或 包含 某 些 场 ,如 电磁 场 或 标量 场 ,它们 服 
从 良好 性 态 的 双 曲 方程 ,并 满足 主 能 量 条 件 : 对 未 来 方向 的 类 时 向 量 
N, L, TNL’ 20, 


我 们 称 满足 这 些 条 件 的 空间 为 稳定 正常 可 预言 空间 。 我 们 认为 ，? 





对 大 的 7 值 , 包 含 替 缩 星 体 的 正常 可 预言 空间 的 区 域 


三 (- 志 .8 )n 广 (7(r)) 几 平等 距 于 一 个 稳定 正常 可 预言 空间 的 
类 似 区 域 。 

条 件 (3) 的 合理 性 在 于 ,我 们 认为 任何 非 零 静 质量 物质 最 终 都 将 
穿 过 视界 ,只 有 像 电 磁场 这 样 的 长 程 力 场 能 留 下 来 。 条 件 (2) 和 (3 ) 意 
昧 着 ,(.WU , g) 在 Killing HEH K 为 类 时 的 近 无 穷 远 区 域内 是 解析 的 
( Müller zum Hagen (1970) ) 。 我 们 将 把 其 他 区 域 的 解 当 作 这 个 外 区 域 
解 的 解析 延 拓 。 这 里 考虑 的 稳 态 解 没 有 渐 近 简单 的 过 去 ,因为 它们 只 
代表 系统 的 终 态 ,而 不 代表 更 早 的 动力 学 阶段 。 不 过 我 们 关心 的 只 是 
这 些 解 的 未 来 性 质 而 非 过 去 性 质 。 二 者 也 许 不 是 一 回 事 , 因 为 我 们 没 
有 先 验 的 理由 能 够 说 明 为 什么 这 些 稳定 解 应 当 是 时 间 反 演 的 ,尽管 它 
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们 是 时 间 反 演 的 ,事实 上 这 正 是 我 们 将 要 证 明 的 那些 结果 的 一 个 结论 。 
在 稳定 正常 可 预言 空间 内 ,视界 的 二 维 截 面 面 积 与 时 间 无 关 , 这 给 
出 如 下 基本 结 


命题 9. 3.1 
RCA, g) 是 稳定 正常 可 预言 时 空 , 则 未 来 事件 视界 


T, .7 ) 的 生成 元 在 TF, A) ARH, SYS 是 这 
些 生 成 元 的 未 来 方向 的 切 向 量 , 则 在 I, LY, 有 零 剪 切 


0 和 零 膨 胀 9, 且 满足 
RY ° y,* =0 = Yi Caine Yis y,’ Yi‘. 


为 了 不 中 断 讨 论 ,我 们 将 这 个 命题 和 随后 的 其 他 命题 的 证 明 放 到 
本 节 的 末尾 。 这 个 命题 说 明 , 在 稳定 时 空 里 , 表 观 视界 与 事件 视界 
重合 。 

现在 我 们 给 出 一 些 结果 ,它们 表明 ,Kerr 解 ($ 5.6) 可 能 是 唯一 的 
一 族 虚 空 的 稳定 正常 可 预言 时 空 。 我 们 这 里 不 给 出 Israel 和 Carter 对 
这 些 定理 的 证 明 , 但 会 引用 这 篇 文献 。 其 他 结果 的 证 明 则 在 本 节 末 尾 。 
因为 这 些 结果 ,我 们 相信 那 种 不 带电 荷 的 袁 缩 星体 的 外 部 解 将 稳定 到 
Kerr 解 。 如 果 雪 缩 星体 带 有 净 电 荷 , 则 我 们 认为 解 趋 于 某 个 带电 Kerr 
解 。 


命题 9. 3. 2 


EIEE H H MENEN, WRB ESA, A) AREA 
连通 分 支 都 同 豚 于 二 维 球面 。 


9 弛 (7) 可 能 有 几 个 连通 分 支 ,代表 相隔 常数 距离 的 儿 个 黑洞 。 这 
种 情形 出 现在 黑洞 的 电荷 e 等 于 其 质量 m 旦 黑洞 是 不 旋转 的 极限 情 
JÉ F ( Hartle and Hawking (1972a) ) 。 这 可 能 是 我 们 能 够 获得 足够 强 的 
斥 力 来 平衡 黑洞 间 引 力 的 唯一 情形 。 因 此 ,我 们 只 考虑 9 多 (7) 只 有 一 
个 连通 分 支 的 解 。 
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命题 9. 3.3 

Od, g) 是 稳定 正常 可 预言 时 空 , 则 Killing 向 量 KK 在 单 连通 的 
I( SF MOOT (SF, A) ARE. Bh ty 使 DOS (FW) 
包含 于 Ie, WM), WHIA(,) RA-*R EBA, 则 
T(E, MYATT, .WU ) 败 .WW 同 胚 于 [0,1) xS xR’, 

讨论 有 两 种 可 能 途径 ,这 取决 于 Killing 向 量 K* 是 否 处 处 有 零 旋 度 
天 Km" 。 我 们 考虑 旋 度 为 零 的 情形 ,这 时 称 解 是 静态 正常 可 预言 时 
空 。 大 体 上 说 ,如 果 黑 洞 在 某 种 意义 上 不 旋转 ,那么 我 们 希望 其 解 是 静 
态 的 。 
命题 9. 3.4 

在 静态 正常 可 预言 时 空 里 ,Killing 向 量 K ESP RR IZ, AN 
IS, ) 内 是 类 时 的 ,并 在 

JI, MINT LA ,HN) 

上 非 零 且 沿 j(_7' , .YW ) 的 零 生成 元 方向 。 

由 于 K 的 旋 度 为 零 , 故 它 是 正 交 超 曲面 , 即 存在 函数 上 使 天 正比 
于 上 &。。 于 是 我 们 可 将 外 区 域 的 度 规 分 解 为 g =f KK, +h, 的 形式 ， 
这 里 /f=K'K,, hh 是 曲面 |E = 常数 | 的 诱导 度 规 , 代 表 Kr 的 积分 曲线 的 
分 离 。 因 此 , 外 区 域 容许 等 距 变换 ,将 曲面 二 上 的 点 变换 到 K 的 同一 


条 积分 曲线 在 曲面 - 专 上 的 点 。 这 个 等 距 变 换 反 转 了 时 间 方 向 ,我 们 
称 容许 这 种 等 距 变 换 的 空间 是 时 间 对 称 的 。 由 此 可 见 , 如 果 外 区 域 的 


解析 扩展 包含 未 来 事件 视界 广 (. 和 二, M) , 则 它 也 包含 过 去 事件 视界 


IF, A )。 这 些 事件 视界 可 以 相交 也 可 以 不 相交 。Schwarzschild 
解 和 e <m 条 件 下 的 Reissner - Nordström 解 是 这 些 事件 视界 相交 的 
例子 ,而 e =m 条 件 下 的 Reissner - Nordström 解 则 是 不 相交 的 例子 。 
在 后 一 种 情形 , /的 梯度 在 视界 上 为 零 , 但 在 前 一 种 情形 则 不 是 。 这 一 


研究 的 意义 在 于 这 样 一 个 事实 : 在 未 来 视界 j (xz', MO 
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JF, .1 ) 的 零 测 地 线 生成 元 的 常数 。 令 " 是 沿 这 种 生成 元 的 未 来 
方向 的 仿 射 参 数 , 则 K = aa/eo, 这 里 a 是 满足 da/dv =B 关系 的 沿 生 成 
元 的 函数 。 如 果 B 关 0 且 生 成 元 在 过 去 方向 是 测 地 完备 的 , 则 a 和 


Killing 向 量 K 必 在 某 点 为 零 。 这 一 点 不 可 能 处 于 J*(.Y7 , A 


此 它 是 未 来 事件 视界 TS", A) SARERA ICA, A) 
交点 (Boyer(1969) ) 。 如 果 B =0, 则 KK 总 不 为 零 ,而 且 不 存在 这 样 的 
视界 分 岔 的 点 。 


Israel(1967) 证 明 ,如 果 

(a)T,, =0 

(b) Killing BAYAN f=K°K, HEI, MOIS, M) 
内 处 处 有 非 零 梯度 ; 

(c) 过 去 事件 视界 (Zz , M SRSA (IE 
紧 二 维 曲 面 多 上 相交 

则 静态 正常 可 预言 时 空 必 是 Schwarzschild 解 。 


(从 条 件 (c) 和 命题 9.3.2 可 知 , 多 是 连通 的 ,并 有 二 维 球面 拓扑 。 
Israel 给 出 的 条 件 并 非 这 种 精确 形式 ,但 它们 是 等 价 的 。) Israel( 1968 ) 
还 进一步 证 明了 ,如 果 将 虚空 空间 条 件 (a) 替换 为 要 求 能 量 -动量 张 量 
具有 电磁 场 的 形式 , 则 解 必 是 Reissner - Nordström 解 。Miiller zum 
Hagen , Robinson 和 Seifert(1973 ) 在 真空 情形 去 掉 了 条 件 (5)。 

从 这 些 结果 我 们 可 预期 ,如 果 事 件 视界 外 解 的 终 态 是 静态 的 , 则 外 
区 域 的 度 规 将 是 Schwarzschild 解 的 度 规 。 


现在 我 们 来 考虑 外 部 解 的 终 态 是 稳定 而 非 静态 的 情形 。 我 们 认 
为 , 当 雪 缩 星体 初始 旋转 时 ,就 是 这 种 情形 。 


命题 9.3.5 
在 非 静 态 的 正常 可 预言 虚空 空间 里 , Killing 向 量 K* 在 外 区 域 
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我 们 将 KASHI, MAINTA, M+) ERE AER. 
由 命题 9. 3. 4 ,如果 解 是 静态 的 , 则 不 存在 能 层 。 能 层 的 意义 在 于 ,在 
能 层 里 ,粒子 不 可 能 在 Killing 向 量 K 的 积分 曲线 上 移动 , 即 粒 子 从 无 
穷 远 处 看 不 可 能 保持 静止 。 由 于 能 层 在 视界 之 外 , 故 粒子 仍 有 可 能 逃 
到 无 穷 远 。 具 有 能 层 的 稳定 而 非 静 态 的 正常 可 预言 空间 的 例子 是 
a’ <m 的 Kerr f#( § 5.6). 
Penrose (1969) , Penrose 和 Floyd (1971) 指出 ,通过 将 粒子 从 无 穷 
远 抛 进 能 层 ,我 们 可 以 从 有 能 层 的 黑洞 摄取 一 定 的 能 量 。 由 于 粒子 沿 
测 地 线 移动 ,因此 沿 其 轨迹 
(po 天 。) Lp = (Poč Po’) Ka +Po Kaspo" =0, 
o= ~p K, >0 ERAK Ap" 是 测 地 线 向 量 ,K" 是 Killing 向 量 ) ,这 
里 po” = mo," 是 粒子 的 动量 向 量 ,m 是 粒子 的 静 质 量 ,vo 是 粒子 世界 线 
的 单位 切 向 量 。 假 定 这 个 粒子 分 裂 为 两 个 分 别 带 有 动量 p," 和 p,“ 的 粒 
子 , 这 里 po =p" +p o AT RRS, RAT Ap 取 为 未 来 方向 的 类 
HE, EAE E = -PK <0. F#,E,= -pP K, KF Ey. EB 
味 着 第 二 个 粒子 可 以 逃 到 无 穷 远 , 在 那里 它 将 比 投 入 的 初始 粒子 带 有 
更 多 的 能 量 。 这 样 ,我 们 就 从 黑洞 中 摄取 了 一 定 的 能 量 。 
带 负 能 量 的 粒子 不 可 能 逃 到 无 穷 远 , 而 是 始终 留 在 K S 


域 。 假 定 能 层 不 与 事件 视界 站 (.A', .WN ) 相交 ,那么 粒子 将 不 得 不 留 
在 外 区 域 。 重 复 上 述 过 程 ,我 们 就 有 可 能 不 断 地 从 这 个 解 里 摄取 能 量 。 
随 着 过 程 的 持续 进行 ,我们 相信 和 解 会 逐渐 改变 。 但 能 层 不 会 收缩 到 零 ， 
因为 必然 还 有 负 能 粒子 的 存在 空间 。 因 此 情况 似乎 是 ,要 么 我 们 能 从 
黑洞 中 摄取 无 穷 多 的 能 量 (这 看 起 来 不 大 可 能 ) ,要 么 能 层 终 将 与 视界 
相交 。 我 们 将 证 明 , 在 后 一 种 情形 , 解 或 者 自发 地 成 为 轴 对 称 的 ,或 者 
成 为 静态 的 而 不 可 能 通过 Penrose 过 程 摄取 任何 能 量 。 不 论 是 摄取 无 
穷 多 能 量 , 还 是 解 自发 改变 , 两 种 可 能 性 都 说 明 黑 洞 的 初 态 是 不 稳定 
的 。 因 此 ,我 们 似 半 有 理由 认为 ,在 实际 的 黑洞 情形 下 ,能 层 都 与 视界 
相交 。 

Hajicek (1973) 证 明 , 作 为 能 层 外 边界 的 稳 态 极限 面 含 有 至 少 两 条 
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KK 的 积分 零 测 地 线 。 如 果 在 这 些 曲 线 上 了 的 梯度 不 为 零 ,而 且 曲 线 在 
过 去 是 测 地 完备 的 ,那么 它们 将 包含 天 "为 零 的 那些 点 。 但 在 外 区 域 可 
以 没有 这 样 的 点 ( 见 命题 9. 3. 3 ) , 故 能 层 在 此 情形 必 与 视界 相交 。 然 
而 ,尽管 我 们 有 理由 认为 K" 的 积分 曲线 在 未 来 是 完备 的 ,但 似乎 没有 
理由 认为 它们 在 过 去 也 是 完备 的 , 因为 这 等 于 假定 一 些 关于 解 的 过 去 
区 域 的 东西 ,正如 我 们 前 面 说 的 , 那 是 没有 物理 意义 的 。 在 静态 情形 ， 
我 们 可 以 证 明 解 是 时 间 对 称 的 ,但 没有 先 验 的 理由 说 明 为 什么 稳定 而 
非 静 态 的 解 应 当 是 时 间 对 称 的 。 因 为 这 一 点 ,我 们 将 借助 上 述 能 量 摄 
取 过 程 而 不 是 Hajicek 的 结果 ,来 证 明 关 于 能 层 与 视界 相交 的 假设 。 
能 层 交 于 视界 的 重要 性 ,可 这 样 来 说 明 。 令 2A 
JA, AYNISI, A) 
的 一 个 连通 分 支 ,并 令 GE DKF RE RCS), ABO. 3. 1 
和 9.3.2, 手 同 胚 于 二 维 球面 。 由 命题 9. 3. 1 还 可 知 ,两 相 邻 生成 元 的 
空间 分 离 沿 生成 元 是 常数 , 故 可 由 S EASRA h 来 表示 。 等 距 变 
Ro 将 生成 元 变换 成 生成 元 ,其 作用 等 同 于 ( 所, h) 的 等 距 变 换 群 。 
如 果 能 层 与 视界 相交 , 则 K* 将 在 某 处 类 空 , Ho XCA, hh) 的 作用 将 是 
非 平 凡 的 。 因 此 ,这 种 作用 一 定 相当 于 球面 乡 绕 轴 的 旋转 , 群 在 AE 
的 轨道 将 是 两 点 ,分别 对 应 于 极点 和 一 族 圆 。 于 是 , 沿 视界 的 某 个 生成 
元 移动 的 粒子 看 上 去 像 在 相对 于 由 K* 定 义 的 标 架 (在 无 穷 远 是 稳 态 
的 ) 移 动 。 由 此 ,我 们 说 视界 在 相对 于 无 穷 远 旋转 。 
下 面 的 结果 说 明 ,旋转 的 黑洞 必然 是 轴 对 称 的 。 


命题 9.3.6 
RCA, g) 是 稳定 而 非 静态 正常 可 预言 空间 , 其 中 能 层 与 
JA, MOIDI, MW) HIE, WEE , g) 的 单 参数 循环 


FERRE 6 ,(0<b<2n), E5 0, 对 易 ,其 轨道 在 .4 A 附近 
是 类 空 的 。 


命题 9. 3. 6 的 证 明 方法 是 , 先 用 度 规 g 的 解析 性 来 证 明 在 视界 的 
邻 域内 存在 等 距 变 换 群 6 , ,然后 通过 解析 延 拓 来 扩展 这 个 等 距 变 换 
群 。 因 此 ,即使 度 规 在 远离 视界 的 孤立 区 域 (例如 黑洞 周围 存在 物质 
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环 或 棒状 框架 ) 不 是 解析 的 ,这 种 证 明 方 法 依然 有 效 。 这 就 导致 明显 
的 悖 论 。 考 虑 一 颗 由 正方 形 棒状 框架 国 绕 着 的 稳定 旋转 星体 。 假 定 星 
体 已 抽 缩 成 一 旋转 黑洞 。 如 果 这 个 黑洞 趋 于 稳 态 , 则 由 命题 9. 3. 6 , 度 
规 g 除 了 在 棒 上 的 非 解析 情形 外 都 是 轴 对 称 的 。 但 棒 的 引力 作用 会 阻 
挠 度 规 成 为 轴 对 称 。 矛 盾 的 解决 似乎 在 于 黑洞 在 旋转 时 不 可 能 处 于 稳 
态 。 过 程 可 能 是 这 样 的 : 棒 的 引力 作用 使 黑洞 产生 些许 畸变 ,这 种 畸变 
反 过 来 作用 到 框架 上 使 其 开始 旋转 并 辐射 角 动 量 。 最 终 黑 洞 和 棒状 框 
架 的 旋转 完全 衰减 ,而 解 趋 于 静态 。 如 果 黑 洞 外 的 空间 非 空 , 即 如 果 
Israel 定理 的 条 件 (a) 不 满足 , 则 静态 黑洞 不 一 定 是 轴 对 称 的 。 

以 上 讨论 表明 ,真实 的 黑洞 在 旋转 时 不 可 能 是 严格 稳定 的 ,因为 宇 
宙 关 于 它 不 是 严格 轴 对 称 的 。 但 在 大 多 数 场合 ,黑洞 旋转 速率 的 减 组 
是 极其 缓慢 的 (Press (1972), Hartle and Hawking (1972b)), Flt, 2 
略 由 远离 黑洞 的 物质 造成 的 些许 不 对 称 性 ,并 将 旋转 黑洞 视 为 稳定 的 ， 
不 失 为 一 种 好 的 近似 。 因 此 现在 我 们 来 考虑 旋转 轴 对 称 黑洞 的 性 质 。 

经 Carter (1969) 推广 的 下 述 的 Papapetrou (1966 ) 结果 表明 ,对 应 


于 时 间 平 移 0, 的 Killing 向 量 K* 和 对 应 于 角 转 动 6 。 KK: 均 垂 直 于 二 
维 曲面 族 。 


命题 9.3.7 

HCA, g) AIF Killing 向 量 为 6 HE, 的 双 参 数 Abel 等 距 变 
换 群 的 时 空 , 令 VEE. 的 连通 开 集 ,ww =F iE) 0 WR 

(a) 在 XY 上 WyR NM wy =0, 

(DE 六 的 某 点 wu =0, 
则 在 上 Wabe Waje =0。 


在 稳定 轴 对 称 时 空 的 对 称 轴 上 , 即 在 “=0 的 点 集 里 ,条 件 (5) 满 
足 。 在 虚空 空间 里 , 当 能 量 -动量 张 量 为 无 源 电磁 场 形 式 时 ,条 件 (a) 
满足 (Carter (1969) ) H Frobenius 定理 (Schouten (1954) ) , 4 wa +0 
时 , Wrap, Wyje =0 是 局 部 存在 垂直 于 va MAF E Me, 的 线性 组 
合 ) 的 二 维 曲面 族 的 条 件 。 在 稳定 轴 对 称 时 空 的 情形 ,这 意味 着 我 们 


可 局 部 引入 坐标 (1,$,x' ,x ) 使 对 m= 1, 2,77 K =0/at,K = 0/06 和 
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Kx” ,=0= K’x" |, FRR AMAL SB EMR(1,6,x',¢) > 
(=t, -b,x x7) ,使 时 间 反 向 , 即 它 是 时 间 对 称 的 。 因 此 ,如 果 度 规 在 
稳定 正常 可 预言 虚空 空间 的 无 穷 远 附近 的 解析 扩展 包含 了 未 来 事件 视 
界 , 那 么 它 一 定 也 包含 过 去 事件 视界 。 

类 比 命题 9. 3.4 ,我 们 有 


命题 9. 3. 8 ( 参见 Carter (1971b)) 
HOA ，g) 是 稳定 轴 对 称 正 常 可 预言 时 空 ,其 中 waewae =0, 这 


里 ww 到 玉民 。 于 是 在 外 区 域 J .er , MYA, ) 的 离开 
WR =0 的 每 一 点 ,hh =wsw* 为 负 。 CMRI, MNJ 


CI, MAYTI, MANJI, .HN ) 上 ,有 为 零 但 除非 在 轴 
上 ,ww 天 0。 


这 说 明 在 外 区 域 轴 外 的 每 一 点 ,都 存在 类 时 Killing 向 量 K* 入 
的 某 种 类 时 线性 组 合 。 在 能 层 外 , K 本 身 是 类 时 的 ,但 在 稳 态 极限 面 


与 视界 之 间 ,我 们 必须 加 上 大" 的 倍 乘 来 得 到 类 时 Killing 向 量 。 在 视 
界 上 ,不 存在 类 时 线性 组 合 , 但 存在 零 线性 组 合 , 而 且 沿 视界 的 零 生 成 


元 的 方向 。 在 轴 玉 =0 外 ,我 们 可 局 部 地 将 视界 刻画 为 满足 h=wsw” 
=0 点 的 集合 。 

现在 我 们 讨论 Carter (19718) 定 理 。 这 个 定理 表明 ,Kerr 解 可 能 
是 唯一 虚空 稳定 的 黑洞 。Carter 考虑 的 是 这 样 一 种 稳定 正常 可 预言 空 
间 ,它们 满足 : 

(a)T,, =0, 

(0) 它 们 是 轴 对 称 的 ， 

(<) 过 去 事件 视界 站 (7 , .7 ) GREAT (A, AX 
于 一 个 紧 致 连通 二 维 曲 面 却 。 


(由 命题 9, 3. 2 ,这 个 空间 是 一 个 二 维 球面 。) Carter 证 明 ,所 有 这 些 
解 分 成 不 相交 的 族 ,每 一 族 仅 取决 于 两 个 参数 。 这 两 个 参数 可 取 为 从 
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无 穷 远 处 测 得 的 质量 m 和 角 动 量 1 已 知 的 一 族 即 m=0,a <m 条 
件 下 的 Kerr 解 ,这 里 a =L/m, (a >m 条 件 下 的 Kerr 解 包含 裸 奇 点 ， 
故 不 是 正常 可 预言 空间 。) 似乎 不 太 可 能 还 有 任何 其 他 不 相交 的 族 。 
对 此 人 们 猜想 ,无 荷 坪 缩 星体 的 外 部 应 当 稳 定 到 a <m 条 件 下 的 Kerr 
解 。Regge 和 Wheeler (1957) , Doroshkevich, Zel’ dovich 和 Novikov 
(1966) , Vishveshwara (1970) 以 及 Price (1972) XE ERIRH ESHER 
动 分 析 都 支持 这 个 猜想 。 

假定 这 个 Carter - Israel 猜想 是 正确 的 , 则 可 预期 ,我 们 在 .和 上 
(7) 处 测 得 的 事件 视界 的 二 维 曲面 9 罗 (r) 的 面积 将 趋 于 具有 相同 质 
量 和 角 动 量 的 Kerr 解 在 >=r, 的 事件 视界 内 的 二 维 曲 面 面 积 。 这 个 面 
积 为 8mm(m+(m -a )”) ,这 里 m 是 Kerr 解 的 质量 ,ma 是 角 动 量 。 
(如 果 坦 缩 星体 有 净 电 荷 。, 则 我 们 预料 解 将 稳定 到 带电 的 Kerr 解 。 这 
种 解 的 事件 视界 的 二 维 曲面 面积 是 

47(2m’ -e +2m(m -a ~e)?), 
利用 这 个 表达 式 , 我 们 可 将 结果 推广 到 带电 黑洞 。) aR 
情形 , 它 到 曲面 . (7 ) 时 已 稳定 在 质量 m、 角 动量 ma 的 Ker 解 。 现 
在 假定 黑洞 在 有 限时 间 内 与 粒子 或 辐射 相互 作用 , 则 解 到 曲面 (7, ) 
时 将 最 终 稳定 到 参数 为 m, a 的 另 一 个 Ker 解 。 从 $ 9. 2 的 讨论 可 
知 ,6 络 (7;) 的 面积 必 大 于 或 等 于 3 儿 (7, ) 的 面积 。 事 实 上 是 前 者 严格 
大 于 后 者 ,因为 只 有 当 没 有 物质 或 辐射 穿 过 视界 时 9 才 为 零 。 因 此 这 个 
结果 意味 着 
m,(m, + (m, -a,?)?) >m(m+(m’: -a,?)?)o (9.4) 

如 果 a, #0, WEER. 4) 允许 m, 小 于 m,。 由 于 在 渐 近 平 直 时 空 里 
总 能 量 和 总 动量 守恒 ( Penrose (1963)) ,因此 上 式 意味 着 我 们 已 经 从 
黑洞 摄取 了 一 定 的 能 量 ,方法 之 一 是 在 黑洞 周围 构造 一 正方 形 棒 框 架 ， 
利用 旋转 黑洞 作用 到 框架 上 的 力矩 来 做 功 。 还 有 一 种 办 法 ,就 是 利用 
Penrose 过 程 将 粒子 投入 能 层 ,在 那里 粒子 分 裂 为 两 个 ,其 中 的 一 个 携 
带 着 大 于 初始 粒子 的 能 量 逃 到 无 穷 远 , 另 一 个 则 落 人 事件 视界 ,从 而 减 
少 解 的 角 动 量 。 由 此 ,我 们 可 将 这 个 过 程 视 为 从 黑洞 摄取 旋转 能 量 的 
过 程 。Christodoulou (1970) 证 明 , 我 们 可 以 得 到 任意 接近 不 等 式 (9. 4) 
所 确定 的 极限 的 结果 。 实 际 上 ,摄取 的 最 大 能 量 出 现在 a, =0 处 ,这 样 ， 
可 获得 的 能 量 (m, -m ) 小 于 


we 


2 
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1 a,2\7\? 
mft- (1+ (1-25) k 

MEF TE AA ae AME eR AE. FTE, AEH 

83 一 时 刻 r HOB Cr’) 由 两 个 分 离 的 二 维 球面 9 (7') HIB, (r) A 
成 。 因 为 这 些 球面 相距 遥远 ,我 们 可 忽略 它们 之 间 的 相互 作用 ,并 假定 
二 者 附近 的 解 接近 参数 分 别 为 m, a 和 m,, a, 的 Kerr 解 。 这 样 ， 
AB, (r) MAB, (r) 的 面积 分 别 约 为 8am (m + (m,? - @,7)'?) Al 
8am (m, +(m -a, )”“)。, 现 假定 这 两 个 黑洞 互相 接近 、 碰 撞 并 结 
合 。 这 种 碰 接 将 产生 一 定 的 引力 辐射 。 系 统 最 终 在 曲面 . (7") 达 到 
稳定 ,类 似 于 参数 m, a; 下 的 一 个 Kerr 解 。 通 过 和 前 面相 同 的 论证 ， 
9B(7") 的 面积 必 大 于 9 贸 (7') 的 总 面积 , 即 9 绥 , (7') MB, (7') 的 面 


1 
m, (m, + (m? -a,")?) 


>m,(m, +m’ ~a,?)?) +m (m, + (m,’ ~a,?)7), 
根据 渐 近 平 直 时 空 的 守恒 律 ,被 引力 辐射 带 到 无 穷 远 的 能 量 为 
m; +m, =m, 
受 上 述 不 等 式 的 制约 。 质 量 转换 为 引力 辐射 的 效率 
é=(m, +m, -m;,)(m +m,)7! 

总 是 小 于 1/2。 如 果 a, =a, =0, 则 e<1-1M2。 应 当 强调 的 是 ,这 些 
都 是 上 限 ， 尽 管 单 从 极限 看 可 以 获取 相当 比例 的 能 量 , 但 实际 效率 要 
小 得 多 。 

上 面 我 们 说 明了 ,在 一 对 黑洞 的 合并 过 程 中 ,能 转化 为 引力 辐射 的 
质量 比例 是 有 限 的 。 但 如 果 初 始 时 就 存在 大 量 黑洞 , 则 它们 可 成 对 结 
合 , 而 生成 的 黑洞 还 能 再 结合 ,等 等 。 就 量 纲 而 言 ,我 们 认为 每 一 阶段 
的 效率 都 相同 , 故 最 终 将 有 相当 比例 的 初始 质量 转换 为 引力 辐射 。 
(这 一 论证 是 C. W. Misner 和 M. J. Rees 提出 的 。) 在 每 个 阶段 ,引力 
辐射 发 出 的 能 量 会 越 来 越 大 ,这 或 许 能 够 解释 Weber 最 近 观察 到 的 引 
力 辐射 的 短暂 爆发 。 

现在 我 们 证 明 本 节 提 出 的 命题 。 为 方便 起 见 , 这 里 将 复述 各 命题 。 





”4 命题 9.3.1 
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HCA, g) 是 稳定 正常 可 预言 时 空 , 则 未 来 事件 视界 
JA, .WN ) 的 生成 元 在 1*(.Y-, .HN ) 内 无 过 去 端点 。 令 Y" 是 这 
些 生 成 元 的 未 来 方向 的 切 向 量 , 则 在 J*(.77, AM), Y ARK 
和 和 零 膨胀 9, 且 满足 

Ra Y, Y,’ =0= Yi CtaYy YY, 

S EES 上 的 二 维 类 空 球面 ,于 是 我 们 可 在 0 的 作用 下 将 多 沿 
.7 生成 元 上 下 移动 , 即 Z(t) = 8, 人 多 ) ,以 得 到 一 族 覆 盖 SA 的 二 维 球 
M(t), ER pel (4, A) EEL MMs 为 满足 Ps 


J "( 多 (1)，.U ) 的 最 大 1 值 。 OVE SMS BR, CS 
近 简单 空间 里 的 相应 邻 域 。 于 是 x 在 SY NW 上 连续 并 有 下 界 x'。 由 


此 可 知 ,x ERFAHRT’, .HN ) 是 连续 的 。 令 pe 
IF, M)OL( SF, .WN ) , 则 在 等 距 变 换 群 0, 下, 我们 可 将 p BAK 
RTA, A), pax 但 


xla =axl, +t, 


因此 x 在 p 点 连续 。 
S ToO ESNIA, .HN ) 包 含 于 J 人 (1 MW), OA 


是 广 (7' ,.H ) 与 . (7o) 相 交 的 生成 元 。 假 定 在 和 A 上 存在 x 的 某 个 
ARER x%, 由 于 空间 是 弱 渐 近 简 单 的 , 故 当 我 们 在 S n) LAF 
2 (7o) 时 ,x 一 oo 。 因此 x 在 


FTINTL', WM) 
上 有 某 个 下 界 xo FER 9, 作用 下 ,和 A 变 成 另 一 个 生成 元 9.( 和 A)。 由 于 


所 7' ,WH ) 的 生成 元 无 未 来 端点 , BOO, (A) 的 过 去 扩展 仍 将 与 


S (ty) OTS", MW) BS, REA, AWW <a -x ,x 在 
2(A) 的 上 界 将 小 于 x。 


Ba x ES (1m) OIF, AHER, FEM 1S x,, 
KA, MER S (19) 相交 的 生成 元 和 将 交 于 F(t) = 
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CE, A)ANI( 4, w+). Htt -a IS, A) We 
个 与 多 (1') 相交 的 生成 元 将 交 于 9. (7 (79)) 0 BOC (m))N 
IAM) =F TNI, 1) BRM, Ait F) È 
紧 的 。 

现在 考虑 F (i) 的 面积 如 何 随 ;增长 而 变化 。 由 于 90, 故 面积 
不 可 能 减 小 。 若 在 某 个 开 集 上 6 >0, 则 面积 将 增 大 。 而 且 , 如 果 视 界 
的 生成 元 在 F (1) 没 有 过 去 端点 ,面积 也 会 增加 。 但 由 于 8 OES 
距 变 换 9, 作用 下 变动 ,其 面积 必 保持 不 变 。 因 此 6 =0, 而 且 (1) 的 
生成 元 在 >x, 的 广 (.a + ，. 妈 ) 区 域 里 没有 过 去 端点 。 但 由 于 
方太 )nJ( ,WN ) 的 每 一 点 可 在 等 距 变 换 9, 下 移 到 x > x, 
的 区 域 ,因此 这 个 结果 也 适用 于 整个 jx' ,HD)NJ'(2 ,HN )。 
由 移动 方程 (4. 35) 和 (4. 36) ,我 们 可 找 Cn =0, RY Y 0 以 及 
Yi eCasecaYiy Yi’ 了 “=0, 这 里 Yi" 是 视界 的 零 测 地 线 生成 元 的 未 来 方向 
的 切 向 量 。 口 


命题 9. 3.2 


在 稳定 正常 可 预言 时 空 内 MOAT) EIS, M ) 内 的 每 个 
连通 分 支 都 同 胚 于 二 维 球面 。 


现在 我 们 考虑 ,如 果 让 3 铬 (7) 稍 向 外 变形 ,进入 J(_7'* ,.H ) , 那 
么 垂直 于 9 多 (7) 的 外 向 零 测 地 线 的 膨胀 将 如 何 变化 。 令 兄 * 是 垂直 于 
9 绍 (7) 的 男 一 个 未 来 方向 的 零 向 量 , 归 一 化 为 YY, = -1。 它 保留 了 
Y, >Y’, =e"Y, ,Y,-Y’, =e "Y, 的 自由 。 类 空 二 维 曲 面 9%(7) 上 的 
诱导 度 规 为 h = gu + 了 ,Ys + ,Ys。 通 过 将 9 儿 (7) 的 每 一 点 沿 切 向 
BAY, 的 零 测 地 线 移动 一 个 参数 距离 w, 我 们 定义 一 族 曲 面 
久 F(T,w)。 如 果 F (7 ,w) Fk 

ha? Yo = -hr 和 YY,= -1 

移动 , 则 向 量 Y," 与 它们 正 交 。 因 此 ， 
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CY," she” ha) alr” Ache t =h"p,,h’, +p'p, 
-h Y A Yh + RY Yi hih’, (9.5) 


AE p*= —A'Y, Yo 5h, HIE 


ceb 


dô af 。 
dw = ( Y, aha) me 


=p, ah" ~R,Y," Y, + Rs Yi” 2 Y,” y,’ +pap” 
= Yh yh, 
ERRE, Y A h, 为 零 , 因 为 视界 的 前 切 和 散 度 均 为 零 。 在 重 标 度 
变换 Y = eY, Y, =Y, F, AE p BH p” =p" +h*y,,, 因 此 
d6/dw |, _, 变 为 
dp r r a c 
dw’ 7 = prah” +Y aah” -Ra Yi" Y, + 
Raa Yi Y, Y," y,’ +p”P'ao (9.6) 
E-IZ), Ysa h” 项 是 y 的 Laplace BF, HY Hodge 
(1952) 定理, 我 们 可 取 2 (9.6) RAI AMS APE IB( 7) 上 为 一 
常数 ,常数 的 符号 取决 于 
( -RY Y + RsY,” yY y,’ Y,’) 
TIBC) EARNS (BE p,sh” 的 积分 为 零 )。 这 个 积分 可 用 度 
规 产 的 二 维 曲面 的 标量 曲率 尺 的 Gauss - Codacci 方程 
R=Ryh*h! =R-2R pY Yq! Yt Yq! +4R Y, Vy! 
来 估计 ,这 是 因为 在 3 多 (7) 上 b=0 =0。 由 Gauss — Bonnet 定理 (Koba- 
yashi and Nomizu (1969) ) , 


Dooce Ra = ny, 


其 中 dS 是 曲面 9 史 (z) 的 面 元 , y BoB (7) Euler 数 。 由 此 ， 


Lac) (= Ra Yi" Yo + Raa Yi" Ya Y," y,')dS 


=~ my + (ZR+ Ra y,*¥,'\aS. (9.7) 


aB( r) 


内 Einstein 方程 ， 
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LR +R,Y\" Y,’ =8aT,,Y," Y, ’ 


HERE AE, ERS=0, KERIB, Euler By 是 +2; 对 圆 环 面 ,Xx 是 0; 
对 任何 其 他 紧 致 可 定向 二 维 曲面 , <0 OBC 7) SR FT E AY, LY 
它 是 边界 )。 因 此 , 仅 当 3 络 (7) 是 球面 时 ,(9.7) 式 右边 才 是 负 的 。 


假定 (9.7) 式 右边 是 正 的 。 于 是 我 们 可 选择 y 使 d9'/dw'|,。 在 


IBT) 上 处 处 为 正 。 对 w RURA, RTEA, AKE 
到 一 个 二 维 曲 面 ,使 垂直 于 它 的 外 向 零 测 地 线 收敛 。 这 与 命题 9.2.8 
矛盾 。 

现 假定 x 为 0, 且 TY," Y EIB) EAE. FRR y 使 
(9.6) 式 右边 前 四 项 之 和 在 9 多 (7) 上 为 零 。 因 此 在 3B8(7) 上 ， 

pah, +RaaYi Ya Y,° Y,4 =0, 

如 果 Rs” Yo’ Y Y EIB) LEARAER, WU (9.6) 0H pp 
项 在 该 处 也 不 为 零 ,这样 我 们 可 以 稍 改 变 y 使 49'/dw'|,_o 处 处 为 正 。 
这 也 导致 矛盾 。 

现 假定 R asea Yi" Y,’ Y,‘ Y,’ Fp” TEIB( 7) EAA AE, 通过 在 每 
个 阶段 选择 重 定 标 参 数 y 使 

pah, + Rara ¥ 1" Y,’ 六 y,“ 一 
SR-2RygYy" Ya =p" ah’, -ER =0, 

RATE AABB) AY, 后 退 。 如 果 对 w <0, TaY, Y Kp” 


不 为 零 , 则 我 们 可 调整 y, 在 J(.Z*,.Y ) 内 得 到 一 个 8<0 的 二 维 曲 
面 。 这 与 命题 9. 2. 8 矛盾 。 另 一 方面 ,如 果 对 w' <0,7,Y,"° Y Rp” 
处 处 为 零 , 则 我 们 可 在 J"(.z', .WY ) 内 得 到 一 个 69=0 的 二 维 曲面 。 
这 还 是 与 命题 9. 2. 8 矛盾 。 

仅 当 x =2, 即 当 3 急 (7) 是 二 维 球面 时 ,我 们 才能 避免 耶 盾 。 口 


命题 9.3.3 
WM , g) 是 稳定 正常 可 预言 时 空 , 则 Killing 向 量 K* 在 单 连通 


WIFE, HOTS, .HN ) 内 不 为 零 。 Bor, E L(m)N 
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TUS, MBETI, WM). MRIB(s,) RATHI 
EWJ, MIJAT, ANOM ARF (0,1) x8 xR’, 


在 命题 9. 3. 1 EPR FET (MOT (SW) EE 
FAA PE slap = al, +to XAH KE, AINA 


TIUA, MAREN. K 的 积分 曲线 在 曲面 


JAOD, M)AT(S, MAM (-% <ti<w) 
之 间 建 立 起 一 个 同 胚 。 


RRIF, MOTA, WO) OM 为 这 些 曲面 所 覆盖 ,因而 
WERE RE Rx PC At), AOON, AYAM Ret 


BA J ZO), AOS TTEA RBR AY AZ AE a g 型 
距 于 渐 近 简单 空间 里 的 类 似 邻 域 。K 的 积分 曲线 在 


IAD, M)NT( LZ, M)AMES TINTL', A) 
之 间 建 立 一 个 同 胚 。 由 性 质 (a) 和 命题 9. 3.2 ,曲面 .7 (ro ) 是 单 连通 
的 。 另 外 ,如 果 3 久 (7) 只 有 一 个 连通 分 支 , 则 


F(TINT(L',.N ) 

有 拓扑 [0,1) xS AI AT, 有 拓扑 
[0,1) xS xR, 口 
命题 9. 3. 4 

在 静态 正常 可 预言 时 空 里 ,Killing 向 量 K ERIA, AN 
JF, A ) 内 是 类 时 的 ,并 在 

IAAD, M)AI(F ,MN ) 

EARS AI, ) 的 零 生成 元 方向 。 


FHAR (A, MERER 9, 作用 下 映射 到 自身 。 因 此 
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EJA, MYOTIS, M) E,K OJERAS EE, Mr 使 
FOTIA, AEFI, M) FÆSJEK'K, 在 


IF (%))) OTIA, A ) 
内 的 某 个 闭 集 I EBNF., W K 是 Killing 向 量 和 KK 的 旋 度 为 零 
( Vx KK =0) 的 事实 ， 
S Kaa = Kaho} 0 (9. 8) 


由 命题 9. 3.3, HEMI (WNT, MA) EK RYH 
零 。 由 Frobenius 定理 ,由 条 件 YxK =0 可 知 ,在 该 区 域 存 在 函数 上 使 
K, = -at,,, 其 中 a 是 某 个 正 函 数 。 

令 p 是 .人 的 一 点 , A(v) 是 过 p 的 处 于 过 p 的 常数 曲面 内 的 曲 
线 。 于 是 由 (9. 8) 式 ,有 

cK a Logf= PK", 

如 果 A(2) 离 开 . 三 , 则 方程 左边 无 界 。 但 方程 右边 连续 ,因此 A(o) 必 
EFA AATA a HE = El, (STE p 的 开 邻 域 上 不 可 能 
为 零 ,否则 它 将 处 处 为 零 。 因 此 .和 过 疡 的 连通 分 支 是 三 维 曲面 志 = 


él o UE pel (4 .WN )nJ( AN )。 于 是 存在 从 .4- 经 p 到 
A 的 未 来 方向 的 类 时 曲线 yu). FEE HEI, K 是 未 来 方向 的 。 因 此 
4E=El, Hf, (d/au),€>0, REMAA, AW K 在 无 穷 远 附近 是 类 
ETRIE =EL, 不 可 能 与 .7 ' 或 .x FAR, ORE TE A 附近 ,EE 要 
ARF €1,, BAF él, 口 


命题 9.3.5 
在 非 静态 的 正常 可 预言 虚空 空间 里 , Killing 向 量 Kr 在 外 区 域 
JAI, ANOJI, WM) BRE HY, 


命题 9. 3. 1 3 ARAR x TET, MOT) EGE 
续 , 并 使 沿 K 的 每 一 条 积分 曲线 有 3x/9t = 1。 我 们 可 用 处 处 不 与 K 


相 切 的 光滑 曲面 OC EI, ATA, ) 内 的 x=0 


曲面 。 然 后 我 们 在 J*(.77, MONTI, .WN ) 上 定义 光滑 函数 于， 
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使 在 HK bx =0,%,,K°=1, 我 们 可 将 Killing 向 量 的 梯度 表示 为 
天。 = NateaK o” + Kaho) ’ 

Hip f=K°K, 是 Killing 向 量 的 大 小 , 且 

wo = SNK Koa o 
K 的 二 阶 导数 满足 

2 天 。roc = RK’o 
但 Kyte = 天 [objeo 因此 

Kw = RK’ » 

CRRA K*, = -RK’, (9.9) 


向 量 g= K, -%,, HFK, Fag, FUA(9.9) RIFCET (7, ) 
的 区 域 SY FAS, KRZ Hx =x, +1 和 x=x,+2 定义 的 曲面 .人 和 
.用 界定 ,其 中 心 的 定义 和 命题 9. 3. 1 一 样 。 我 们 有 


[RaKq'dv =- f (KG) ado + | Ks" do 
=- | Kgdo, -2| f?w*w,dv. (9. 10) 
了 的 边界 4.Z OEZ = AKOTA, +) OZEANIA WH), 0 


IA, AORE NG KZRA ARF SS hN 
KRDA. aF 上 的 曲面 积分 与 3 名 上 的 曲面 积分 相反 ,因为 其 中 一 
个 曲面 是 另 一 个 曲面 经 等 距 变 换 6, 而 来 的 。 

fe FZ 附近 ,f= -1 +(2m/r)+0(r°), ww, =0O(r 5) ,这 里 > 是 
某 个 适当 的 径 向 坐标 。 这 样 在 .和 处 9 有 上 的 曲面 积分 为 零 。 现 假定 
K 在 么 内 处 处 类 时 ,在 视界 上 变 为 零 ,这样 w* 由 于 垂直 于 K, KES 
内 处 处 类 空 。 因 此 ,如 果 o 非 零 , 即 解 是 非 静 态 的 , 则 (9. 10) 式 右边 最 
后 一 项 为 负 。 这样, 如 果 空 间 是 虚空 的 ,同时 3. 多 上 的 曲面 积分 为 零 ， 
就 将 导致 矛盾 。 

为 了 估计 积分 ,我 们 需 采 用 一 个 极限 过 程 。 令 z 是 曲面 A LA 
数 ,在 视界 上 为 零 ,但 在 .ft 内 的 梯度 在 视界 上 不 为 零 。 函 数 z 可 由 条 


件 z,,K" =0 ENEZ Eo z 的 梯度 可 表示 为 
Za =x” (K, +fR,), 
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RER fey a = 常数 | 相 切 的 向 量 场 , 归 一 化 为 REK。= -1。 现 
在 我 们 对 曲面 1z = 常数 | 介 于 .三 与 .全 之 间 的 部 分 计算 [Kado 。 
于 是 dr, =doz,, 这 里 do 是 某 个 连续 测度 。 因 此 

[Kado, = (Fa x, K RS + ESR Eazio, 


由 于 视界 是 f=0 曲面 ,而 天 " 沿 视 界 的 零 生成 元 方向 , 故 ./。. 在 视界 上 正 
EFK, Auk, 


a;b _ 
b,x qdo, = 0, 


这 就 引出 矛盾 , 它 表明 ,如 果 空 间 是 虚空 的 , 则 K 在 多 的 某 处 必然 是 
类 空 的 。 口 


命题 9. 3.6 
RECA, g) 是 稳定 而 非 静 态 正 常 可 预言 时 空 ,其 中 能 层 与 


JA, MOTI, MIR WEE , g) 的 单 参数 循环 等 距 


ERE 6 ,(0<6<20), E56, 对 易 , 其 轨道 在 .和 和 .4 附近 是 类 空 
的 。 


S DBI, ANOJI, M)—-PED RE, GE 2, 
关于 生成 元 的 商 空间 。 则 等 距 变 换 % 在 视界 2, 内 的 轨道 是 螺旋 线 ， 
重复 地 与 相同 的 生成 元 相交 。 令 与 >0 使 ,是 号 内 的 一 个 旋转 ,于 
是 ,如 果 peS2, 则 6,(p) 处 于 名 的 同一 生成 元 上 ,而 且 在 p 的 未 来 ， 
因为 

Xe cp) =*1, + bro 
现在 我 们 将 未 来 方向 的 零 向 量 Y 取 为 沿 生成 元 的 方向 ,并 定 标 为 
(DD YY =2eY,, Pe Y" =0; 
(ii) 如果" 是 沿 生 成 元 的 参数 ,使 Y = 0/av, Ml 
Vlei =v1, thre 
如 此 定义 的 向 量 场 Y, 在 等 距 变换 9, 下 不 变 , 即 LxY =0。 现 在 我 们 可 
在 2 上 通过 Y,=K-Y, 定义 类 空 向 量 场 Y,, 于 是 LxY; =0 M LY, 
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=0( 注 意 ,Y; 不 是 单位 向 量 , 事 实 上 它 在 与 的 极点 对 应 的 生成 元 7y， 
Aly, LAS). 在 2 A, Y, 的 积分 曲线 是 圆 , 在 y, My 上 退化 
为 点 。 

令 4 是 包 内 从 Yi Bly 的 曲线 , 它 垂直 于 Y, 和 YY;, 并 使 Y, 的 与 
相交 的 轨道 在 2, 内 形成 一 光滑 类 空 二 维 曲面 家 SP (0) BDA 
类 空 二 维 曲面 族 , 它 通过 将 P 的 每 一 点 在 2, 的 生成 元 向 上 移动 一 个 
参数 距离 " 的 方式 形成 。 包 (") 也 等 于 4, (多)。 令 YY, 是 垂直 于 
P (vo) HAT lt JAY, *Y,, = -1( 61), FLY, =0。 


P(v+t,) 





图 61 等 距 变换 群 & 将 点 p 和 曲面 P (v) 变换 为 视界 2, 内 的 点 6， 
(p) 和 曲面 Z (v+t,). Y 与 的 零 测 地 线 生 成 元 相 切 ,Y, 是 垂直 
TP (vo) AY, AFP (内 。Y 是 马上 Killing 向 量 场 , 它 
生成 等 距 变 换 群 0,。 


SY, 是 上 与 1 相 切 的 类 空 向 量 。 于 是 我 们 可 在 2 上 通过 沿 
K ALY, 的 “ 拖 动 ”来 定义 Y,, BD L,Y, =0 = Ly, Y, (由 于 LkY, =0, 这 
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些 是 相 容 的 .) Y, 在 2 EEEF Y, BA L(Y gaY) =0, 并 且 
(Ya Yia) oY aN Ya Yia + YY 
由 于 Y 是 零 向 量 , 故 右边 第 一 项 为 零 ; MAM T2eY,,Y,". Alt, 
YY, 因 初 始 时 为 零 ,将 保持 为 零 。 由 于 Y, 处 于 曲面 2 (>) 上 ,而 Ya 
在 该 曲面 的 法 向 上 , 故 Y, E2 EEEF Y., Y, E2 上 也 垂直 于 
Y,, AW Ly (¥,")g Y,’ =0, 并 且 Yash h” =0, 故 
(Y3 Yaa) eV? = Vi Vs’ Yaa =0。 

在 2 的 邻 域内 ,过 给 定点 > 存在 唯一 垂直 于 曲面 多 (0) 的 截 测 地 
线 入 。 于 是 我 们 可 定义 点 7 的 坐标 (v,w,9,4$) AE w 是 沿 的 仿 射 
距离 (由 Y, 度量 ) ,而 (v,9,$) 在 kn 多 上 取 值 ,其 中 6 和 由 是 名 的 
生成 元 的 球 极 坐 标 ,满足 "0,。 =0, Ya h,a =0。( 换 名 话说 ,我 们 在 2, 
ER Y, = (20/t,)0/06,Y, = 0/00.) SELY,,Y,,Y3,Y, 沿 切 向 量 为 
Y, 的 零 测 地 线 平行 移动 , 故 Y, = 9/9w。 定 义 向 量 R Haave ROR 
4K XY, 的 Lie 导数 为 零 。 定 义 向 量 Z 为 





"=z n | 
YT) OY TL 
于 是 Z2Z,=0, Z2,=1, 72 =0， 


这 里 - Zea ILE 
我 们 可 在 2, 上 定义 一 族 张 量 场 |g,| ,其 中 
go =g Fig, = Ly, (Ly,(... (Ly,g)... ))o 
n spl 
在 上 述 给 定 坐 标 下 ,g,。 = 0"(gw)/aw"。 由 于 解 是 解析 的 , 它 完 全 取决 
于 2, 上 的 张 量 族 g, 。 我 们 将 证 明 ,在 2 L,I g, ATF É W Lie 
数 为 零 ,因此 g 关于 Š -É -K 的 Lie 导数 也 为 零 。 这 说 明 解 容许 Š 


生成 的 单 参数 群 5 。。 为 简单 起 见 , 我 们 只 考虑 虚空 空间 情形 ,但 类 似 
讨论 对 有 物质 场 (如 电磁 场 和 标量 场 ) 的 情形 同样 成 立 ,只 要 这 些 场 服 
从 正常 的 双 曲 型 方程。 

根据 我 们 的 坐标 选择 , Lgg 的 分 量 是 坐标 分 量 g KF o 的 偏 导 
数 ,它们 在 2 上 为 常数 , 故 Leg1s。=0。 下 面 我 们 证 明 Lgg,1 =0, 然 
后 用 归纳 法 。 假 设 
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Legla =0, nel. 
于 是 根据 基 的 构造 ,所 有 基 向 量 Y, Y., Z, Z 19 n 阶 协 变 导 数 的 成 均 
为 零 ,这 样 
In+iab =Guabyelr +Ira Ya + Qn ac Ya ,oo 
右边 第 二 .三 项 关于 下 的 Lie 导数 为 零 , 第 一 项 包含 Y, 的 (n+1) 阶 和 
更 低 阶 的 协 变 导 数 。 所 有 低 阶 项 关于 K 的 Lie 导数 为 零 ,包含 (n+1) 
阶 协 变 导数 的 项 为 
(Von sbef.. ghe + Yop sacf ane ) y,” Y. . Y,’ y,“ 
= (YY + Yossae Yo") ately! . .了 “ + 低 阶 项 
= (CY ) ,+ RY Yo" + (YY ),, + Ro Ya” Y) .gh 
x 了 ,/.. .了 “+ 低 阶 项 
如 果 Riemann 张 量 及 其 直到 (n -1) 阶 的 协 变 导数 关于 下 的 Lie 导数 
为 零 ,那么 这 个 表达 式 关于 下 的 Lie 导数 为 零 。 于 是 Ligal a 为 零 。 
为 了 证 明 g, 和 Riemann 张 量 的 协 变 导数 关于 É 的 Lie 导数 为 零 ， 
这 里 采用 Newman 和 Penrose (1962 ) 引入 的 概念 是 方便 的 。 为 此 ,我 
们 需要 用 伪 规 范 正 交 基 , 它 有 两 个 类 空 向 量 Y， ALY, ,其 复合 给 出 一 个 * 
复 零 向 量 乙 ,并 为 联络 和 曲率 张 量 的 每 个 分 量规 定 各 自 的 符号 ,具体 写 
出 所 有 Bianchi 恒等式 和 曲率 张 量 的 定义 方程 (不 求 和 ) 。 这 些 关 系 成 
对 组 合 ,构成 复方 程 的 一 半 。 联 络 分 量 的 符号 为 ; 


K = JsZ" 也， T= ~ Yna Y’, 
p=Y,2°2, A= -Ypa Z, 
a= YZ2°Z ý H=- MTAA ， 
THY 2" Y,’, v=- Yaaa Z y,’, 


E =>( Yiaw Yo" y’ - 240° Y’) » a = 方 ( Yah Aa -Z,,2°2") ’ 


1 a F 1 a Fa 
B=7 (YY z -Z,a ZZ) ’ Y =7 (Yus y,’ -Zs2 Y) 


Weyl 张 量 的 符号 为 : 
P=- Caa Yi Z’ Yz‘, 
P, = ~ Coated Yi" Y,* YZ’, 


1 a c a cm 
Y, = ~y Cotea (Yi Y,’ Y, Y,’ -Y, YZ Z*) ’ 
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Wy = Carati Y,' YZ’, 
P, = -Caah Z YZ, 
这 里 我 们 只 需 考 虑 虚空 空间 , 故 Ricci 张 量 为 零 ( 即 在 Newman - Pen- 
rose 形式 下 Oy, =0 = 人 ) 。 由 于 基 沿 Y, 平行 移动 , v=y=7=0. AW 
Y, 是 坐标 v 的 梯度 ,因此 7 =B +a, u= 另外 ,在 2 上 ,k=p=e= 
0,e=6, Y, (£) =0 A =0, 
我 们 需要 的 方程 是 : 
Yi(a) -Z(£) =(p+E-2e)a +T -Be -kA+t(e+tp)n, (9.11la) 
Y,(B) -2Z(e)=(atn)o+(p-a)B-ux-(a-i)e +H, (9. 11d) 
Y,(A) -Z(m) =pA +u +m +(a-B)n-(Ge-é)A, (9. 11c) 
(9. 11d) 
(9. lle) 


Yi (u) -Z(n) =putoaAr+am-(etelu-t(a-B) +h, 
Z(p) -Z(c) =p(a+B) -c(3a-B) -¥,. 
35 (它们 可 由 Newman - Penrose 方程 (4. 2 ) 得 到 ) ,以 及 
Y,(W,) -Z(%) = -3KP, + (26 +49) P, -( -7+4a)%, (9. 12a) 
及 (有 到) -Z(W,) = -2«W, +3pW, -( -2m +2a) P, -AW,, (9. 128) 


Y,(%) -Z( P, ) = -kW 一 (2e -2p) P, +3nW, -2A Y, 3 (9. 12c) 
Y, (P) -Z(W,) = - (4e -p) P, + (40 +2a)¥%,-3AW,, (9.124) 
Yh) -Z(%,) = -uP -2BY, +30, (9. 12e) 


(它们 可 由 Newman - Penrose 方程 (4.5) 得 到 ) 。 

从 (9.11e) 式 知 ,在 2 EW, =0。 于 是 由 (9.125) 式 ,在 多 上 
Yi (P,) =K(W,) =0。 将 (9.114) 式 加 到 (9.115) RAMI LE, 我 
们 得 

Yi (m) =Y, (æ+) 

=Z(e) +Z(é) +2np +270 -m(e-8) -KA -大 + 更 。 
在 2, E, EZR Y (7) =le) +2Z(E)。 

FH TED EYY (r)) = 了 (2Z(e)+Z(z))。 但 在 2 上 ， 
ly, Z =0H. Y, (£) =0。 因 此 在 Q 上 了 (Y(mw)) =0。 这 说 明 在 2 上 
m=A + Bo XE A AB Ein 2 的 生成 元 的 常数 。 但 wl, = alao A 
此 7 是 沿 2 的 生成 元 的 常数 。 从 (9. Ma) 式 减 去 (9. 115) 式 的 复 共 
92, TRR -B) 是 沿 生 成 元 的 常数 。 

现在 我 们 将 类 似 论证 用 于 (9. 11c) 和 (9. 114) 式 ,证 明 j 和 入 是 沿 
2 的 生成 元 的 常数 。 由 于 m,n 和 入 决定 Y, 的 协 变 导数 ,因此 在 2 
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上 LY," a =0, 从 而 Leg, =0。 

我 们 还 可 将 类 似 论证 应 用 到 (9. 12c) 和 (9. 12d) R, HERA TE 2, 上 
YOP) =¥,(%,) =0。 因 此 在 2 上 LgR yy =0, 从 而 基 向 量 的 二 阶 导 
BF É 的 Lie 导数 为 零 。 特 别 是 ,作用 于 联络 的 任意 分 量 的 Y VY, 
为 零 。 

由 (9. 12e) 式 ,在 2, EK(Y,(%)) = 了 了 (于 ) =0。 现 在 我 们 将 
Y, .Y, 作用 于 (9. 12a) 式 ,由 于 对 易 子 YY, -Y,Y, 仅 包含 基 向 量 的 
一 阶 导数 ,因此 在 2 上 

LCY, Y, -Y,Y,) =0, 
从 这 个 结果 并 通过 类 似 前 面 的 论证 ,在 2 上 
K(Y,(W,)) =¥,(¥%(%,)) =0。 
现在 我 们 对 (9. 108), (9. 10c) 和 (9. 10d) 式 重复 上 述 论证 ,可 证 明 在 
QE K(Y,(%)) =K(Y,(W%)) =R(Y,(%,)) =0。 这 说 明 Riemann 
张 量 的 一 阶 协 变 导 数 关于 KY Lie 导数 为 零 。 然 后 我 们 重复 上 述 过 * 
程 , 即 可 证 明 在 2 E K(Y,(Y,(%))) ,如 此 等 等 。 口 


命题 9. 3.7 

设 (. WY ,8g) 是 容许 Killing A E, 和 总 的 双 参 数 Abel 等 距 变 
换 群 的 时 空 , 令 VEM DEERE, wa =é uino WE 

(a) 在 Y bw, Rn“ wy =0, 

JE VISE wa =0, 
则 在 VE wri,cwas =0。 


Fax =E awan 和 aX =E" ,于 是 
ny = -4! Et 
=31 é’ ATN -31 ét égen -2 x3! Elg’ ET 
因此 

BD Xi 有 
二 id 一 和 -é é tg 
-° ĉi gi" id -2 é 8 bres 
2E E ab EM 9.13) 
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HFE AE & Killing 向 量 , 第 一 项 和 第 四 项 为 零 ; 由 于 E ME, 对 
易 ,第 二 项 和 第 五 项 相互 抵消 ;由 于 é 是 Kiling 向 量 , Léas =0, 这 
意味 着 第 三 项 也 为 零 。 类 似 地 ,由 于 Ee 是 与 E 对 易 的 Killing 向 量 ， 
Lp Eva =0, 这 意味 着 第 六 项 和 第 八 项 相互 抵消 ;而 61",s 和 E14“ 对 称 , 故 
第 七 项 为 零 ;因为 任意 Kiling 向 量 满足 关系 éu = Riso, ME, = 
-Rés HE, ECO. 13 ) 式 变 为 

Xa =2 x3! é E RI é o 
由 条 件 (a) ,方程 右边 在 “上 为 零 ,因此 ,x 在 多 上 是 常数 ;事实 上 
OXE YY 上 为 零 , 因 为 当 ws =0 时 它 必 然 为 零 。 类 似 地 ,yx BEY 
EWE, JHA, ax Moy WEE 


WabicWale =0, 


的 充分 必要 条 件 。 口 
命题 9.3.8 

WCA ,8g) 是 稳定 轴 对 称 正常 可 预言 时 空 , 其 中 wawa =0, 这 
wy =K.K yo FTES RRI ZT AJNIS, ARER 
轴 民 =0 HRS, haww AH, EMAIL, MAIN 


IZ, AVATI, MOIS", 7) 上 ,天 为 零 , 但 除非 在 轴 上 
w 天 0。 


由 命题 9.3.3 ,有 "在 大. .UN )AT( LS, .WN ) 内 不 为 零 。 令 


A 为 9 EARD EJA, a) AIS, Ww) AER 
曲线 。 在 等 距 变换 0 下 , A AEA DCS). AF DCS) AREE 


闭合 的 非 类 空 曲 线 ,A 必 为 类 空 曲 线 , 因 此 Ke 在 

IAI, MYOTIS, A) 
内 必 是 类 空 的 (除了 在 轴 上 为 零 ) 。 假 定 存在 某 点 p, K° 和 大 不 为 零 
且 有 相同 方向 。 由 于 Ko ALK WS, KK ct pp 点 的 积分 曲线 与 过 
Pp 点 的 积分 曲线 重合 。 但 前 者 是 闭合 的 而 后 者 不 是 ,因此 KAKE 
FES RELA TE THT. BORE RT PERE SOP wa HE IF, YN 
TIA, .HN ) 内 不 为 零 。 
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轴 是 二 维 曲 面 , 令 EATS. MAII, .WN)- 
(Hh) ,多 为 2 关于 6, 的 商 空 间 。 由 于 大 的 积分 曲线 在 AMAA 
2643 , HOR Z Oh Hausdorff 流 形 。 在 完 上 存在 Lorentz 度 规 A a =9., - 
(K°K.) 'K,K, eet h , eB Killing 向 量 K RGR 9 内 的 
非 零 向 量 场 A oK, CEREM Aa FAY Killing 向 量 场 。.N 内 的 条 件 
W abieWaye =0 BRET Z ACK È e)a h yk =0, 这 里 1 表 对 有 的 协 


变 导 数 。 这 个 条 件 正好 等 于 说 在 Z 上 存在 满足 KA, = - ati。 的 函数 
#。 下 面 的 论证 类 似 于 命题 9.3.4。 我 们 证 明 , 如果 在 某 点 pe 久 上 


K,K,h,, =0, 则 曲面 =El, 为 .HN 内 度 规 g 下 的 零 曲 面 。 

假定 p 对 应 于 OR AES", ) 内 的 积分 曲线 和 A。 令 ge 
.HN 是 入 上 一 点 ,于 是 存在 一 条 从 .7 Bq BS 的 未 来 方向 的 类 时 曲 
线 y(v)。 如 果 曲 线 与 轴 相交 , 则 可 经 小 变形 来 避免 ,于 是 引出 类 似 命 
题 9.3.4 中 的 矛盾 。 口 
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F aT AY AK TEAR & H EXAT A, AE DRE AI 
在 这 一 章 里 我 们 将 证 明 ,定理 2 和 3 的 条 件 似乎 是 满足 的 ,这 说 明 宇 宙 
在 目前 膨胀 阶段 的 开端 有 一 个 奇 点 。 我 们 还 将 讨论 时 空 奇 点 的 意义 。 

在 § 10. 1 ,我 们 将 证 明 , 如 果 宇 宙 中 的 微波 背景 辐射 通过 散射 被 局 
部 加 热 ,或 者 Copernicus 假说 成 立 ( 即 我 们 在 字 宙 中 并 不 占据 任何 特殊 
位 置 ) ,那么 一 定 存在 过 去 方向 的 闭合 俘获 面 。 在 $ 10. 2 ,我 们 讨论 奇 
点 的 可 能 性 质 以 及 物理 理论 在 奇 点 的 失效 。 


10.1 宇宙 的 膨胀 


在 $9. 1 ,我 们 痔 明了 许多 恒星 最 终 都 将 拥 缩 并 生成 闭合 俘获 面 。 
如 果 在 更 大 的 尺度 上 ,我 们 就 可 将 宇宙 的 膨胀 看 作 星体 坪 缩 的 时 间 反 
演 。 因 此 我 们 可 以 预期 ,只 要 宇宙 从 某 种 意义 上 讲 是 足够 对 称 的 ,并 包 
含 足够 多 的 物质 能 生成 闭合 俘获 面 ,那么 在 宇宙 学 尺度 上 ,定理 2 的 条 
件 将 在 时 间 的 反方 向 上 成 立 。 我 们 将 给 出 两 方面 讨论 来 说 明 情况 似乎 
确实 如 此 。 这 两 方面 的 讨论 都 是 基于 对 微波 背景 辐射 的 观察 ,但 立论 
的 假设 很 不 同 。 

对 20 cm 到 1 mm 射电 波段 的 辐射 观察 表明 ,宇宙 存在 频谱 非常 
接近 2.7 K 黑体 的 背景 辐射 (图 62(i) ) (例子 见 Field(1969) ) 。 这 种 
背景 辐射 在 0. 2% 的 精度 上 是 各 向 同性 的 (图 62(ii) ,如 Sciama(1971 ) 
及 其 为 进一步 讨论 所 提供 的 参考 文献 ) 。 这 种 辐射 的 高 度 各 向 同性 表 
明 , 它 不 可 能 来 自我 们 银河 系 内 (我 们 在 银河 系 平面 的 位 置 并 不 对 
BR) ,而 必然 有 着 河 外 的 起 源 。 我 们 可 以 在 这 些 频率 看 到 一 些 离散 源 ， 
据 来 自 其 他 方面 的 证 据 可 知 ,其 中 一 些 源 的 距离 在 107 cm 量 级 。 由 此 
可 见 ,宇宙 在 这 些 波段 上 ,在 这 样 的 距离 仍 是 透明 的 。 因 此 , 远 在 10” 
cm 距离 之 外 的 源 发 出 的 辐射 必须 至 少 经 过 这 个 距离 才能 自由 传播 到 
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我 们 这 里 。 

辐射 起 源 的 可 能 解释 有 以 下 几 种 ; 

(1) 这 种 辐射 是 宇宙 早期 高 热 阶段 留 下 的 黑体 辐射 ; 

(2) 这 种 辐射 是 极其 多 个 极其 遥远 的 未 知 离散 源 的 辐射 释 加 的 
结果 ; 

(3) 这 种 辐射 来 自 被 其 他 辐射 方式 (如 红外 辐射 ) 加 热 的 星际 
颗粒 。 

在 这 些 解释 中 ,(1) 似乎 最 为 合理 。(2 ) 似乎 不 大 可 能 ,因为 似乎 
没有 那么 多 正好 有 适当 频谱 的 辐射 源 能 在 我 们 观察 到 的 这 个 频段 产生 
可 观 的 辐射 。 此 外 ,辐射 的 小 尺度 各 向 同性 暗示 着 这 种 离散 源 的 数量 
必然 很 大 (在 星系 数量 量 级 ) ,而 大 多 数 星系 在 这 个 频谱 区 域 似乎 没有 
可 观 的 辐射 。(3) 也 不 太 可 能 ,因为 这 实际 上 要 求 星际 颗粒 的 密度 必 
须 非常 高 。 尽 管 (1 ) 似乎 最 为 可 能 ,但 我 们 并 不 打算 将 讨论 建立 在 它 
的 基础 上 ,因为 这 等 于 预 设 了 宇宙 有 一 个 炽热 的 早期 阶段 。 

第 一 种 讨论 方式 涉及 Copernicus 原理 这 一 假设 , 即 我 们 在 时 空中 
并 不 占据 特殊 位 置 。 我 们 理解 这 一 假说 意味 着 ,对 任何 相对 于 邻近 星 
系 速度 很 小 的 观察 者 来 说 ,微波 背景 辐射 都 是 各 向 同性 的 。 换 句 话 说 ， 
我 们 假定 存在 着 一 个 膨胀 的 类 时 测 地 线 汇 ( 说 膨胀 ,是 因为 各 星系 在 
彼此 退行 ,说 测 地 线 , 是 因为 它们 仅 在 引力 作用 下 运动 ,例如 有 单位 切 
向 量 V") ,代表 星系 的 平均 运动 ,微波 辐射 相对 于 这 个 测 地 线 汇 几 乎 是 
各 向 同性 的 。 从 Copernicus 原理 我 们 还 可 知 , 大 部 分 微波 背景 辐射 是 


从 非常 遥远 的 地 方 ( ~3 x 10 om) 自由 传播 到 我 们 这 儿 的 。 这 是 因为 “ 


我 们 周围 半径 为 r、 厚 度 为 dr 的 球 壳 对 背景 辐射 的 贡献 近似 与 上 无 关 ， 
因为 球 壳 生 成 的 辐射 量 正比 于 ” ,强度 随 距离 的 衰减 反比 于 己 。 这 种 
情形 会 一 直 保 持 到 辐射 源 的 红 移 变 得 不 可 忽略 , 源 的 演化 开始 起 作用 ， 
或 是 曲率 效应 变 得 很 重要 为 止 。 但 这 些 效应 只 有 在 哈 勃 半径 ( ~ 10* 
cm) 量 级 的 距离 上 才 显 现 出 来 。 因 此 ,大 量 的 辐射 必定 是 自由 穿越 了 
210" cm 距离 才 到 达 我 们 这 里 。 从 辐射 经 过 这 么 长 距离 后 仍 保持 各 
向 同性 的 事实 ,我 们 可 得 出 结论 ,在 大 尺度 上 字 宙 的 度 规 接 近 于 Ro- 
bertson - Walker 度 规 ( 85.3)。 这 一 点 也 可 从 我 们 下 面 将 要 描述 的 
Ehlers , Geren 和 Sachs( 1968 ) 的 结果 看 出 来 。 

微波 辐射 可 由 定义 在 7 (.W ) 内 零 向 量 上 的 分 布 函 数 /(u,p) (ue 
.HM ,Pe7,) 来 描述 , 它 可 视 为 光子 的 相 空间 。 如 果 分 布 函数 f(u,p) 


w 
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图 62 《〈i) 微 波 背 景 辐射 谱 。 标 记 的 点 是 “超过 "背景 辐射 的 观测 值 。 实 
线 是 相当 于 温度 2.7 开 的 Planek 谱 。 
(ii) 微 波 背 景 辐射 的 各 向 同性 特征 。 图 中 显示 了 温度 沿 天 赤道 的 
分 布 ;这 些 点 获 自 两 年 以 上 数据 的 平均 值 。 
引 自 D. W. Sciama, 现代 字 宙 学 ,剑桥 大 学 出 版 社 ,1971 年 版 。 





10.1 宇宙 的 膨胀 331 


对 以 四 维 速度 站 运动 的 观察 者 来 说 是 严格 各 向 同性 的 , 则 它 可 写成 
Au 五) 形式 ,这 里 无 = ~V'p。。 由 于 辐射 是 自由 传播 的 , 故 f 在 T(.W ) 
内 必 服 从 Liouville 方程 。 这 表明 沿 水 平 向 量 场 X 的 积分 曲线 ( 即 任 
何 曲线 (wu(v) ,p(v) ) ,其 中 x(o) 是 .内 零 测 地 线 ,p = 0/dv) BHR. 

由 于 fu,E) 非 负 , 并 当 E 一 % 时 必 趋 于 零 ( 否则 辐射 能 量 密度 将 
是 无 穷 大 ) , 故 必 存 在 E 的 开 区 间 , 使 /3E 不 为 零 。 在 此 区 间 内 ,我 们 
可 将 表示 为 1:E=g(u, 下 ) 的 函数 。 这 样 ,Liouville 方程 意味 着 在 每 
一 条 零 测 地 线 上 ， 


dE/dv =g „p° (10.1) 
这 里 我 们 将 9 WA A 上 固定 的 函数 。 此 外 ， 
dE/dv = -d(V"p,)/dv = -V, ,p"p’. (10. 2) 


我 们 可 将 p" 分 解 成 平行 于 VERS) ASE EF V 的 部 分 : p = ECV" + 
W) ,这 里 WW, =1, WV, =0。 于 是 由 (10.1) 和 (10.2) 式 ， 


dg/dt +309+ (gV, +9) W +90,,WW =0 


对 所 有 垂直 于 V 的 单位 向 量 W 成 立 , 这 里 de/d Æ g 沿 V 的 积分 曲 


Ta =0， (10. 3a) 
V „+ (logg) 。= ay ， (10. 3b) 
lg= -d(logg)/di, (10. 3c) 


3 
由 于 我 们 假定 六, 为 零 , 故 (10. 35) 说 明 V, 垂直 于 曲面 1g = 常数 | ,这 


表明 涡 量 w, 为 零 。 因 为 ,=0, 故 Vs, =0。 因 此 我 们 可 将 V, 写成 
PARK t 的 梯度 : V, = 一 上 wo 
辐射 的 能 量 - 动量 张 量 具有 形式 ; 


4 1 
Ta = gHr V, V, + gH Gas ? 


BB yp, = | (PAE, 由 于 星系 相对 于 V 的 积分 曲线 的 移动 很 小 ,这 种 
移动 对 能 量 - 动量 张 量 的 贡献 可 用 具有 密度 wo、 四维 涡 量 V, 和 压力 
可 忽略 的 光滑 流体 来 近似 。 由 此 可 知 , 这 里 的 时 空 几何 与 Robertson - 
Walker 模型 的 完全 一 样 。 为 了 看 清 这 一 点 ,我 们 注意 到 ， 
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OW a) a =F (O08 VV) ) pa 
= (V° a) +R" a Ve = 0 + Rao 
Fah’. =9°, +V V, 乘 以 方程 的 两 边 , 有 
WER aV = -EAO 
由 场 方 程 知 ,左边 为 零 。 故 0 在 常数 上 曲面 (也 是 常数 9 的 曲面 ) 上 是 
常数 。 我 们 可 用 9 按 5'/S = - Lo 来 定义 函数 S(t), RH 
Raychaudhuri 方程 (4. 26) 的 形式 为 
38° /S+4mu -A =0, 
ECARE w=, +2u, 在 曲面 1 = 常数 | 上 也 是 常数 。 从 ue 的 定义 可 
看 出 , wc 和 An 是 这 些 曲面 上 独立 的 常数 。 
(4. 27) 式 的 无 迹 部 分 表明 , Caa V =0。 关 于 三 维 空间 全 = 常 
Bt AY Ricci 张 量 的 Gauss - Codacci 方程 (82.7) 这 时 给 出 公式 
R a =h h Ra + RogVV! + 00,, + 9,6, 
1 
=2hul -5 
但 对 三 维 流 形 , Riemann 张 量 完全 取决 于 Ricci 张 量 , 即 


e 1 
R abed = Nab | 7 Ry + ak hy) Wa o 


0 +8n+A) 


这 说 明 每 个 三 维 空间 1 = 常数 | 均 为 常 曲率 K(1) = > (8m +A - 
30 ) 的 三 维 空间 。 积 分 Raychaudhuri 方程 ,得 
K(t) = (8m +A -38 7/8") =k/S?, (10. 4) 


其 中 大 是 常数 。 归 一 化 $ 可 令 丰 = +1,0 或 -1。 四 维 时 空 流 形 是 这 些 
三 维 空间 与 上 直线 的 正 交 积 ,因此 度 规 在 随 动 坐标 系 下 可 写 为 
ds? = -dt +S°(t)dy’, 
其 中 dy 是 三 维 常 曲率 大 空间 的 度 规 。 而 这 个 度 规 恰好 就 是 Robertson 
— Walker 度 规 (§ 5. 3 )。 
现在 我 们 来 证 明 ,在 任意 包含 具有 正 能 量 密度 物质 和 A =0 的 Ro- 
bertson - Walker 空间 里 ,在 ft = 常数 | 曲面 上 存在 闭合 俘获 面 。 为 了 看 
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清 这 一 点 ,我 们 将 dy’ BH 
dy’ = dy’ +f? (x) (d@ + sin’@d¢’) , 

其 中 ,对 k= +1,0 3-1, fly) =siny, x R sinhys ABAF t =t, 曲面 
WFN xo 的 二 维 球面 .97 。 两 族 垂直 于 .9 的 过 去 方向 零 测 地 线 将 在 
半径 分 别 为 

x = xo + | di/S() (10.5) 
的 两 个 二 维 球面 内 与 曲面 1 = 常数 | 相交。 半径 为 y 的 二 维 球面 面积 
为 4nS (1t)f* (xX)。 因 此 ,如 果 在 1=i, 时 ,对 (10.5) 式 给 定 的 x 值 有 


SOA) >0 
HU UE MIME FC. MR 


S (to) 、， f (xo) 
S(to) S(to)f(xo) 
则 情形 必 如 此 。 但 由 (10. 4) 式 ,上 式 成 立 的 条 件 是 





(Zauli) SCi) -月 > +f (yo) fo) 


若 对 k=0 或 -1, 取 S(io)xo KFEV/3/8muo, RIT k= +1 取 S(to)xo 大 于 
min(VY3/8m ,Tm/2) ,都 将 是 这 种 情形 。 
直观 地 看 ,这 个 结果 的 意思 是 ,在 时 间 和 ,坐标 半径 为 xm 的 球面 包 


RE S mws (ti) xo 量 级 的 质量 , 因此 如 果 S (4)x。 小 于 


F oS (no , 即 如 果 S (ty) xo 大 于 V3787m 量 级 , 则 球面 处 于 其 


Schwarzschild 半径 之 内 。 我们 把 Y3/8wwpw 称 为 物质 密度 u 的 
Schwarzschild 长 度 。 

至 此 ,我 们 一 直 假 定 微波 辐射 是 严格 各 向 同性 的 。 情 况 当然 并 非 
如 此 ,也 就 是 说 宇宙 并 不 是 严格 的 Robertson - Walker 空间 。 但 宇宙 的 4 
大 尺度 结构 ,至 少 在 辐射 产生 或 最 终 被 散射 的 情形 下 ,应 当 接 近 Ro- 
bertson — Walker 模型 的 时 空 结构 。( 事实 上 我 们 可 用 微波 辐射 对 严格 
各 向 同性 的 偏离 来 估计 真实 宇宙 对 Robertson - Walker 宇宙 的 偏离 有 
BK.) 对 足够 大 的 球面 ,局 部 不 规则 性 的 存在 不 会 明显 影响 球面 内 的 
物质 量 ,因此 也 不 应 当 影响 目前 我 们 周转 存在 着 的 闭合 俘获 面 。 
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上 述 讨论 与 微波 辐射 谱 无 关 , 但 它 确实 涉及 Copernicus 原理 的 假 
设 。 下 面 将 要 进行 的 讨论 则 不 涉及 Copernicus 原理 ,但 在 一 定 程度 上 
依赖 于 谱 的 形态 。 我 们 认为 ,近似 黑体 辐射 性 质 的 谱 和 辐射 在 小 尺度 
上 的 高 度 各 向 同性 表明 ,辐射 至 少 部 分 是 经 反复 散射 加 热 的 结果 。 换 
句 话说 ,在 从 我 们 出 发 的 每 条 过 去 方向 的 零 测 地 线 上 ,一 定 存在 足够 多 
的 物质 , 才 引 起 了 那个 方向 的 高 度 不 透明 。 现 在 我 们 证 明 ,物质 必定 会 
多 到 使 过 去 光 锥 重新 汇聚 。 

考虑 代表 我 们 当前 的 一 点 p。 令 W 是 过 去 方向 的 单位 向 量 , 它 与 
我 们 的 四 维 速度 平行 。 

过 疡 点 的 过 去 方向 的 零 测 地 线 上 的 仿 射 参数 "可 归 一 化 为 KW, 
= -1, 这 里 K= 0/av 是 零 测 地 线 的 切 向 量 。 这 些 零 测 地 线 的 膨胀 9 
服从 @ =0 的 方程 (4.35) 。 因 此 ,只 要 Ra KK 20,0 BNF 2/0, M 
此 ,在 v=v >v HF, 


| "'R,K°Kodv - 2/0) > 8, 
因此 ,如 果 存 在 某 个 wm 使 
[Rak Redo > 2/r, 
vo 


则 6 将 为 负 值 。 由 A =0 的 场 方程 ,上 式 变 为 
Zw f 8TTaK'K'a > 1. (10.6) 


在 厘米 波段 ,对 合理 密度 范围 内 的 物质 ,不 透明 度 与 物质 密度 的 最 大 比 
值 由 电离 氢 的 自由 电子 的 Thomson 散射 确定 ,因此 ,到 距离 v 的 光学 深 
度 小 于 


人 K°V,) dv, 


这 里 是 单位 质量 的 Thomson 散射 不 透明 度 , p 是 物质 密度 ,V, 是 气体 
的 局 部 速度 。 物 质 的 红 移 z 由 z = K"V, -1 给 出 。 由 于 我 们 没有 观察 
到 有 了 明显 蓝 移 的 物质 , 故 一 般 假定 在 我 们 的 过 去 光 锥 上 ,在 一 个 光学 深 
BER ZI KV, 总 是 大 于 1。 由 于 在 这 些 波 段 上 观察 到 的 星系 红 移 
为 0.3 ,因此 大 部 分 散射 必然 发 生 在 红 移 大 于 0. 3 的 情形 。( 事 实 上 ， 
如 果 类 星体 的 确 存 在 于 宇宙 各 处 ,那么 散射 一 定 发 生 在 大 于 2 的 红 
移 。) 取 Hubble 常数 为 100 km sec  Mpce-: (相当 于 10° 4E-') ,那么 





10.1 宇宙 的 膨胀 335 


0. 3 的 红 移 相当 于 3 x 10”cm 的 距离 。 将 此 值 取 作 wv, 则 引起 散射 的 
物质 对 积分 (9. 9) 的 贡献 为 

3.7 x 10” f PCK V) d, 
而 vo BI v, 之 间 物 质 的 光学 深度 小 于 

6.6 x 10” f p(K°V,) dvo 


由 于 KV, 宇 1, 可 见 在 光学 深度 小 于 0.2 时 ,不 等 式 (10.6) 成 立 。 如 果 
宇宙 的 光学 深度 小 于 1 ,那么 我 们 既 不 能 指望 近似 的 黑体 谱 ,也 不 能 指 
望 在 小 尺度 上 的 高 度 各 向 同性 ,除非 存在 极 多 的 离散 辐射 源 , 而 这 些 源 
仅 占 据 空间 一 小 块 区 域 , 且 各 自 具 有 大 致 相同 的 3 K 黑 体 的 辐射 谱 , 但 
强度 要 大 得 多 ,这 看 来 是 相当 不 可 能 的 。 因 此 我 们 相信 ,定理 2 的 条 件 
(4) (iii) 是 满足 的 ,这 样 ,只 要 其 他 条 件 也 满足 ,那么 宇宙 在 某 个 地 方 
就 应 当 存 在 奇 点 。 

定理 2 是 一 般 性 的 , 它 并 未 告诉 我 们 奇 点 会 出 现在 我 们 的 过 去 还 
是 过 去 的 未 来 。 昌 然 奇 点 似乎 很 明显 应 当 在 我 们 的 过 去 ,但 我 们 也 可 
构造 一 个 奇 点 在 未 来 的 例子 :考虑 上 = +1 的 Robertson - Walker FH, 
它 在 某 时 刻 t= to Hae BAA ,并 在 一 - o 时 渐 近 地 趋向 Einstein 静 
态 宇 宙 。 这 种 宇宙 满足 能 量 假设 ,并 包含 其 过 去 光 锥 开始 重新 汇聚 的 
那些 点 ( 因为 它们 在 背面 相遇 ) ,但 奇 点 却 在 未 来 。 当 然 这 是 个 相当 无 3% 
理 的 例子 ,但 它 说 明 我 们 必须 处 处 小 心 。 因 此 ,我 们 将 在 定理 3 基础 上 
进行 讨论 。 这 个 定理 表明 ,只 要 Copernicus 原理 成 立 ,宇宙 在 过 去 就 一 
定 有 奇 点 。 定 理 3 类 似 定理 2, 但 要 求 自 某 点 出 发 的 所 有 过 去 方向 的 
类 时 测 地 线 ( 而 不 是 所 有 零 测 地 线 ) 开始 重新 汇聚 。 这 个 条 件 在 上 述 
例子 中 不 满足 ,尽管 它 对 自 某 点 出 发 的 所 有 未 来 方向 的 测 地 线 是 满足 
的 。 

通过 类 似 于 上 述 针对 零 测 地 线 的 讨论 , 自 pp 点 出 发 所 有 过 去 方向 
的 类 时 测 地 线 的 汇 9(s) 小 于 

2 - [ Ravivds, 


这 里 * 是 沿 测 地 线 的 固有 上 距离 ,V = 9/9s, 而 s>soo $ W Æp 点 的 过 
去 方向 的 类 时 单位 向 量 , 令 c= -站 W,1,( 故 c 宇 1)。 于 是 ,如 果 存 在 某 
个 Re,0<R。<R, 使 
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Rife 
| Ra V° Vds > c(3/R, + €) (10.7) 
Rye 


沿 测 地 线 成 立 , 则 9 在 沿 测 地 线 R/c 的 距离 内 将 变 得 小 于 -c。 于 是 
定理 3 的 条 件 (3) 在 上 = max(R,, (36) | ) 时 满足 。 

为 使 (10.7) 式 看 起 来 更 像 (10.6) 式 ,我 们 沿 类 时 测 地 线 引入 仿 射 
参数 v=s/c, 于 是 (10.7) 式 变 为 


ir ['R K*K’dv > 1 + Re (10.8) 
3 0 Ro ab 3 of > ` 


KH K =0/av, K'*W,1, = -1。 由 于 上 式 是 对 类 时 测 地 线 而 言 的 ,因此 
我 们 无 法 像 对 (10.6) 式 所 做 的 那样 直接 通过 观察 来 检验 这 个 条 件 。 
于 是 我 们 只 好 借助 本 节 第 一 部 分 的 讨论 来 证 明 , 至少 在 微波 背景 辐射 
被 散射 的 那个 时 间 ,宇宙 是 接近 Robertson -~ Walker 模型 的 。 

在 Robertson - Walker 模型 里 , 令 W 是 向 量 -o/a, Bop 点 的 过 
去 方向 的 类 时 测 地 线 ， 


d a — a grb 
PVK) = Wak°K 


__1gqs or 
~ S q| (WK) V/e} =, 
357 因此 ,只 要 dS/dt >0, 0) W,K°= -1, 但 
W°K, =dt/dv; 
HOE © >0, REFERI t,t, h <h <t, fË 
tL -tr 
p 3 SF RaK'K'( - W.K) dt > 1, (10.9) 
h2 


(10.8) 式 即 对 每 条 测 地 线 满足 。 由 A =0 的 场 方程 ， 
RK°K’ =87{( +p)(W,K*)? -六 化 -peh 
因此 只 要 p20, RA 
R,,K°K’ >4a( WK)? 
故 如 果 
tf Anudi > 1， (10.10) 

则 (10. 9) 式 成 立 。 

假定 微波 辐射 具有 2.7 K 的 黑体 谱 , 则 其 目前 的 能 量 密度 大 约 为 
10° g em …。 如 果 这 种 辐射 是 原初 的 , 则 其 能 量 密度 正比 于 $S-。 由 
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于 上 趋 于 零 时 , 5$”=0(t””) ,由 此 可 见 ,只 要 取 纪 为 /2, 并 使 E 
够 小 ,那么 (10. 10) 式 即 可 成 立 。w 取 多 小 应 取决 于 5 的 具体 性 态 , 而 
S 的 这 种 性 态 又 取决 于 宇宙 的 物质 密度 。 密 度 还 多 少 有 些 不 确定 ,但 
基本 可 确定 在 10“g em “到 5 x 10° g cm 之 间 。 在 前 一 种 情形 ,4 
必须 满足 S(1,)/S(4) 宇 30; 而 在 后 一 种 情形 , 则 须 满足 5(4,)/S(z,) 宕 
300。 由 于 微波 辐射 无 处 不 在 , 故 任何 过 去 方向 的 类 时 测 地 线 都 必然 会 
穿 过 它 , 因 此 ,只 要 辐射 不 在 1, 以 后 发 生 , 只 要 Roberston-Walker 模型 
回溯 到 那个 时 刻 还 是 良好 的 近似 ,那么 基于 Robertson-Walker 模型 的 
估计 ,应 该 是 微波 辐射 对 (10. 10) 贡献 的 很 好 近似 。 从 本 节 开 头 所 做 
的 讨论 可 知 ,只 要 辐射 从 ts 开始 自由 地 向 我 们 传播 ,就 是 后 一 种 情形 。 
但 也 可 能 存在 密度 高 达 5 x 10°" g cm 一 的 星系 际 电离 气体 ,在 此 情形 
下 ,辐射 可 以 最 终 在 时 刻 上 散射 ESC) S(t) ~5。 回 到 时 刻 上 的 光 
学 深度 为 

[runde , (10. 11) 


如 果 风 以 g em 一 为 单位 以 em 为 单位 , 则 x 最 大 为 0.5。 

如 前 所 述 , 由 于 我 们 看 到 了 距离 至 少 在 3 x 10" cm 的 天 体 , 因 此 退 

回 到 :=i, -10" 秒 ,宇宙 还 不 存在 明显 的 不 透明 性 。 令 1, 为 那个 时 刻 ， 

我 们 看 到 ， 气体 密度 将 使 (10. 11) 在 对 应 于 最 大 光学 深度 为 0.5 的 已 
值 时 得 到 满足 。 

因此 ,情况 是 这 样 的 ,我 们 假定 了 Copernicus 原理 ,假定 微波 辐射 
RATER S(t,)/S(t,) 2300 的 4 之 前 发 射 ,要 么 在 对 应 于 宇宙 的 光 
学 深度 为 1 的 某 个 时 刻 ( 如果 小 于 t,) 之 前 发 射 。 在 前 一 种 情形 ,辐射 
密度 满足 定理 3 的 条 件 (2) ;在 后 一 种 情形 ,气体 密度 满足 同样 的 条 
件 。 因 此 ,如 果 通 常 能 量 条 件 和 因果 条 件 成 立 ,我们 即 可 断言 ,在 我 们 
的 过 去 应 当 存在 奇 点 ( 即 从 我 们 现在 往 回 追溯 ,应 当 存在 一 条 不 完备 
的 过 去 方向 的 非 类 空 测 地 线 ) 。 

假设 我 们 选取 某 个 与 我 们 过 去 光 锥 相交 的 类 空 曲面 ,并 在 该 曲面 
上 取 许 多 点 ,我 们 能 说 在 每 个 点 的 过 去 都 存在 奇 点 吗 ? 如 果 宇 宙 在 过 
去 足够 均匀 和 各 向 同性 ,能 使 从 这 些 点 出 发 的 所 有 过 去 方向 的 类 时 测 
地 线 汇聚 , 则 真是 那样 的 。 从 类 时 测 地 线 与 闭合 俘获 面 之 间 的 密切 联 
系 看 ,我 们 可 预期 ,如 果 宇 宙 在 Schwarzschild 长 度 (3/8mu) 过 的 时 间 尺 
度 上 均匀 且 各 向 同性 , 则 情形 也 是 那样 的 。 
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根据 Penzias ,Schraml 和 Wilson( 1969 ) 的 测量 ,我 们 有 直接 证 据 表 
明 宇宙 在 过 去 是 均匀 的 。 他 们 发 现 ,在 1.4 x 10 ”平方 度 的 束 宽 ,微波 
背景 的 强度 在 4% 的 精度 上 是 各 向 同性 的 。 假 定 微波 辐射 不 是 从 我 们 
过 去 对 应 于 单位 光学 深度 的 某 个 曲面 发 射 的 ,那么 目前 观察 到 的 辐射 
强度 应 正比 于 T/A(1 +z)“, 这 里 7 是 曲面 上 被 观察 点 的 有 效 温度 ,z 是 
相应 的 红 移 。 所 观察 的 辐射 强度 可 能 以 四 种 方式 发 生变 化 : 

(1) 我 们 自身 相对 于 黑体 辐射 的 运动 引起 的 Doppler 频 移 (Sciama 
(1967) ,Stewart and Sciama( 1967) ) ; 

(2) 我 们 与 曲面 间 的 物质 分 布 不 均匀 引起 的 引力 红 移 的 变化 (Sa- 
chs and Wolfe (1967) ,Rees and Sciama( 1968) ) ; 

(3) 曲 面 上 物质 的 局 部 速度 扰动 引起 的 Doppler 频 移 ;以 及 

(4) 曲面 上 有 效 温 度 的 变化 。 
(事实 上 ,(1),(2) 和 (3) 之 间 的 区 分 取决 于 参考 标准 的 选择 , 仅 具 启 
发 意义 。) 因 此 观察 表明 ,在 3' 弧 角 内 ,温度 不 均匀 性 会 造成 小 于 1% 的 
相对 幅度 变化 ,而且 在 同样 尺度 上 ,物质 的 速度 不 存在 大 于 1% 光速 的 
局 部 涨 落 。 曲 面 上 3" 的 角 直 径 区 域 相 当 于 现在 直径 10 光 年 的 区 域 。 
如 果 光 学 深度 为 1 的 曲面 处 于 红 移 1000( 这 时 可 能 的 最 大 值 ) , 则 那 时 
的 Schwarzschild 长 度 将 对 应 于 目前 直径 为 3 x 10 光 年 的 区 域 ,因此 , 光 
学 深度 为 1 的 曲面 的 每 一 点 在 过 去 似乎 都 有 一 奇 点 。 

关于 宇宙 早期 均匀 程度 的 更 多 的 间接 证 据 来 自 这 样 一 个 事实 :大 
量 星体 的 氨 含 量 的 观察 与 Peebles (1966) 以 及 Wagoner, Folwer 和 
Hoyle(1968 ) 计算 的 氨 的 生成 数量 一 致 。 他 们 假定 宇宙 至 少 在 温度 为 
10° K 的 过 去 是 均匀 的 和 各 向 同性 的 。 另 一 方面 ,许多 基于 各 向 异性 的 
模型 的 计算 表明 ,这些 模型 给 出 的 氨 的 生成 数量 千差万别 。 因 此 ,如 果 
我 们 承认 宇宙 中 存在 相当 均匀 的 所 密度 (对 此 还 有 些 疑 问 ) ,而 且 承 认 
这 些 氮 是 宇宙 早期 的 产物 ,那么 我 们 就 可 断言 ,在 温度 为 10”K 的 早期 ， 
宇宙 是 非常 各 向 同性 的 ,从 而 也 是 均匀 的 。 由 此 我 们 认为 ,在 现在 的 每 
个 点 的 过 去 都 会 出 现 奇 点 。 

Misner( 1968 ) 曾 表明 ,如果 温度 高 达 2 x 10"K, 那 么 电子 与 中 微 子 
之 间 的 碰撞 将 引起 很 大 的 黏 性 。 这 种 黏 性 会 削弱 对 应 于 今天 100 光 年 
尺度 上 的 非 均匀 性 ,并 将 各 向 异性 减 小 到 非常 小 的 水 平 。 因 此 如 果 我 们 
接受 这 一 点 作为 对 目前 宇宙 各 向 同性 的 解释 (而 且 是 很 有 吸引 力 的 解 
FE) ,我 们 就 可 断言 ,在 温度 为 10” K 的 早期 ,每 个 点 的 过 去 都 会 有 奇 点 。 
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10.2 奇 点 的 本 性 及 其 意义 


可 能 有 人 希望 通过 研究 具有 奇 点 的 精确 解 来 认识 可 能 出 现 的 那些 

奇 点 的 本 性 。 尽 管 我 们 已 证 明 , 奇 点 的 出 现 不 可 能 由 初始 条 件 的 小 扰 
动 而 停止 ,但 我 们 并 不 清楚 出 现 的 奇 点 的 本 性 是 否 一 样 稳 定 。 虽 然 在 
§7.5 我 们 证 明了 在 初始 条 件 的 小 扰动 下 Cauchy 问题 是 稳定 的 ,但 这 
种 稳定 性 只 适用 于 Cauchy 发 展 的 紧 致 区 域 ,而 含 奇 点 的 区 域 则 是 非 紧 
的 ,除非 这 种 奇 点 对 应 于 某 种 禁闭 不 完备 性 。 实 际 上 我 们 可 举 奇 点 性 
质 不 稳定 的 例子 。 考 虑 一 团 拥 缩 到 奇 点 的 均匀 球 对 称 尘 埃 云 。 尘 埃 云 
内 的 度 规 类 似 于 部 分 Robertson - Walker 宇宙 的 度 规 ; 而 尘埃 云 外 的 度 
规 为 Schwarzschild 度 规 。 不 论 在 尘埃 云 之 内 还 是 之 外 , 奇 点 都 是 类 空 
的 (图 63(i) ) 。 假 定 我 们 为 竺 埃 云 加 以 小 电荷 密度 ,这 时 尘埃 云 外 的 
度 规 变 成 e <m 情形 的 部 分 Reissner - Nordstrom 解 ( 图 63(ii) ) ,而 在 
尘埃 云 内 部 则 有 一 奇 点 ,因为 足够 小 的 电荷 密度 不 足以 阻止 出 现 无 穷 
大 密度 。 云 团 内 奇 点 性 质 可 能 取决 于 电荷 分 布 ,但 重要 的 是 ,一 旦 云 团 
表面 通过 r=7, 以 内 某 一 点 p, 则 云 团 内 无 论 发 生 什么 都 不 再 影响 到 类 
时 奇 点 的 sq 部 分 。 

现在 我 们 增 大 电荷 密度 使 之 大 于 物质 密度 ,这 可 能 使 云 团 穿 过 > 

=r+ 和 r=r- 两 个 视界 ,并 再 次 膨胀 为 另 一 个 不 含 奇 点 的 宇宙 ,尽管 此 
时 云 团 外 仍 存 在 类 时 奇 点 (J. M. Bardeen ,未 发 表 ) ,事实 上 按 定理 2 就 
应 当 如 此 ( 见 图 63(iii) ) 。 

这 个 例子 非常 重要 ,因为 它 表 明 , 可 以 存在 类 时 奇 点 ,物质 也 可 以 
不 与 奇 点 相遇 ,而 和 且 它 可 以 穿 过 “ 忠 润 "进入 另 一 个 时 空 区 域 ,或 进入 
同一 时 空 区 域 的 另 一 部 分 。 我 们 当然 不 指望 场 缩 恒星 上 会 出 现 这 么 一 
种 电荷 密度 ,但 由 于 Kerr 解 是 如 此 类 似 于 Reissner - Nordström 解 , 使 
我 们 期 望 角 动量 能 够 生成 一 种 类 似 的 虫 洞 。 因 此 我 们 推测 ,在 宇宙 目 
前 的 膨胀 阶段 之 前 ,存在 一 个 收缩 阶段 ,其 局 部 不 均匀 性 变 得 很 大 ,以 
至 出 现 了 孤立 奇 点 。 而 大 部 分 物质 避 开 了 这 个 奇 点 并 重新 脱 胀 成 为 我 
们 现在 看 到 的 宇宙 。 

在 密度 很 高 的 早期 ,每 个 点 的 过 去 都 出 现 奇 点 ,这 一 事实 为 奇 点 的 
分 离 设 定 了 限制 。 碰 上 这 些 奇 点 的 那些 测 地 线 ( 即 不 完备 测 地 线 ) 的 
集合 可 能 是 测度 为 零 的 集合 。 于 是 我 们 或 许可 以 认为 这 些 奇 点 没有 物 
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理 意 义 ,但 事实 并 非 如 此 ,因为 这 些 奇 点 的 存在 将 产生 Cauchy 视界 ,从 
而 破坏 我 们 预言 未 来 的 能 力 。 实 际 上 ,这 可 以 为 克服 振荡 世界 模型 中 
的 炉 问题 提供 一 条 途径 ,因为 在 每 个 世界 循环 里 , 奇 点 都 能 注 人 负 炳 。 

至 此 ,我 们 考察 了 将 Lorentz 流 形 作为 时 空 模型 并 要 求 Einstein 场 
方程 (A =0) 成 立 而 产生 的 数学 结果 。 我 们 证 明 ,按照 这 一 理论 ,在 过 
去 应 该 存在 与 宇宙 韦 缩 相关 联 的 奇 点 ,而 在 未 来 存在 与 恒星 的 志 缩 相 
关联 的 奇 点 。 如 果 A 是 负 的 ,那么 上 述 结 论 不 受 影响 ;如 果 人 BIEN, 
那么 由 对 宇宙 膨胀 的 变化 率 的 观察 表明 (Sandage(1961 ,1968 ) ) ,A 不 
可 能 大 于 3 x10 一 com, 这 相当 于 3 x 10° g cm “ 负 能 密度 。 尽 管 这 
种 A 值 可 能 对 整个 宇宙 的 膨胀 有 影响 ,但 这 种 影响 可 能 完全 被 南 缩 恒 
星 里 的 正 物质 密度 效应 所 淹没 。 因 此 ,A 项 似乎 不 可 能 使 我 们 避免 所 
面临 的 奇 点 问题 。 

广义 相对 论 也 许 没 有 提供 对 宇宙 的 准确 描述 。 迄 今 这 一 理论 经 过 
的 检验 都 只 是 偏离 平 直 空间 很 小 (曲率 半径 为 10 ”cm 量 级 ) 的 情形 。 
因此 ,将 广义 相对 论 应 用 到 曲率 半径 小 于 10° em BOSSE IHS 
种 相当 大 胆 的 外 推 。 另 一 方面 , 奇 点 定理 并 不 取决 于 完全 的 Einstein 
方程 ,而 仅仅 依赖 于 R,,K*K 对 任意 非 类 空 向 量 K" 非 负 这 一 性 质 。 因 
此 这 些 奇 点 定理 也 适用 于 对 广义 相对 论 的 任何 修正 (如 Beans - Dicke 
理论 ) ,只 要 其 中 的 引力 始终 是 吸引 的 。 

一 个 物理 理论 的 奇 点 预言 表明 理论 本 身 的 失败 , 即 它 不 再 为 观测 
提供 正确 的 描述 ,这 似乎 是 一 个 很 好 的 原理 。 问 题 是 广义 相对 论 何 时 
会 失效 ?我 们 相信 这 种 理论 的 失效 发 生 在 量子 引力 效应 显著 的 场合 。 
但 量 纲 分 析 似 乎 表明 ,这 种 失效 要 直到 曲率 半径 变 为 10 -3cm 量 级 , 相 
当 于 密度 为 10”g cm “时 才 会 发 生 。 然 而 此 时 我 们 可 能 会 质疑 ,在 这 
样 的 尺度 量 级 的 时 空 里 Loerentz 流 形 是 否 还 是 合适 的 模型 。 迄 今 的 实 
验 表 明 ,为 大 于 10 ”em 的 长 度 赋 以 流 形 结构 ,给 出 了 与 观察 一 致 的 预 
言 (Foley,et al. (1967) ) {AEE 10°" cm 到 107” om 的 长 度 范围 内 可 
能 会 失败 。10 “cm 的 半径 相当 于 10g cm “的 密度 ,这 个 密度 对 所 有 
实际 需要 来 说 都 可 视 为 奇 点 ,因此 我 们 可 通过 Schmidt 过 程 ( § 8. 3) 在 
曲率 半径 小 于 10 "em 的 区 域 上 构造 一 个 曲面 ,在 曲面 的 我 们 这 一 侧 ， 
时 空 的 流 形 图 像 是 合适 的 ,但 对 曲面 另 一 侧 的 情形 , 则 需要 一 种 迄今 
知 的 量子 理论 来 描述 。 穿 越 曲 面 的 物质 可 看 作 进 入 或 离开 了 我 们 这 个 
宇宙 ,但 没有 理由 说 明 为 什么 进入 要 与 离开 平衡 。 
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Cai) FF FEL RR Zs A , A E fay LOK “RR FB DA BEE ZEA BLA 

(iii) A ERR Ze AS AERARIUM EELER PERIA; 
奇 点 出 现在 尘埃 外 ,尘埃 云 反 弹 重新 膨胀 成 为 第 二 个 渐 近 平 直 空间 。 
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不 管 怎 样 , 奇 点 定理 表明 , 按 广义 相对 论 的 预言 ,引力 场 将 变 得 极 
端 强大 ,在 过 去 发 生 的 这 种 情形 已 得 到 了 微波 背景 辐射 的 黑体 性 质 的 
支持 ,因为 这 意味 着 宇宙 在 早期 有 过 非常 高 热 致密 的 状态 。 

有 关 奇 点 存在 的 定理 还 可 能 更 加 精致 ,但 我 们 认为 它们 对 处 理 奇 
点 的 存在 性 来 说 已 经 足够 了 。 然 而 这 些 定理 几乎 没 告诉 我 们 奇 点 的 本 
性 。 我 们 想 知 道 在 广义 相对 论 的 一 般 情形 下 究竟 会 出 现 什么 样 的 奇 
点 。 解 决 这 个 问题 的 一 种 可 能 方式 是 细 化 Lifshitz 和 Khalatnikov H) FE 
级 数 展开 技术 ,并 淤 清 其 有 效 性 。 广 义 相对 论 研究 的 奇 点 和 物理 学 其 
他 分 支 研 究 的 奇 点 (例如 Thom 的 基本 变 理论 (1969) ) 之 间 也 可 能 存在 
某 种 联系 。 还 有 一 种 方式 ,就 是 我 们 强行 处 理 ,在 计算 机 上 对 Einstein 
方程 进行 数值 积分 ,但 这 可 能 要 等 新 一 代 计 算 机 问世 。 我 们 还 想 知道 ， 
由 非 奇 异 渐 近 平 直 情形 十 缩 而 产生 的 奇 点 是 否 是 裸 奇 点 , 即 我 们 是 否 
可 从 无 穷 远 处 看 见 它 ,抑或 这 些 奇 点 藏 在 事件 视界 的 背后 。 

男 一 个 重要 问题 是 构建 适用 于 强 场 的 时 空 量子 理论 。 这 种 理论 也 
许 基 于 流 形 , 也 许 允许 拓扑 改变 。 在 这 方面 Witt ( 1967) , Misner 
(1969, 1971 ) , Penrose ( i, Penrose 和 MacCallum ( 1972 )), Wheeler 
(1968 ) 和 其 他 一 些 学 者 已 进行 了 某 些 初步 的 尝试 ,但 时 空 量子 理论 的 
解释 ,以 及 这 种 理论 与 奇 点 之 间 的 关系 还 非常 模糊 。 

关于 本 书 主 题 的 思索 和 讨论 并 不 新 鲜 。Laplace 差不多 已 经 预言 
过 黑洞 的 存在 :其 他 恒星 突然 出 现 , 然 后 在 极其 辉煌 地 闪耀 几 个 月 后 
消失 …… 所 有 这 些 恒星 …… 出 现时 并 不 改变 其 位 置 。 因 此 ,在 广 夫 的 
空间 里 ,一定 存 在 着 尺度 巨大 的 不 可 见 星体 ,也 许 和 人 恒星 一 样 多 。” 
(M. LeMarquis de Laplace; (F HIERE). Rev. H. Harte 译 ,都 柏林 ， 
1830 年 版 ,第 二 卷 ,335 页 。) 正如 我 们 已 经 看 到 的 ,Laplace 的 这 种 描述 
与 我 们 今天 极为 相似 。 

从 很 时 开始 ,人 们 就 模糊 地 认为 宇宙 从 虚无 中 诞生 。 这 种 事例 可 
以 从 Kant 的 《纯粹 理性 批判 》 的 第 一 个 二 律 背 反 和 相关 的 评述 (Smart 
(1964) ,117 ~ 123 页 ,145 ~ 159 页 ; North( 1965 ) ,389 ~ 406 页 ) 中 找 
到 。 我 们 得 到 的 结果 支持 这 一 观点 :宇宙 是 从 某 个 有 限时 间 开 始 发 展 
起 来 的 ,但 它 实在 的 诞生 点 , 即 奇 点 , 则 超 乎 我 们 已 知 的 物理 定律 的 
范围 。 
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Peter Simon Laplace 论文 的 译文 


证 明定 理 : 天 体 的 引力 可 以 大 到 连 光 都 无 法 从 它 锡 出。 365 


(1) 若 "是 速度 ,# 是 时 间 ,* 是 这 段 时 间 内 均匀 移 过 的 空间 ,那么 ， 
如 所 周知 ,v= s/t 


(2) 若 运动 不 是 均匀 的 ,那么 要 得 到 任 一 时 刻 的 v 值 ,我 们 必须 分 
割 经 过 的 空间 和 时 间 , 即 " = ds/dt。 由 于 无 限 小 间隔 上 的 速度 是 常数 ， 
因此 运动 仍 可 视 为 均匀 的 。 


(3) 连 续 施 加 的 力 总 是 力图 改变 速度 。 因 此 ,速度 的 变化 , 即 do, 
是 对 力 的 最 自然 的 量度 。 但 任何 力 在 两 倍 的 时 间 里 产生 两 倍 的 作用 ， 
我 们 必须 用 时 间 di 来 除 力 P 在 这 段 时 间 里 所 造成 的 速度 的 变化 由 ,由 
此 得 到 力 P 的 一 般 表 达 式 , 即 





ds 
po di 
di dt 
如 果 di 是 常量 , 则 
q. ds dds _ dds 
dt dt dz? 





« Allgemeine geographische Ephemeriden herausgegeben von F. von Zach. W Bd, I 
St. , | Abhandl. , Weimar 1799. 我 们 衷心 感谢 D. W. Dewhirst 为 我 们 提供 了 这 篇 文 
献 。 另 见 本 附录 末尾 的 注释 。 

**” 拉 普 拉 斯 在 其 著作 《宇宙 体系 论 》( Exposition du Systeme du Monde) 第 二 部 
分 305 页 不 加 证 明 地 叙述 了 这 个 定理 :宇宙 中 一 个 密度 等 同 于 地 球 而 直径 比 太 阳 
大 250 倍 的 发 光 天 体 ,能 够 通过 自身 的 引力 作用 来 阻止 其 发 出 的 光 到 达 我 们 这 
里 。 由 于 这 个 原因 ,宇宙 中 最 大 的 发 光 天 体 可 能 是 看 不 见 的 。 这 里 提供 一 种 证 
明 , 参 见 A. G. E. 1798 年 五 月 号 ,603 BL, von Zach 注 。 
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dds 
P= 
因此 ， de 


366 (4) 设 一 个 物体 的 引力 为 以 ,第 二 个 物体 ,如 光 粒 子 ,处 于 距离 上位 
置 , 则 力 W 对 光 粒 子 的 作用 为 - M/r; 这 里 出 现 负 号 是 因为 M 的 作用 
方向 与 光 的 运动 方向 相反 。 


(5) 按 照 (3) ,这 个 力也 等 于 ddr/d? ,因此 


-—=->=-Mr”’, 
mT dt 
乘 上 dr， drddr Marr”; 
dt 
1 dr? -1 
| — Å 
积分 ， 2 dt C+Mr 
这 里 C 为 常量 ,或 


($) =2c+2mr, 
由 (2) 知 ,dr/di 是 速度 ,因此 
vy =2C +2Mr-! 


成 并 ,这 里 v 是 光 粒 子 在 距离 7 处 的 速度 。 


(6) 为 确定 常数 C, 令 R 是 产生 吸引 的 物体 的 半径 ,a 是 光 在 距离 
R 即 此 物体 表面 的 速度 ,由 此 从 (5) 得 a = 2C +2M/R, 故 2C =a?- 
2M/R。 代 入 上 一 方程 ,得 


R r° 


(7) 令 R' 是 另 一 吸引 体 半 径 , 其 引力 为 说,r 处 的 光速 为 v', 于 是 
由 (6) 的 方程 
v’ =a _2iM , 2iM 
R' r 


(8) 如 果 我 们 取 r 为 无 穷 大 ,上 式 最 后 一 项 为 零 , 故 
og _2iM 


R'? 
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由 于 固定 星体 间 的 距离 极 大 ,因此 我 们 认为 这 个 假设 是 合理 的 。 “ 


(9) 设 第 二 个 天 体 的 引力 很 大 ,以 至 光 也 无 法 从 它 逃 逸 ;这 一 假设 
可 按 下 述 方法 解析 地 表示 出 来 :光速 等 于 零 。 将 此 v' 值 代入 方程 
(8) 可 得 一 方程 ,从 中 可 导出 所 需 质量 M, ARITA 


r' 


0 =a 或 a= Rs。 


(10) 为 确定 a, 我 们 设 前 一 吸引 体 为 太阳 ,于 是 a 为 太阳 表面 的 阳 
光 的 速度 。 然 而 太阳 的 引力 与 其 光速 相 比 极 小 ,我 们 可 认为 这 个 速度 
是 均匀 的 。 从 光 行 差 现 象 可 知 ,在 光 从 太阳 传播 到 地 球 的 时 间 里 , 地球 


在 其 轨道 上 转 过 20" 寺 。 因 此 , 令 了 是 地 球 在 其 绕 日 轨道 上 的 平均 速 


度 , 则 我 们 有 a := 半径 (用 角 秒 表示 ):20"4 =1 “tan (20°77) 


(11) 我 在 4 宇宙 体系 论 》( 第 二 部 分 305 页 ) 里 假设 了 R’ = 250R, 
这 样 ,星体 质量 随 体积 乘 以 其 密度 而 变化 ,而 体积 随 半 径 的 立方 ,因此 ， 
质量 随 半径 的 立方 乘 以 密度 。 令 太阳 密度 为 1 ,第 二 个 天 体 的 密度 为 
Pp, 于 是 
M : iM =1R°: pR”? =1R°: p250 R 
或 1 :i=1 :p(250)° 
或 i= (250) p。 


(12) 将 i 和 RR' 值 代 换 到 方程 a = 2iM/R’ ,得 
2 _2(250) pM _ 2 M 
va 2508 = 76290) PR 


_ aR 
P 30250) M° 


(13) 为 得 到 p ,我们 还 需求 MM。 太阳 引力 M 在 距离 D 处 为 M/D?。 
设 DD 是 日 地 间 9 平均 距 离 ,V 是 地 球 平均 速度 ,于 是 这 个 力也 等 于 V/D 和 
( 见 Lande《 天 文学 》, M, § 3539), ik M/D =V/D RM=VD, KK 
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代入 p 的 方程 (12) ,得 





P= p “00077 y) (3): 


a- 光速 -—! (10 
V EIRE -oyl (按照 (10) ) ， 
4 





Fe ga: =tan (太阳 的 平均 视 半径 ) 。 





因此 ， 
tan16’2” 


(1000 tan20" Z) 
由 此 p 大 约 为 4, 或 与 地 球 密度 相当 。 


p=8 





D. D. Dewhirst 评注 : 

Allgemeine geographische Ephemeriden 是 由 下 . X. von Zach 创办 的 期 
刊 ,其 中 51 着 出 版 于 1798 ~ 1816 年 间 。 脚 注 ( ** ) 是 von Zach 加 在 原 
文 的 注释 的 译文 ,但 对 现代 读者 无 甚 帮助 。 

从 1796 年 到 1835 年 ,Laplace 的 《宇宙 体系 论 》 有 过 不 下 10 个 不 
同 的 版 本 。 有 些 是 一 卷 四 开本 ,有 些 是 两 卷 八 开 本 。 在 更 早 的 版 本 中 ， 
定理 的 “无 证 明 的 陈述 ”出 现在 第 5 卷 第 6 章 末 尾 的 前 几 页 ,不 过 La- 
place 在 后 来 版 本 中 删 去 了 这 个 具体 陈述 。 

von Zach 所 指 的 A. G. E. May 1798 ,p. 603 可 能 是 他 本 人 的 一 个 失 
误 , 他 的 原意 大 概 是 指 A. G. E. Vol. 1, p. 89 ,1798 ,其 中 有 对 拉 普 拉 斯 
《宇宙 体系 论 》 第 一 版 的 详尽 评述 。 





附录 B 
球 对 称 解 与 Birkhoff 定理 


我 们 考虑 球 对 称 时 空 情形 的 Einstein 方程 。 或 许 我 们 可 将 球 对 称 次 
时 空 的 基本 特征 认定 为 存在 这 么 一 条 世界 线 多 , 它 使 时 空 关 于 ERAT 
你 。 这 样 ,在 以 肥 的 任意 一 点 为 中 心 、 沿 过 P HEAT SHAM 
地 线 上 取 一 常数 距离 d 所 定义 的 每 个 类 空 二 维 曲 面 OY, 上 ,所 有 点 都 
是 等 价 的 。 如 果 利 用 保持 区 不 变 的 正 交 群 50(3 ) 来 顺序 改变 p 点 的 
方向 , 则 由 定义 知 ,时 空 将 保持 不 变 , .Y。 上 相应 的 点 将 映射 到 自身 , 故 
时 空 允 许 群 S0(3) 作 为 等 距 变 换 群 , 群 的 轨道 即 球面 .%。( 有 可 能 存 
在 特殊 的 d 值 使 曲面 .9, 仅 为 一 点 p', 而 点 p' 又 是 男 一 个 对 称 中 心 。 
以 这 种 方式 出 现 的 至 多 只 有 两 点 (p' 和 p 本 身 )。) 

然而 ,在 某 些 我 们 希望 作为 球 对 称 的 时 空 也 可 能 并 不 存在 像 DIK 
样 的 世界 线 。 例 如 ,在 Schwarzschild 解 和 Reissner - Nordstrom 解 里 ,时 
空 在 r=0 点 是 奇异 的 ,否则 它们 也 该 是 对 称 中 心 。 因 此 ,我 们 把 存在 
作用 在 像 SY, 这 样 的 二 维 曲面 的 等 距 变 换 群 SOG ) 作为 球 对 称 时 空 的 
特征 。 如 果 时 空 允许 将 S0(3 ) 群 作为 等 距 变 换 群 , 且 群 的 轨道 为 类 空 
二 维 曲 面 ,我 们 就 称 它 是 球 对 称 的 。 这 些 轨 道 也 必然 是 正常 数 曲率 的 
二 维 曲 面 。 

对 轨道 S (9g) 的 每 一 点 ,存在 等 距 的 一 维 子 群 1, 它 保持 9 不 变 
(存在 中 心 轴 肥 时 ,这 个 子 群 是 关于 的 旋转 群 , 它 保持 测 地 线 pg 不 
变 ) 。 所 有 在 9 点 垂直 于 .(q) 的 测 地 线 的 集合 多 (9) 局 部 构成 一 个 : 
在 1, 下 不 变 的 二 维 曲 面 (因为 7, 在 . 风 (9) 内 顺序 改变 关于 9 点 的 方 
向 ,保持 垂直 于 .7(g) 的 方向 不 变 )。 由 于 1 保持 多 (9) 不 变 , 故 在 
乡 (9) 的 任何 其 他 点 7,1, 也 顺序 改变 垂直 于 多 (9) KATE. AAT, 必 
然 作 用 在 过 7 的 群 轨 道 .7(r) , 故 这 个 轨道 垂直 于 多 (49) 。 因 此 群 轨 道 
SY SH 多 正 交 (Schmidt(1967) ) 。 而 且 ,这 些 曲 面 局 部 定义 了 和 群 轨 
道 之 间 的 一 一 映射 ,其 中 g 在 .7(7) 的 像 f/(9) 是 多 (gqg) 和 .Fy(7) 的 交 。 
由 于 映射 在 1, 下 不 变 , 故 .7 (9) TE 9 点 的 等 模 向 量 被 映射 成 .(7) 在 


w 
3 
(= 





348 附录 B 


所 9) 的 等 模 向 量 。 由 于 .Y(g) 的 所 有 点 皆 等 价 ,从 .7(9) 的 点 到 其 在 
.2Z(r) 的 像 的 向 量 映射 将 出 现 相 同 的 模 乘 积 因 子 。 因 此 , 正 交 曲面 多 
共 形 到 上 地 将 一 个 轨道 映射 到 另 一 个 轨道 SY ( Schmidt ( 1967) ) 。 
如 果 我 们 选取 坐标 1,r,96,$1 ,使 群 轨道 .为 曲面 11,r = 常数 | ,而 
正 交 曲面 为 曲面 10,4$ = 常数 | ,于 是 度 规 形式 为 ds = dr (tr) + 
Y (i,r) (6,6) ,其 中 dr 是 不 定 二 维 曲 面 , dO? 是 正常 曲率 曲面 。 
如 果 我 们 进一步 选取 函数 1,r 使 11 = 常数 | 和 ir= 常 数 | 在 二 维 曲 面 多 
上 正 交 (参见 Bergmann, Cahen and Komar (1965) ) , 则 可 将 度 规 写成 
ds’ = -dr 
F’(t,r) 
(注意 ,这 个 表达 式 仍 允 许 在 这 些 曲面 上 任意 选取 7 或 1,) 
设 沿 1 线 运动 的 观察 者 测 得 能 量 密度 几 、 各 向 同性 压强 p、 能 流 q， 
而 各 向 异性 压强 为 零 , 于 是 度 规 (41) 的 场 方程 可 写 为 如 下 形式 : 





+ X° (t,r)dr + Y(t,r) (d@ + sin’6dg’), (Al) 














“em ET a 
8m =at a) -3 人 区) +p Ae r) (A3) 
-8mp zr t2r( PE) (F) ee KE (EV, (aay 
4m(p+3p) =F - Fy] -F( FAP) -2F(F >>) 
Perl tel) pe (9 


其 中 ' 代 表 9/3r,， 代表 evet。 

我 们 首先 考虑 虚空 空间 场 方程 Re =0; 这 意味 着 在 ( A2) ~ (AS) 
中 必须 设 定 久 .=p =q =0。 其 局 部 解 取决 于 曲面 1 了 = 常数 | 的 性 质 ; 这 
些 曲面 可 以 是 类 时 的 .类 空 的 或 零 的 ,它们 甚至 可 以 没 定义 (如 果 了 是 
常数 ) 。 对 在 某 个 开 集 % 上 YY, =0 的 例外 情形 (包括 了 为 常数 的 
情形 ) , 

z = FY (A6) 

在 多 上 成 立 。 但 当 (A6 ) 成 立时 ,由 (A2) 确定 的 Y… 值 却 与 (A3 ) 不 一 
致 。 因 此 我 们 可 考虑 YY, <OM Y Y, >0 情形 的 某 一 点 p; 同样 的 不 
等 式 在 p 点 的 某 个 开 邻 域 % 上 也 必然 成 立 。 
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先 考虑 Ye Y, <O 情形 。 这 时 曲面 {Y= 常数 | 是 WY 中 类 时 曲面 。 
我 们 可 将 Y 取 作 坐标 r,( 故 r 是 面积 坐标 ,因为 二 维 曲 面 i7,t = 常数 } 
的 面积 为 4mr 。) 此 时 Y =0,Y'=1, 同 时 (A2) 表 明 ,X” =0; 又 (A4) 表 
明 ,(F'AF)”=0。 故 我 们 可 选取 新 的 时 间 坐 标 i"(?) 使 =F(r)。 这 
样 ,我 们 有 =F(r) ,X=X(r),Y=7, 其 解 必然 是 静态 的 。 现 在 ,方程 
(A3) 说 明 d(r/X*)/dr =1 WEEER X = (1 -2m/r) ,其 中 2m 是 
积分 常数 。 通 过 选取 适当 积分 常数 ,我 们 可 积分 方程 ( A4) 得 到 PP = 
下 ,于 是 (A5) 自 动 满足 。 由 政和 车 的 这 些 表 达 式 , 度 规 (Al) 变 成 

d? =- (1-7 )ar* + 0 E +P (de? + sin’9db?); (A7) 
这 就 是 >>2m 时 的 Schwarzschild 度 规 。 


现在 假定 了 ”了 ,, >0。 此 时 曲面 | 了 Y= 常数 | 是 % 中 类 空 曲面 。 我 
们 可 将 了 取 作 坐标 i, 故 Y =1,Y =0, 由 (A2),F' =0。 我 们 可 选取 r 
坐标 使 =X(t)。 于 是 =F(1) ,X=X(1) ,Y=1; 其 解 是 空间 均匀 的 。 
现在 我 们 可 积分 ( A4) 和 (A5 ) 得 到 解 

ds? =- eam + (= - 1)dr +P (dE + sin’@dd?), (A8) 

这 是 Schwarzschild 半径 以 内 的 Schwarzschild ff , lh 4 Htr rt AY 
将 此 度 规 变换 到 ” < 2m 条 件 下 的 (A7) 式 。 最 后 ,如 果 曲 面 |Y = 常数 | 
EFE Y 的 某 一 区 域 是 类 空 曲 面 ,而 在 另 一 区 域 是 类 时 曲面 , 则 我 们 
可 在 这 些 区 域内 得 到 相应 的 解 (A8) 和 (A7) ,然后 像 在 $5.5 那样 ,将 
两 个 解 拼 结 起 来 穿 过 Y“*Y,, =0 的 曲面 得 到 最 大 的 Schwarzschild 解 在 
内 的 部 分 。 这 样 ,我 们 就 证 明了 Birkhoff 定理 ; 开 集 V 中 呈 球 对 称 
的 虚空 空间 Einstein 方程 的 C 解 ,局 部 等 价 于 最 大 扩展 的 Schwarzs- 
child Æ V 内 的 部 分 。( 即使 空间 是 Co 的 ,分 段 C! 的 ,这 个 结论 也 
是 对 的 。 见 Bergmann ,Cahen and Komar (1965), ) 

现在 我 们 来 考虑 球 对 称 静态 理想 流体 解 。 此 时 我 们 可 找到 坐标 
{4,7,0, 中 | 使 度 规 具有 (Al) 形 式 。 流 体 沿 1 线 运动 ( 故 g=0), 且 FF=F 
(r) ,X=X(r) ,Y=Y(r)。 这 时 , 场 方程 (A3) 和 ( A4) 表 明 , 若 了 =0, 则 
+p =0。 我 们 排除 这 个 对 物理 流体 不 合理 的 解 ,而 假定 Y' 关 0。 由 此 
我 们 可 再 次 将 了 取 为 坐标 7, 这 时 度 规 形式 为 
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2 
ds? = -成 ) + X (r)d +r’ (dë + sin’6dd’) , (A9) 
r 
缩 并 的 Bianchi 恒等式 T°; =0 表明 
p’ - (w+p)F'/F =0; (A10) 


若 (A3),(A4) 和 (A10) 式 满足 , 则 (A5) 式 自动 满足 。 直 接 积 分 方程 
(A3) 给 出 


£ = (1 -24)", (A11) 


其 中 M(r) = 4r[urdr ， 


并 用 了 边界 条 件 X(0) =1( 即 流体 球 有 常态 中 心 )。 再 由 (Al10 ) ， 
(AIL) ,方程 (A4) 取 如 下 形式 





dp __ (w+p)(M + 4apr’) (A12) 
dr r(r - 2M) 
如 果 物 态 方 程 已 知 , 则 它 将 p 确定 为 r 的 函数 。 最 后 ,( A10) 表 明 
(r) 
- en dp 
F(r) = Cexpf o y (A13) 


这 里 C 是 常数 。 方程 ( A11) ~ (A13) 确定 了 流体 球面 的 度 规 , 即 球面 
半径 直到 代表 流体 表面 的 值 ” 的 度 规 。 
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说 明文 字 后 的 数字 为 该 符号 定义 在 原 书 中 的 页 码 
= 定义 > 蕴涵 3 存在 TRA OF 证 明 毕 


集合 

U, AUB, 4 与 B 的 并 

N, ANB, 4 与 B 的 交 

>, ACB, BDA,h 包含 于 B 
- A-B, 4 减 去 B 

e ，XEA, x 为 4 的 一 个 元 素 
O ZR 


BRAT 

$: Ud, 映射 四 将 流 形 上 某 点 pe 人 UY 映射 到 R" KEAP) eY 
p (WV ERI b FAR UER 上 的 像 

p 中 的 逆 映 射 

fg 复合 映射 ， 先 作 映 射 了 再 作 映 射 g 

p., 6° 映射 4 诱导 的 张 量 映 射 ，22 ~ 24 


拓扑 

A 4 的 闭 包 

A` A 的 边界 ，183 
intA 4 的 内 部 ，209 


可 微 性 
C, C, C, C 可 微 性 条 件 ，11 
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流 形 
.Un 维 流 形 ，11 


(Ws ba) RB ERE ESI 


9 .WU .HU 的 边界 ， 
R" nn 维 Euclid 空 cm, 


fe Scone n 


S”n 维 球面 ， 
x fA BE RAR No 


KE 

(a/at), ,X ae 15 

w, df 1- 形 式 ， 

<o, X> 癌 是 与 1 形式 的 标 积 ,1 

[E], E ”向量 和 1- 形 ANNAE, 
Can REVERT BOT 17 ~19 
O KEH, 

A BA, 21 

( ) 对称 化 (例如 Tew), 20 

[ |] 反对 称 化 (例如 Tiaj), 20 

8, Kroneck 符号 (+1, a=b; 0, ant) 
T,, T’, p RAS RAS M, 

T: (P) 了 点 的 (r,s) 型 张 量 空间 ，1 

T, (4A) HÆ MER (r, s) MEE, 51 
T( 4) Wi. ARIMA, 51 

L(A) HÆ MREMA, 51 


导数 和 联络 

ebxr' 对 坐标 x' 的 偏 导数 

(a/at), 沿 曲线 A(t) AO PR, 15 

d 外 导数 ，17，25 

LY, [X, Y] YXtX & Lie 导数 ,27 ~28 
V, Vx, Tore 协 变 导 数 ，30 ~32 
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D/9: 沿 曲线 的 协 变 导数 ，31 
I’, 联络 分 量 ，31 
exp ”指数 映射 ，33 


黎 曼 空间 
(CA, g) BAER g 和 Christoffel 联络 的 流 形 
体积 元 ，48 


Raa Riemann 张 量 ，35 

Ra Ricci 张 量 ，36 

R 曲率 标量 ，41 

Caa Weyl KE, 41 

O(p,q) 用 于 分 离 度 规 不 变量 6 的 正 交 群 ，52 

Ga 对 角度 规 的 diag (+1, +1,..., #1, -1, -1,..., -1) 
(其 中 p 项 +1, 9 项 -1) 

OCA) 规范 正 交 标 架 从 ，52 


时 空 

时 空 是 一 个 四 维 Riemann 空间 CA, g) 具有 度 规 的 正则 形式 

diag ( +1，+1，+1，-1)。 局 域 坐标 取 为 (a, x?，x?，x’)。 

To 物质 的 能 量 - 动量 张 量 ，61 

Vise 物质 场 ，60 

L Lagrange pT, 64 

Einstein 场 方程 取 

i 

2 
形式 ,这 里 A RENEM 

(SY, w) ”初始 数据 集 ，233 


Ra 一 Rew + Agus =8nT., 


类 时 曲线 
上 垂直 投影 ，79 
D,/ds Fermi 导数 ，80 ~81 


0 膨胀 ，83 
wo, Oun, © WH, 82 ~84 
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oy, © 前 切 ，83 ~84 


零 测 地 线 

6 膨胀 ，88 
On, o RE, 88 
Cu, © BI, 88 


因果 结构 

L, r 时 序 性 未 来 、 过 去 ，182 

J, J 因果 性 未 来 、 过 去 ，183 

Et, EF 未 来 、 过 去 的 边界 ，184 

D’, D7 未 来 、 过 去 的 Cauchy 发 展 ，201 
H*, H 未 来 、 过 去 的 Cauchy 视界 ，202 


时 空 边界 

HA = MUA 这 里 A 是 ce- 边界 ， 220 

SF", JF, i*, i 渐 近 简单 虚空 空间 的 e - 边界 ， 122, 225 

.NHN =.NU9 .N 当 . 妈 是 弱 渐 近 简 单 空间 时 ; WHR. MAI 


和 .A 构成 ，221 ，225 
M =.UU9 这 里 9 是 b- 边 界 ，283 
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斜体 页 码 为 原文 主要 参考 或 定义 的 出 处 。 


acausal set， 非 因果 和 集 211 
partial Cauchy surface ， 部 分 Cauchy 曲面 204 
acceleration vector， 加 速度 向 量 70,72,79 ,84 ,107 
relative acceleration of world lines ， 世 界线 的 相对 加 速度 78 ~80 
achronal boundary ， 非 时 序 边界 187,312 
achronal set， 非 时 序 性 集合 186,187,202,203,209,211,266,267; edge， 边 界 
202 
affine parameter， 仿 射 参数 33,86 
generalized ,一般 ~ 259,278,291 
Alexandrov topology, Alexandrov 拓扑 196 
anti-de Sitter space, JX de Sitter 空间 137 ~ 134,188 ,206 ,218 
apparent horizon ， 表 观 视界 320,321 ~ 323 ,324 
area law for black holes， 黑 洞 面积 定律 ”318 ,332 ,333 
asymptotic flatness ， 渐 近 平 直 221 ~225 
asymptotically simple spaces， 渐 近 简 单 空间 222: 
empty and simple spaces， 简 单 虚 空空 间 222 
weakly asymptotically simple and empty spaces， 弱 渐 近 简单 虚空 空间 225,310; 
asymptotically predictable spaces， 渐 近 可 预言 空间 310,311,312 
strongly future asymptotically predictable ， 强 未 来 渐 近 可 预言 的 313,315,317; 
regular predictable space， 正 常 可 预言 空间 378,319,320; static, MAH 
325,326; stationary， 稳 定 的 ”324 ,325 ,327 ~331,334 ~347 
asymptotically simple past， 渐 近 简 单 的 过 去 316 
atlas ， 坐 标 卡 集 11,12,14 
axisymmetric stationary space - times， 轴 对 称 稳 态 时 空 161 ~170 
black holes, fa] 329,331,341 ~ 347 
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b-boundary, b 边界 283,289 
b-bounded, b @ FAY 292,293 
b-completeness, b 完备 性 259,277,278 
bases of vectors,one forms ,tensors ， 向 量 ,1- 形 式 , 张 量 的 基 16 ~18,51 
change of basis， 基 的 变化 19,21 
coordinate basis， 坐 标 基 21 
orthonormal basis， 规 范 正 交 基 38, 52 
pseudo-orthonormal basis ， 伪 规范 正 交 基 86 
beginning of universe, FHI 3,8,358 ~359, 363 
in Robertson — Walker models, Robertson- Walker 模型 下 的 ~ 137,42 
in spactially homogeneous models， 空 间 均 匀 模 型 下 的 ~ 144 ~149 
Bianchi’s identities, Bianchi 恒等式 36,42, 43,85 
bifurcation ”分 贫 
of black holes， 黑 洞 的 ~ 315 ~316 
of event horizons， 事 件 视 界 的 ~ 326 
Birkhoffs theorem, Birkhoff 定理 372 
black-body radiation in universe， 宇 宙 的 黑体 辐射 348 ~ 350 354 ~ 355 ,357 ,363 
black holes, y] 308 ~323 ,375 
final state of, ~ 的 终 态 323 ~347 
rotating black hole, HESS MYR 329 
boundary WH 
of manifold ， 流 形 的 ~ 12 
of future set， 未 来 集合 的 ~ 187 
of space time; 时 空 的 ~ 
c-boundary, c 边界 217 ~221 ,222 ~225; 
b-boundary, b 边界 276 ~ 284 ,289 ~291 
Brans ~ Dicke scalar field, Brans-Dicke 标量 场 59,64, 71,77 ,362 
energy inequalities ， 能 量 不 等 式 90,95 
bundle, 从 50,174 
of linear frames， 线 性 标 架 ~ 51,53 54,174,292 ~294 
of orthonormal frames ， 规 范 正 交 标 架 ~ 52 ,54 ,276 ~ 284 ,289 
metric on, ~ 的 度 规 278 
of tensors ， 张 量 ~ 51,54,198 
tangent bundle， 切 从 51,54 


c-boundary, c 边界 217 ~221 ,224 ~225 
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canonical form， 正 则 形式 48 
Carter’s theorem, Carter 定理 331 
Cartesian product, Cartesian 积 15 
Cauchy data, Cauchy 数据 147,231 ~ 233,254 
Cauchy development, Cauchy 发 展 6,94,119,147,20/ ~ 206 ,209 ~ 211,217,228 
local existence, ~ 局 部 存在 性 248,255 
global existence, ~ 全 局 存在 性 251,255 
stability，~ 稳定 性 253,255 ,301 ,310 
Cauchy horizon, Cauchy 视界 202 ~204 ,265 ,287 ,362 
examples ， 事 例 120,133,159 ,178 ,203 ,205 ,287 
Cauchy problem, Cauchy 问题 60,226 ~ 255 
Cauchy sequences, Cauchy 序列 257,282 
Cauchy surface, Cauchy 曲面 ”205 ,211 ,212 ,263 ,265 ,274 ,287 ,313 
examples, $] 119,125,142,154 
lack of, Æ ~ 133,159,178 ,205 ,206 
partial Cauchy surface, #84} Cauchy 曲面 204,217,301 ~ 302,310 ~ 320,323 
causal boundary of space-time ， 时 空 的 因果 边界 217 ~ 22] 221 ~ 225 , 另 见 confor- 
mal structure 
causal future (past) ,J* (J ) ， 因 果 性 未 来 (过 去 ) 183 
causal structure， 因 果 结 构 6,127 ~ 130 ,780 ~ 225 
causally simple set， 因 果 简 单 集 ”188 ,206 ,207 ,223 
local causality neighbourhood ， 局 部 因果 性 邻 域 195 
causality conditions ”因果 性 条 件 
local causality, ARARE 60 
chronology condition ， 时 序 性 条 件 180 
causality condition ， 因 果 性 条 件 190 
future ,past distinguishing conditions ， 未 来 .过 去 鉴别 条 件 192 
strong causality condition ， 强 因果 性 条 件 792 
stable causality condition ， 稳 定 因 果 性 条 件 798 
causality violations ， 因 果 性 破坏 6,162 ,164 ,170 ,175 ,189 ，192 ,197 
and singularity theorems, ~ MAAE 272 
caustics ， 焦 散 ( 曲 ) 线 120,132 ~ 133,170; 另 见 conjugate points. 
charged scalar field， 和 荷 电 标量 场 68 
chat, ARE 7 
Christoffel relations, Christoffel X% 40 
chronological future (past) ,1* (17), 时 序 性 未 来 (过 去 ) 182,217 
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chronology condition, ， 时 序 性 条 件 189,192,194 ,266 
violating set, ~ 破坏 集 189 
cigar singularity, BARAA 144 
closed trapped surface， 闭 合 俘获 面 2,262,263 ,266 
examples， 事 例 155,161 
in asymptotically flat spaces ， 渐 近 平 直 空 间 里 的 ~ 311,319 
outer trapped surface， 外 俘获 画 319; 
marginally outer trapped surface， 临 界外 俘获 面 32] 
outside collapsing star, HA (ASA ~ 301 ,308 
in expanding universe, Xb-FABAK SHAR ~ 353 ~358 
Codacci’s equation, Codacci 方程 47,232,352 
collapse of star, {RIA 3,8,300 ~ 323 ,360 
compact space-time， 紧 ( 致 ) 时 空 40,189 
compact space sections ， 紧 ( 致 ) 空 间 截 面 272 ~275 
completeness conditions ”完备 性 条 件 
inextendibility， 不 可 扩展 性 58 
metric completeness, BFALSEG PE 257 
geodesic completeness， 测 地 完备 性 257 
b-completeness, b 完备 性 ”259 ,278 ~ 283 
completion by Cauchy sequences, Cauchy 序列 完备 化 ”282 ,283 
components of connection ， 联 络 分量 31 
components of tensor， 张 量 分量 79 
of p-form, p 形式 的 ~ 27 
conformal curvature tensor， 共 形 曲 率 张 量 41,85; 
5 Weyl tensor. 
conformal metrics, FIG EM 42,6063 , 180,222 
conformal structure of infinity and singularities ”无 限 和 奇 点 的 共 形 结构 
e-boundary, c 边界 217 ~22] 
examples, f] 122,127,132,141 ,145,154,158 160,165,177 
in asymptotically flat spaces, HYVER AANA AY ~ 222 ~224, 
horizons, #4 128 ~ 130 
conformally flat theory ， 共 形 平 直 理 论 75 ~76 
congruence of curves, HRIC 69 
conjugate points, E40 4,5,267 
on timelike geodesics ， 类 时 测 地 线 的 ~ 97,98,111,100,112 ,217 
on null geodesics, 零 测 地 线 的 ~ 100,101,115 ,702 ,116 
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connection ， 联 络 30,31,34, 40 ,41 ,59 ,63 
and bundles over. # , ~ 与 流 形 . 上 的 从 53 ~55,277 
on hypersurface ， 超 曲面 上 的 ~ 46 
conservation ”守恒 
of energy and momentum, EH -动量 ~ 61,62 ,67 ,73 
of matter,theorem， 物 质 ~ 定理 94 ,298 
of vorticity， 涡 量 ~ 83 ~84 
constraint equations ， 约 束 方 程 232 
continuity conditions ”连续 性 条 件 
for map ， 有 映射 的 ~ 11 
of space-time， 时 空 的 ~ 57,284 
contraction of tensor， 张 量 的 缩 并 79 
contracted Bianchi identities ， 缩 并 的 Bianchi 人 恒等式 43 
convergence of curves ， 曲 线 收 敛 ” 参见 expansion. 
convergence of fields Jy ASK 
weak, 5§ ~ 243 
strong, 3B ~ 243 
convex normal neighbourhood ， 凸 规范 邻 域 34,600,103, 105,184 
local causality neighbourhood， 局 部 因果 性 邻 域 195 
coordinates, ERCA) 12 
normal coordinates ， 正 规 坐 标 ( 系 ) 34,41 
coordinate singularities ， 坐 标 奇 点 118,133 ,1S0 ,1S6 ,163 ,171 
Copernican principle， 醋 自 尼 原理 134,135,142 ,350 ,356 ,358 
cosmological constant, FHA 73 ,95 ,124 ,137 ,139 ,168 ,362 
cosmological models ”宇宙 模型 
isotropic， 各 向 同性 的 ~ 134 ~ 142 
spatially homogenous ， 空 间 均 匀 的 ~ 142 ~149 
covariant derivatives ， 协 变 导 数 31 ~35,40,59 
covering spaces, FAR Z(H] 181,204 ~ 205 ,273 ,293 
cross-section of a bundle， 从 的 截面 52 
curvature tensor, HIKE 35,36,41 
identities, ~ 恒等式 36,42,43 
of hypersurface， 超 曲面 的 ~ 47 
physical significance, ~ 物理 意义 78 ~116 
curve， 曲 线 15 
geodesic ， 测 地 线 ~ 33,63,103 -106,213 ~217 
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non-spacelike， 非 类 空 ~ 105 ,112 ,184 ,185 ,207 ,213 


null, 2(tE) ~ 86 ~88 
timelike， 类 时 ~ 78 ~86,103,182,/84 ,185 ,207 ,213 


de Sitter space-time, de Sitter 时 空 124 ~ 13] 
density of matter in universe ， 宇 宙 的 物质 密度 ”137 ,357 
development， 发 展 228,248 ,251 ,253 
existence, ~ 的 存在 性 246 ~249 
deviation equation ”偏离 方程 
timelike curves， 类 时 曲线 ~ 80 
null geodesics ， 零 测 地 线 ~ 87 
diffeomorphism, #44} /AJHE 22,56,74 ,227 
differentiability conditions ， 可 微 性 条 件 11,12 
and singularities, ~ MAA 284 ~ 287 
of initial data， 初 始 数据 的 ~ 251 
of space-time， 时 空 的 ~ 57 ~58 
differential of function, PARMA) 17 
distance from point, AFR 103 ~ 105 
distance function, FF RSA 215 
distributional solution of field equations ， 场 方程 的 分 布 解 286 
domain of dependence, ， 依 赖 ( 区 ) 域 ”参见 Cauchy development. 201 
dominant energy condition ， 主 能 量 条 件 91 ,92 ,94 ,237 ,293 ,323 


edge of achronal set， 非 时 序 集 的 边缘 202 
Einstein’s field equations, Einstein 场 方 程 74,75 ,77,95 ,227 ~ 255 
constraint equations, “RAF 232 
distributional solutions, 4p% 286 
exact sojutions ， 精 确 解 117 ~ 179 
existence and uniqueness of solutions， 解 的 存在 性 和 唯一 性 248,251,255 
initial data， 初 始 数据 231 ~233 
reduced equations ， 约 化 方程 230 
stability of solutions ， 解 的 稳定 性 ”253 ,255 
Einstein static universe, Einstein 静态 宇宙 139 
spaces conformal to part of ， 与 部 分 ~ 共 形 的 空间 121,126,31,139 
Einstein-de Sitter universe, Einstein ~ de Sitter 宇宙 138 
electromagnetic field， 电 磁场 68 
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energy conditions “能量 条 件 
weak energy condition ， 弱 能 量 条 件 89 
dominant energy condition ， 主 能 量 条 件 91 
null convergence condition ， 零 收敛 条 件 95 
timelike convergence condition ， 类 时 收敛 条 件 95 
strong energy condition ， 强 能 量 条 件 95 
energy extraction from black holes， 黑 洞 的 能 量 摄取 327 ~ 328 ,332 ~ 333 
energy-momentum tensor of matter fields， 物 质 场 的 能 量 - 动量 张 量 61,66 ~71 ,88 
~ 96,255 
equation of state of cold matter， 冷 物质 的 状态 方程 303 ~307 
ergosphere， 能 层 327 ~ 331 
Euler-Lagrange equations, Euler-Lagrange 方程 65 
event horizon, S¢4¢4 129,140,165 
in asymptotically flat spaces， 渐 近 平 直 空 间 内 的 ~ 312,315 ~320,324 ~347 
existence of solutions ” 解 的 存在 性 
Einstein equations with matter， 含 物质 的 Einstein 方程 ~ 225 
empty space Einstein equations ， 空 空间 的 Einstein 方程 ~ 248, 251 
second order linear equations ， 二 阶 线性 方程 ~ 243 
exp,exponential map， 指 数 映 射 、33,103,119 
generalized, 一 般 ~ 292 
expansion ”膨胀 
of null geodesics， 零 测 地 线 的 ~ 88,101,312 ,319, 321 ,324 ,354 
of timelike curves ， 类 时 曲线 的 ~ 82 ~ 84 ,97 ,271 ,356 
of universe ， 宇 宙 的 ~ 137,273 ,348 
extension 扩展 
of development， 发 展 的 ~ 228,249 
of manifoid ， 流 形 的 ~ 58: 
locally inextendible， 局 部 不 可 扩展 的 ~ ~ 59 
of space-time， 时 空 的 ~ 145,150 ~ 155,156 ~ 159,163 ~ 163,171,175: 
inextendible， 不 可 扩展 的 ~ ~ 58,141; 
inequivalent extensions ， 不 等 价 扩展 的 ~ ~ 171 ~172 
exterior derivative， 外 导数 ”25 ,35 


Fermi derivative, Fermi 导数 80 ~ 81 
fibre bundles, FHM ÆR, bundles 
field equations Hpi 
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for matter fields ， 物 质 场 的 ~ 65 

for metric tensor， 度 规 张 量 的 ~ 71 ~77 

for Weyl tensor, Weyl 张 量 的 ~ 85 
fluid, 流体 69; A perfect fluid. 
focal points， 焦 点 ”参见 conjugate points. 
forms “形式 

one -forms，1- 形 式 16,44 ~45 

9g -forms，g- 形 式 21,47 ~49 
Friedmann equation, Friedmann 方程 138 
Friedmann space-times, Friedmann 时 空 135 
function, PAR 14 
fundamental forms of surfaces ”曲面 的 基本 型 


first, 第 一 ~ 44, 99,231 
second， 第 二 ~ 46,99,100,102,110,232, 262,273 ,274 
future ”未 来 


causal ， 因 果 性 ~ Jt, 183 
chronological ， 时 序 性 ~ I* ,182 

future asymptotically predictable ， 未 来 渐 近 可 预言 的 310 

future Cauchy development D* , RÆ Cauchy RAB D*, 201 
horizon, WAJ ~ Ht , 202 

future directed non-spacelike curve ， 未 来 方向 的 非 类 空 曲线 184 
inextendible ， 不 可 扩张 的 ~ 184,194 ,268 

future distinguishing condition ， 未 来 鉴别 条 件 192,195 

future event horizon ， 未 来 事件 的 视界 1729 ,372 

future horismos,E*, 未 来 的 边界 E* 184 

future set, RKE 186,187 

future trapped set， 未 来 俘获 集 267,268 


g-completeness, g 完备 性 257,258 

gauge conditions ， 规 范 条 件 230,247 

Gauss’ equation, Gauss 方程 47,336,352 

Gauss’ theorem, Gauss 定理 49 ~50 

General Relativity， 广 义 相 对 论 56 ~77,363 
postulates, ~ 的 假设 (a) ,60,(5) ,61,(c) ,77 
breakdown of, ~ 的 破坏 ”362 ~ 363 

generalized affine parameter， 一 般 化 仿 射 参量 259,278,291 
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generic condition ， 一 般 人 性 条 件 101,192,194 ,266 
geodesics ， 测 地 线 33,55,63,217 ,284 ~ 285 
as extremum ， 作 为 极 值 的 ~ 107,108,213 
HL null geodesics and timelike geodesics 
geodesically complete ， 测 地 完备 的 33,257 
examples ， 事 例 119 ,126 ,133 ,170 
geodesically incomplete， 测 地 不 完备 的 ”258,287 ~ 287 
examples, Bi] 141 ~ 142 ,155 ,159 ,163 ,176 ,190 
另 见 singularities 
globally hyperbolic， 整 体 双 曲 的 ”206 ~212,213, 215,223 
Gidel’s universe, Gödel = FF 168 ~ 170 
gravitational radiation from black holes， 黑 洞 的 引力 辆 射 313,329,333 


harmonic gauge condition ， 调 和 规范 条 件 230 ,247 
Hausdorff spaces, Hausdorff 空间 73,56 ,221 283 
non-Hausdorff b-boundary, 4E Hausdorff b 边 界 283,289 ~ 292 
non-Hausdorff spaces, jE Hausdorff 空间 13,173, 177 
homogeneity “ 齐 性 ,均匀 性 
homogeneous space-time， 均 匀 时 空 168 
spatial homogeneity, ZEHE 134,142 ~ 149 ,371 
horismos,E' ， 边 界 E* 184 
horizons WA 
apparent horizon ， 表 观 视 界 320 ~ 323 ,324 
event horizon ， 事 件 视 界 ”129,372,315 ,319 ,324 ~ 333 
particle horizon ， 粒 子 视 界 728 
horizontal subspace (in bundle), ，( 从 上 ) 水 平子 空间 53 ~55,277 ~282 
lift, 提升 54,277 
Hoyle and Narlikar’s C-field, Hoyle-Narlikar 49 C 3% 90,126 
Hubble constant, Hubble 常数 137,355 
Hubble radius, Hubble 半径 351 


IF ,indecomposable future set， 不 可 分 解 未 来 集 218 
imbedding, HRA 23,44 ,228 

induced maps of tensors ， 张 量 的 诱导 有 映射” 45 
immersion, RA 23 l 
imprisoned curves ， 禁 闭 曲线 194 ~ 196,261,289 ~ 298 





372 名 词 索引 


inequalities for energy-momentum tensor, EE - 动量 张 量 不 等 式 89 ~96 
and second order differential equations, ~ 与 二 阶 微分 方程 237,240,241 

inextendible curve ， 不 可 扩展 曲线 ”784 ,218 ,280 

inextendible manifold， 不 可 扩展 流 形 58,59,141 ~ 142 

infinity ,无 限 远 ”参见 conformal structure of infinity. 

initial data， 初 始 数据 233,252,254 

injective map, ASt 23 

int, interior of set， 集 合 的 内 部 209 

integral curves of vector field， 向 量 场 的 积分 曲线 27 

integration of forms ， 形 式 的 积分 26,49 

intersection of geodesics ， 测 地 线 的 交 参见 conjugate points. 

IP ,indecomposable past set， 不 可 分 解 的 过 去 集 218 

isometry ， 等 距 变换 43,56,135 ~ 136 ,142 , 164 ,168 , 174 ,323 ,326 ,329 , 330, 334, 
340 ~ 346 ,369 ~ 370 

isotropy of observations ， 观 察 的 各 向 同性 134 ~ 135 ,349 ,358 
and universe， 与 宇宙 (的 各 向 同性 ) 351,354 

Israel’s theorem, Israel 定理 326 


Jacobi equation, Jacobi 方程 80,96 
Jacobi field, Jacobi 4% 96,97 ,99 ,100 


Kerr solution, Kerr 解 161 ~ 168,225 ,301 ,310 ,327 ,332 
as final state of black hole， 作 为 黑洞 终 态 的 ~ 325 ~333 
global uniqueness, ~ 的 整体 唯一 性 ”331 

Killing vector field, Killing 向 量 场 43, 62,164 ,167 ,300 ,323 ,325 ,327 ,330 ,339 
bivector， 双 向 量 167,330,331 

Kruskal extension of Schwarzschild solution, Schwarzschild 解 的 Kruskal 扩展 153 ~ 
155 


Lagrangian, Lagrangian 算 子 ( 函数 ) 64 ~67 

for matter fieids ， 物 质 场 的 ~ 67 ~70 

for Einstein’s equations, Einstein 方程 的 ~ 75 
Laplace， 拉 普 拉 斯 2,364,365 ~ 368 
length of curve， 曲 线 长 度 37 

generalized， 广 义 ~ 259,280 

non-spacelike curve， 非 类 空 曲线 ~ 105 ,213 ,214 ,215 ; 
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longest curve， 最 长 曲线 ~ 5,105,107 ~ 108,120,213 
Lie derivative, Lie 导数 ”27 ~30,34 ~35, 43,79, 87,341 ~346 
light cone， 光 锥 ”参见 null cone. 
limit of non-spacelike curves， 非 类 空 曲线 的 极限 184 ~ 185 
limiting mass of star， 恒 星 的 极限 质量 304 ~307 
Lipschitz condition, Lipschitz 条 件 H 
local Cauchy development theorem， 局 部 Cauchy 发 展 定 理 248 
local causality assumption, RARR 60 
local causality neighbourhoods， 局 部 因果 邻 域 795 
local conservation of energy and momentum ， 能 量 动量 的 局 部 守恒 61 
local coordinate neighbourhood ， 局 部 坐标 邻 域 12 
locally inextendible manifold ， 局 部 不 可 扩展 流 形 59 
Lorentz metric, Lorentz 度 规 38,39,44,56,190,252 
Lorentz group, Lorentz #f 52,62,173,277 ~280 
Lorentz transformation, Lorentz 变换 279 ,290 ~291 


m-completeness, m 完备 性 257,278 
manifold, JÉ 11,14 
as space-time model， 作 为 时 空 模型 的 ~ 56,57 ,363 
map of manifold， 流 形 映射 ”22 ,23 
induced tensor maps， 诱 导 张 量 映射 22 ~24 
marginally outer trapped surface ， 临 界外 俘获 曲面 327 
matter equations ， 物 质 方程 59 ~71 ,88 ~96,117 ,254 
maximal development ， 最 大 发 展 251 ~252 
maximal timelike curve， 最 大 的 类 时 曲线 110 ~112 
Maxwell’s equations, Maxwell 方程 68,85 ,156,179 
metric tensor， 度 规 张 量 36 ~ 44,61 ,63 ~ 64 
covariant derivative, ~ 的 协 变 导 数 40,41 
Lorentz, 38 ,39 .44 ,56 ,57 ,190 ,237 
on hypersurface ， 超 曲面 上 的 ~ 44 ~46,231 
positive definite， 正 定 ~ 38,45,126 ,257 ,259 ,278 ,282 ,283 
space of metrics ， 度 量 空 间 的 ~ 198 ,252 
microwave background radiation ， 微 波 背景 辐射 ”139 ,348 ~350 ,354 ,356 
isotropy, ~ 的 各 向 同性 348 ~353 ,358 
Minkowski space-time, Minkowski 时 空 118 ~ 124, 205 ,218 ,222 ,274 ,275 ,310 


Misner’s two-dimensional space-time, Misner 二 维 时 空 171 ~174 
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naked singularities ， 裸 奇 点 311 
Newman-Penrose formalism, Newman-Penrose 形式 体系 344 
Newtonian gravitational theory, Newton 引力 理论 71 ~74, 76,80,201 ,303 ~305 
non-spacelike curve， 非 类 空 曲 线 60,112,184, 185,207 
geodesic, ~ 测 地 线 105,213 
Nordsttim theory, Nordström 理论 76 
normal coordinates ， 规 范 坐 标 ( 系 ) 34, 41,63 
normal neighbourhood, ， 规 范 邻 域 34,280; 
另 见 convex normal neighbourhood. 
null vector， 零 向 量 38,57 
cone，( 零 ) 锥 38,42,60,103 ~ 105 ,184 ,198 
reconverging, MUS 263,354 
convergence condition, WA 95,192 ,263 ,265, 311,318,320 
geodesics, ， 测 地 线 86 ~88,103, 105,116,133 ,171 184,188, 203 ,204 ,258 312, 
319,354: reconverging, BUNS 267,271 354,355; 
closed null geodesics， 闭 合 零 测 地 线 190 ~ 191,290 
hypersurface ， 超 曲面 45 


optical depth， 光 学 深度 355,357,359 
orientable manifold ， 可 定向 流 形 13 
time orientable， 时 间 可 定向 的 181,182 
space orientable ， 空 间 可 定向 的 ”181,182 
orientation ”方向 
of boundary， 边 界 的 ~ 27 
of hypersurface， 超 曲面 的 ~ 44 
orthogonal group O(p,9) ， 正 交 群 0(p,9) 52,277 ~283 
orthogonal vectors ， 正 交 向 量 36 
orthonormal basis， 规 范 正 交 基 38,52 ,54 ,80 ~ 82 ,276 ~ 283 ,291 
pseudo-orthonormal basis ， 伪 规范 正 交 基 86 ~ 87 ,344 
outer trapped surface， 外 俘获 曲面 379,320 


pancake singularity， 薄 饼 状 奇 点 (奇异 性 ) 144 
paracompact manifold, H MÆ ”114,34,38,57 
parallel transport ， 平 行 移动 ”32,40,277 
non-integrability， 非 可 积 性 35,36 
p. p，singularity ， 平 行 移动 (曲率 ) 奇 点 ”260 ,290 ,291 
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parallelizable manifold， 可 平行 化 流 形 52,182 
partially imprisoned non-spacelike curve ， 部 分 禁闭 非 类 空 曲线 194,289 ~ 292 
partial Cauchy surface， 部 分 Cauchy 曲面 204,217,265 ,274 ,295 ,301 
and black holes，~ 与 黑洞 “310 ~ 324 
particle horizon， 粒 子 视界 128,140,144 
past ,dual of future， 过 去 ,未 来 的 对 偶 183; 
thus past set is dual of future set， 因 此 过 去 集 是 未 来 集 的 对 偶 186 
PiPs,PIFs， 固 有 的 不 可 分 解 过 去 集 , 终 态 的 不 可 分 解 过 去 集 218 
Penrose collapse theorem, Penrose SHAE 262 
Penrose diagram, Penrose 图 123 
perfect fluid, SE HEA 69 ~70,79 ,84 , 136,143,168 ,305 ,372 
plane-wave solutions ， 平 面 波 解 178,188 ,206 ,260 
postulates for special and general relativity ”狭义 和 广义 相对 论 公设 
space-time model ， 时 空 模型 ”56 
local causality ， 局 部 因果 性 ”60 
conservation of energy and momentum， 能 量 -动量 守恒 61 
metric tensor， 度 规 张 量 71,77 
p- p. curvature singularity ， 平 行 移动 的 曲率 奇 点 260 ,289 ~ 292 
prediction in General Relativity， 广 义 相 对 论 的 预言 “205 ~ 206 
product bundle, 积 从 50 
propagation equations ”移动 方程 
expansion, JJK 84,88 
shear, BY] 85,88 
vorticity, Œ 83,88 
properly discontinuous group ， 真 不 连续 群 173 
pseudo-orthonormal basis ， 伪 规范 正 交 基 86 ~87,102,114 ,271,290 ,344 


rank of map, BASEE 23 

Raychaudhuri equation, Raychaudhuri 方程 84, 97,136,275 ,286 ,352 

redshift, 21% 129,139,144, 161,309 355 ,358 

regular predictable space， 正 常 可 预言 空间 318,323 

Reissner - Nordström solution, Reissner - Nordström # 156 ~ 161 , 188 , 206, 225, 
310 ,360 ~ 361 
global uniqueness ， 整 体 唯一 性 326 

Ricci tensor, Ricci 张 量 36 ,41 ,72 ~75 ,85 ,88 ,95 ,290 ,352 

Riemann tensor, Riemann 张 量 35,36,41 ,85 ,290 ,352 
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Robertson - Walker spaces, Robertson — Walker 空间 734 ~ 742,276 ,352 ~ 357 


scalar field, REH 67,68,95; 另 见 Brans - Dicke. 
scalar polynomial curvature singularities， 标 量 多 项 式 曲 率 奇 点 141 ~ 142, 146, 
151 ,260 ,289 
Schwarzschild solution, Schwarzschild ff 149 ~156,225 ,262 ,310 ,316 ,326 
local uniqueness, ~ 的 局 部 唯一 性 371 
global uniqueness, ~ 的 整体 唯一 性 ”326 
outside star， 恒 星 外 围 的 ~ 299 ,306 ,308 ~ 309 ,316 ,360 
Schwarzschild radius , Schwarzschild 半径 299,300,307 ~ 308 ,353 
mass， 质 量 (决定 的 ) ~ 306,309 
length, ~ 长度 353,358 
second fundamental form of hypersurface， 超 曲面 的 第 二 基本 型 46,47 
of 3-surface， 三 维 曲面 的 ~ 99,273 ,274 
of 2-surface, —4E HHA ~ 702 ,262 
second order hyperbolic equation ， 二 阶 双 曲 方程 233 ~ 243 
second variation ， 二 阶 变 分 108 ,110,114 ,296 
semispacelike set, 284542 see achronal set， 亦 见 “ 非 时 序 集合 ” 186 
separation of timelike curves ， 类 时 曲线 的 分 离 。79,96 ,99 
of null geodesics， 零 测 地 线 的 ( 分离) 86 ~87, 102 
shear tensor， 剪 切 张 量 82 ,85 ,88 ,97 ,324 ,351 
singularity， 奇 点 (奇异 性 ) 3,256 ~ 261] ,360 ~ 364 
s, p，singularity ， 标 量 多 项 式 曲 率 奇 点 260,289 
p. P，singularity ， 平 行 移动 的 曲率 奇 点 260 ,290 ~ 292 
examples, ~ 事例 137 ~142,144 ~146,150 ~151,159,162,171 ~ 174,177 
theorems ，~ 定 理 7,147,263, 266,271 ,272 ,274 ,285 ,288 ,292 
description ，~ 描 述 276 ~284 
nature，~ 本 性 284 ~289,360 ~361 ,363 
in collapsing stars, HAA EIKA ~ 308 ,310,311 ,360 ~ 361 
in universe, FHA) ~ 355,358 ~359 
singularity-free space-times, FCAT AAT ZS 258,260 
examples, 3} i] 119,126,133,139,170,305 ~ 306 
skew symmetry ， 斜 对 称 20 ~21 
Sobolev spaces, Sobolev 空间 234 
s. p. curvature singujarity， 标 量 多 项 式 曲 率 奇 点 “141 ~ 142,146,151 ,260 ,289 
spacelike hypersurface, 2 HAHA 45 
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spacelike three-surface， 类 空 三 维 曲 面 99,170,210, 204,313 
spacelike two-suzrface， 类 空 二 维 曲 面 101,262 
spacelike vector， 类 空 向 量 38,57 
space-orientable ， 可 空间 定向 的 181 
space-time manifold ， 时 空 流 形 4,14,56 ,57 
breakdown, ~ 破坏 363 
connection, ~ 联络 41,59 ,63 
differentiability, ~ 可 微 性 57,58 ,284 ~ 287 
inextendible， 不 可 扩张 的 ~ 58 
metric，~ 度 规 ( 量 ) 的 ”56 ,60 ,227 
non-compact, JE% ~ 190 
space and time orientable ， 可 时 空 定 向 的 ~ 181 ~ 182 
topology, ~ 拓扑 197 
spatially homogeneous ， 空 间 均 匀 的 “134,142 ~ 149 ,371 
Special Relativity， 狭 义 相对 论 ”60 ,62 ,71,118 
speed of light， 光 速 60,61 ,94 
spinors， 旋 量 52,59,182 
spherically symmetric solutions ， 球 对 称 解 ”135,149 ~ 161 ,299 ,305 ~ 306 ,369 ~ 372 
stable causality, R ERARE 198 . 
stability ”稳定 性 > 
of Einstein’s equations, Einstein 方程 的 ~ 253 ,255 ,301 
of singularity， 奇 点 的 ~ 273,360 
star, TH 299 ~308 
white dwarfs, neutron stars, ASEH, PH 304,307 
life history, ~ 4: 4752 301,307 ~ 308 
static space-times， 静 态 时 空 72,73 
spherically symmetric ， 球 对 称 ~ 149 ~ 161 ,305 ~ 306 ,371 
regular predictable space-times， 正 常 可 预言 时 空 “325 ~329 
stationary axisymmetric solutions, ~ 稳定 轴 对 称 解 ”161 ~170 
Stationary regular predictable space-times， 稳 定 正常 可 预 言 时 空 323 ~347 
stationary limit surface ， 稳 态 极 限 曲 面 165 ~ 167 ,328 ,331 
steady-state universe, EAH 90,126 
Stokes’ theorem, Stokes 定理 27 
strong causality condition ， 强 因果 条 件 192,194,195 ,208 ,209 ,217 ,222 ,267 ,271 
strong energy condition ， 强 能 量 条 件 95 
strongly future asymptotically predictable, 强 未 来 渐 近 可 预言 的 313,317 ,318 
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summation convention ， 求 和 约定 15 
symmetric and skew-symmetric tensors ， 对 称 和 斜 对 称 张 量 20 ~27 
symmetries of space-time, IZ XERE 44 

axial symmetry ， 轴 对 称 329 

homogeneity, FY4JPE 168 

spatial homogeneity， 空 间 均 匀 性 135,142 

spherical symmetry ， 球 对 称 369 

static spaces, AAZ] 72,325 

stationary spaces， 稳 态 空间 323 

time-symmetry ， 时 间 对 称 性 326 


tangent bundlje， 切 从 51, 53 ~54,292,351 
tangent vector space， 切 向 量 空间 16, 51 
dual space， 对 偶 空 间 17 
Taub - NUT space, Taub - NUT 空间 170 ~ 178 ,206 ,261 ,289 ~ 292 
tensor of type (r,s), (r,s) 3K 17 
field of type (r,s), (r,s) MH 21 
bundle of tensors of type (r,s), ，(r,s) 型 张 量 从 51 
tensor product, #KHAR 18 
theorems ”定理 
conservation theorem, SFE IE 94 
singularities in homogeneous cosmologies ， 均 匀 宇 宙 的 奇 点 ~ 147 
local Cauchy development， 局 部 Cauchy 发 展 ~ 248 
global Cauchy development ， 整 体 Cauchy 发 展 251 
Cauchy stability theorem, Cauchy 稳定 性 定理 253 
singularity theorems: 奇 点 定理 
theorem 1 ， 定 理 1 263; 
theorem 2， 定 理 2 266; 
theorem 3， 定 理 3 271; 
theorem 4， 定 理 4 272; 
theorem 5， 定 理 5 292; 
weakened conditions， 弱 化 条 件 285,288 
tidal force, RIYA 80 
TiFs,TIPs， 终 态 不 可 分 解 未 来 集 , 终 态 不 可 分 解 过 去 集 218 
time coordinates, ， 时 间 坐 标 170,198 
time orientable ， 可 时 间 定 向 的 ”131,18] ,182 
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time symmetric， 时 间 对 称 的 ”326 ,328 
~ black hole, i] 330 
timelike convergence conditions ， 类 时 收敛 条 件 95 ,265 ,266 ,271 ,272 ,285 ,363 
timelike curves， 类 时 曲线 69,79 ~ 85 , 103 ,184 ,213 ~215 ,218 
timelike geodesics ， 类 时 测 地 线 63,96 ~ 100,103,111 ~ 112,133, 159,170,217, 
258 ,288 
timelike hypersurface ， 类 时 超 曲 面 44 
timelike singularity, AJA A, 159,360 ~ 361 
timelike vector， 类 时 向 量 38,57 
topology of manifold， 流 形 的 拓扑 12 ~14 
Alexandrov topology, Alexandrov 拓扑 196,197 
topology of set of Lorentz metrics, Lorentz 度 规 集合 的 拓扑 198 ,252 
topology of space of curves ， 曲 线 空 间 的 拓扑 208 ,214 
torsion tensor， 挠 率 张 量 34 ,41 
totally imprisoned eurves ， 整 体 禁 闭 曲 线 ”794 ,195 ,289 ~ 298 
trapped region, {F KIR 319 ~ 320 
trapped set， 俘 获 集 267 
trapped surface ， 俘 获 面 ”参见 closed trapped surface. 


uniqueness of solutions ” 解 的 唯一 性 
of Einstein’s equations; Einstein 方程 的 ~ 
locally, ARB ~ 246,255; 
globally, {kK ~ 251,255 
of second order linear equations， 二 阶 线性 方程 的 ~ 239,243 
universe, HY 3,348 ~359 ,360 ,362 ,364 
spatially homogeneous universe models ”空间 均匀 宇宙 学 模型 
anisotropic ， 各 向 异性 的 ~ 142 ~149; 
isotropic ,各 向 同性 的 ~ 134 ~ 142 ,351 ~353,356 ~ 357 
vacuum solutions of field equations ， 场 方程 的 真空 118,150,161 ,170 ,178 ,244 ~ 
254 
variation 454) 
of fields in Lagrangian, Lagrangian 函数 下 场 的 ~ 65 
of timelike curve ， 类 时 曲线 的 ~ 106 ~ 110,295 
of non-spacelike curves ， 非 类 空 曲线 的 ~ 112 ~116,191 
vector, flit 15,16,38,57 
field, $f ~ 21,27,51,52,54,55 ,277 ,278 
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variation vector， 变 分 向 量 107 ~ 116 ,191 ,275 ,295 
另 见 Killing vector. 
vertical subspaces in bundles ， 从 的 垂直 子 空间 53,277 
volume, {FH 48,49 
vorticity ja Ht 
of Jacobi fields, Jacobi AY ~ 97 
of null geodesics ， 零 测 地 线 的 ~ 88 
of timelike curves， 类 时 曲线 的 ~ 82 ~84,352 


weak energy condition, 55fE HALE 89,94 
weakly asymptotically simple and empty spaces， 弱 渐 近 简单 虚空 空间 225,310 
Weyl tensor, Weyl 张 量 41,42,85 ,88 ,101,224 ,344 





这 部 被 专业 物理 学 家 认为 读 不 到 第 1OR( BRK: 怀特 ,约翰 
格 里 宾 著 《 斯 蒂 芬 ， 霍金 传 》, 上 海 译文 出 版 社 ,2002 年 第 1 版 ,118 
页 ,下 同 ) 的 著作 的 译文 终于 可 以 脱 稿 了 。 搁 笔 之 际 , 有 些 话 还 想 借 此 
HLS EW ILA « 

这 是 霍金 与 合作 者 乔治 埃 利 斯 断断续续 写 了 6 年 才 得 以 完成 的 
一 部 关于 经 典 字 宙 学 理论 的 著作 ,初版 于 1973 年 。 其 实在 出 版 之 前 ， 
霍金 已 经 转向 用 量子 理论 解释 黑洞 物理 等 方面 工作 (这 在 书 中 已 有 所 
反映 ), 而 且 “ 霍金 关于 黑洞 的 工作 进展 很 快 ,他 们 来 不 及 对 书 中 的 内 
容 作 修改 ” ,使 得 书 中 内 容 在 当时 就 显得 有 些 过 时 。 但 正 是 这 么 一 本 
初版 后 再 也 未 作 修 订 的 著作 却 儿 乎 年 年 重印 (从 原版 的 版 权 页 上 可 
见 ,至 上 世纪 末 它 已 重印 达 15 次 之 多 ) ,成 为 一 部 名 副 其 实 的 经 典 之 
作 。 尽 管 有 些 学 生 是 莫名 购置 “他 们 的 阅读 不 会 超过 第 二 页 ”, 但 很 
多 学 校 是 把 它 当 作 宇 宙 学 专业 研究 生 的 必 读 文献 开 列 的 。 因 此 ,中 文 
版 的 发 行 会 对 我 国 在 该 领域 的 研究 起 到 良好 的 推动 作用 。 

字 宙 学 作为 人 类 的 一 种 终极 思考 , 它 的 每 一 项 进展 几乎 都 会 作为 
人 类 认识 世界 的 重要 成 就 而 列 入 当年 的 十 大 科学 进展 。 这 不 ,一 个 
2004 年 12 月 27 日 记录 下 来 的 .来自 银河 系 中 心 附 近 的 短暂 、 强 烈 的 
辐射 脉冲 ,可 能 是 一 个 短 y 射线 暴 ”(《 南 方 周末 》,2006 年 01 月 05 
日 ) 作为 黑洞 吞噬 中 子 星 的 可 能 证 据 成 为 2005 年 度 的 十 大 科学 进展 之 
一 。 算 来 这 已 是 y 射线 暴 自 1997 年 以 来 第 4 次 被 《科学 》 评 为 年 度 十 
大 进展 (其 他 三 次 分 别 是 1997 1999 年 和 2004 年 )。 如 果 说 2005 
年 由 于 黑猩猩 基因 组 全 序列 的 测定 成 功 (位 列 2005 年 科学 进展 之 首 ) 
而 称 为 生物 进化 年 的 话 ,那么 2004 年 可 以 说 是 真正 的 宇宙 年 了 。 这 一 
年 里 ,有 两 项 与 宇宙 起 源 有 关 的 研究 ( 暗 能 量 测量 和 y HAS) 被 《 科 
学 》 排 在 当年 十 大 科学 进展 的 前 两 位 。 装 载 于 卫星 上 的 威 尔 金森 微波 
各 向 异性 探测 器 (WMAP) 对 宇宙 学 参数 的 精确 测量 ,有 力 地 支持 了 大 
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爆炸 宇宙 学 模型 。“ 由 美国 匹兹堡 大 学 斯 克 兰 顿 领导 的 这 一 研究 被 认 
为 是 找到 了 暗 能 量 存在 的 直接 证 据 。 它 与 其 他 观测 结果 (斯 隆 数字 巡 
天 (SDSS) 计划) 一 起 ,终止 了 关于 字 宙 本 质 长 达 几 十 年 的 争论 。 (CH 
学 》 评 语 ) 另 一 项 进展 Y 射线 肾 则 清楚 地 确认 了 ?Y 射线 又 与 大 质量 恒 
星 的 核心 姐 缩 之 问 的 联系 。 如 果 您 有 兴趣 在 网 上 搜索 一 下 “黑洞 ”、 
“ 字 宙 学 ”“ 爆 胀 " 等 条 目 , 就 会 深切 地 感受 到 近年 来 字 宙 学 的 发 展 是 
如 此 迅猛 , 它 早 已 超出 了 纯 理 论 研究 的 范畴 ,正成 为 一 门 可 经 观测 和 实 
验 验证 的 科学 。 但 之 所 以 有 今天 这 种 莲 勃 的 发 展 ,理论 的 先导 功 不 可 
没 。 因 为 当今 的 物理 学 发 展 , 特 别 是 关于 时 间 -空间 的 起 源 和 物质 - 
能 量 的 本 质 等 基本 概念 的 认识 ,时 已 不 是 直接 诉 诸 经 验 事实 就 可 以 获 
得 的 ,而 必须 用 另外 一 些 离开 直接 经 验 领域 较 远 的 概念 来 代替 它们 , 才 
能 更 深入 地 理解 事物 的 各 种 联系 。 这 就 是 为 什么 我 们 仍然 需要 像 本 书 
这 样 的 建立 在 严谨 的 数学 符号 体系 基础 上 的 物理 理论 的 真正 原因 。 

对 于 字 宙 学 的 系统 思考 在 我 已 是 20 年 前 的 “往事 ”了 ,尽管 我 一 
直 对 此 保有 浓厚 的 兴趣 。 翻 译本 书 可 以 说 有 些 自 不 量力 ,好 在 有 李 沪 
先生 电力 相助 ,他 认真 审读 了 每 一 章 , 纠 正 了 许多 错 说, 添补 了 漏 译 之 
处 , 才 使 译作 有 目前 这 个 水 平 。 当 然 , 书 中 一 定 还 存在 不 少 钼 误 和 路 
A REG BRA CAR. RFRA SR FEMRE, UMA 
机 会 更 至 完善 。 

在 此 我 还 要 对 张 卜 天 博士 表达 我 真诚 的 谢意 。 是 他 引荐 我 初 涉 翻 
译 这 个 领域 ,使 我 在 一 段 思绪 际 忽 不 定 的 日 子 里 有 了 件 非常 有 价值 的 
事情 可 做 。 


译 者 
2006 年 元 旦 于 北京 
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